Notas de Célculo Diferencial e Integal IT (2002) - Clase 9

Generalizamos ahora el teorema que, para funciones reales de variable
real, afirma que si la derivada es nula en un intervalo, la funcién es constante.

Teorema 1. Sea f: U C R” — R, donde U es un conjunto abierto y con-
vexo. Supongamos que %(:r) = 0 para todo vector v € R™, y para todo punto

x € U. Entonces, f es constante en U.

Demostracion. Tomemos un punto a € U de referencia, y, eligiendo x € U
arbitrario, veamos que f(z) = f(a) para todo z € R™. En efecto, ponienedo
v=x—a,si A(t) =a+tv (0 <t <1),la funcién compuesta ¢(t) = f(A(t))
estd bien definida (porque el dominio U es convexo) y, como vimos en el
teorema anterior, ¢'(0) = %(a—i—@v) = 0. Luego f(a) = ¢(0) = (1) = f(x),
completando la demostracién. O

Observacion. Es sencillo de verificar que el teorema vale en dominios abier-
tos U mas generales, por ejemplo, los llamados poligonalmente conezxos, que
verifican la siguiente propiedad: dados dos puntos de U, existe una poligonal
de puntos de U que los une.

Funciones diferenciables

Si bien la nocién de derivada direccional nos permitié demostrar el teo-
rema del valor medio, no es una generalizacion suficiente de la nocién de
derivada de funciones reales, en particular, porque existen funciones que no
son continuas en un punto, pero poseen todas las derivadas direccionales en
ese punto.

Nos proponemos definir la diferenciabilidad de una funcién en un pun-
to, generalizando la nocién de derivada de funciones reales, como sigue.
Recordemos, que dada f: U — R, donde U es un abierto de R (por ejemplo
un intervalo abierto) y a € U, definimos la derivada de f en el punto a como
el valor del limite

lim f(a+t)_f(a) :f'(a), (1)

t—0 t

cuando existe y es finito. Supongamos que f es derivable en el punto a, Y
definamos la funcién p(t), en un entorno (—e¢,¢) suficientemente pequeno,
mediante

fla+t) — f(a)

pl) = Y pa) @ £0), p(0) =0,



Es claro que lim;_,o p(t) = 0, y podemos escribir, despejando,

fla+1) = f(a) + @)t +tp(t), con limp(t) = p(0) =0.
Mas atin, podemos definir funcién derivable y derivada, diciendo que f es
derivable en un punto a si existen una constante A y una funcién p(t) definida
en un entorno (—¢,¢), con € > 0, tal que se verifica

fla+t) = f(a) + At + tp(t), (2)
lim p(t) = p(0) = 0. (3)

Es sencillo verificar que esta definicién es equivalente a la anterior, despe-
jando p(t) de (2) y observando entonces, que (3) es la definicién (1), donde
obtenemos que f'(a) = A.

En sinitesis, escribiendo x = a + ¢, una funcién es derivable en un punto,
cuando f(x) se puede aproximar por una recta, de ecuacién y = A(z — a)
(decimos aprozimar, dado que la diferencia entre la funcién y la recta, tp(t)
es un infinitésimo de mayor orden).

Geométricamente, una funcion es diferenciable cuando su grafico se puede
“aproximar” (en un sentido intuitivo) por una recta, que resulta ser la recta
tangente. La derivada es la pendiente de esta recta.

La siguiente definicién generaliza, para funciones de n variables, la se-
gunda definiciéon de derivada.

Definicién 1 (Funciones diferenciables). Sea f: U — R, donde U C
R™ es un conjunto abierto. La funcion f es diferenciable en un punto a € U,
cuando existen niumeros reales A1, ..., A, y una funcion p definida en una
bola B(0,¢g) con radio € > 0, tal que, para todo v = (vi,...,v,) € R" con
a+v € B(0,¢), se verifica

flatv) = f(a) + Ao + -+ + Aoy + ||v]|p(v), (4)
lim p(v) = p(0) = 0. (5)
Observemos, que si introducimos el vector A = (A, ..., 4,), la ecuacién

(4) se puede escribir como

fla+v) = f(a) + (A v) + [lv]p(v),

Estamos entonces definiendo que una funcién es diferenciable cuando se
puede “aproximar” por un “plano” (un polinomio de grado 1 en n variables).
A continuacién, el resultado que estabamos buscando.



Teorema 2. Sea f: U — R, donde U C R" es un conjunto abierto, y
a € U. Si f es diferenciable en el punto a, entonces es continua en a, v,
dado un vector vy cualquiera, existe la derivada direccional respecto de vg
en a. En particular, ezisten las derivadas parciales, y se verifica dfi(a) =

Aryee 0 fa(a) = Ay,

Demostracion. La continuidad es inmediata, dado que

lim (f(a+v) = f(a) = lim ((4,0) + o]}p(v)) = 0.

v—0

Respecto de la derivada direccional, dado un vector vg, si ponemos v = tvg
en la definicén, tenemos

Fa+ tu) = £(a) + #(A, v9) + [# Juo lp(tvo),
Dividiendo por ¢ y tomando limite si ¢ — 0, como p(tvg) — 0, obtenemos

of

By (a) = (A, o).

lo que demuestra que existe la derivada direccional y da su valor. En par-
ticular, si vg = e;, obtenemos

9:f(a) = g—;<a> — () = A,

concluyendo la demostracion. O

Observacion. En la definicidén utilizamos la norma euclideana usual. Escri-
biendo el limite en (5) en términos de (4), resulta la condicién

lim — (f(a+v) — f(a) — (A,v)) = 0.

v=0 [|v]]

Como este limite no depende de la norma en R™ (porque todas las normas
son equivalentes), la definicién no depende de la norma elegida.



