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Resumen

El objetivo de este trabajo es presentar el cldasico Teorema de Poincaré-Hopf utilizando
métodos de Anélisis. La herramienta elemental para esto son los operadores elipticos y la
teoria de indice de los operadores Fredholm. Utilizando estas herramientas, las
deformaciones de Witten permiten obtener el teorema de Poincaré-Hopf a partir de la
invariancia del indice por deformaciones de operadores elipticos.
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Capitulo 1

Introduccion

El Teorema de Poincaré-Hopf es un resultado cldsico de geometria/topologia diferencial,
el cual relaciona las singularidades que puede tener un campo X en una variedad M con
la caracteristica de Euler x(M). En definitiva, relaciona un objeto topolégico con un objeto
analitico. Las pruebas usuales de este resultado van mas de la mano de la topologia que del
andlisis. En esta monografia nos proponemos hacer lo contrario.

Vamos a enunciar este teorema, no sin antes dar un par de definiciones previas. Sean M
y N variedades de dimensién n orientadas sin borde y f : M — N un mapa suave. Si M es
compacta y N es conexa podemos definir el grado de Brouwer de f como

deg(f) = Y sign(df.)

zef~1(y)

siendo y € N un valor regular de f. Ahora consideremos U un abierto de R”, X : U — R" un
campo suave y p una singularidad aislada de X. Definimos el indice de X en p como

ind, X = deg(X)

siendo X : 0B(p,e) — S" ! dado por )A((q) = ”ﬁigggu para algin € > 0 suficientemente
chico. Luego por medio de parametrizaciones se puede extender esta definicién a campos en
variedades de la forma esperable. Para ver en detalle, ir al Capitulo 5 de [6]. Con esto estamos

listos para enunciar Poincaré-Hopf.

Teorema (Poincaré-Hopf). Sea M una variedad compacta sin borde y X un campo de
vectores en M con finitas singularidades. Entonces vale

> ind,X = x(M)
X(p)=0

Una acotacién importante es que basta con probar el resultado asumiendo que las singu-
laridades de X son no degeneradas. Lo que haremos sera probarlo en este caso, en el que el
teorema se reduce a lo siguiente:

> sign(dX,) = x(M)
X(p)=0

En [6] también se puede encontrar esta simplificacién y una prueba clédsica de Poincaré-Hopf,
la cual dnicamente utiliza argumentos de topologia diferencial. La prueba en la que se basa
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esta monografia utiliza ideas radicalmente distintas, y también més dificiles. Esto hace que
sean mas destacables las herramientas utilizadas que el resultado en si. Se podria decir que la
primera semilla de esto la puso Witten en [10], en donde da una prueba de las desigualdades
de Morse. A partir de estas ideas es que surge esta prueba de Poincaré-Hopf, para la cual
seguimos [11].

El primer paso de la demostracién consiste en reinterpretar la caracteristica de Euler
a través del Teorema de Descomposicién de Hodge, lo que nos permite relacionarla con la
teoria de indice de operadores elipticos. Luego vamos a deformar a los operadores elipticos
involucrados por el campo de vectores a estudiar. En este proceso, veremos que la prueba puede
ser localizada a entornos de los ceros del campo y estudiando estos entornos completaremos la
demostracién. Aunque antes de llegar a todo esto, vamos a necesitar introducir a los operadores
pseudodiferenciales y su relacién con los operadores Fredholm.

Ahora describiremos brevemente la estructura de este trabajo. Desde el Capitulo 2 hasta
el Capitulo 5 nos centramos en desarrollar las herramientas analiticas que usaremos, que son
los operadores Fredholm y los operadores pseudodiferenciales. En particular, probaremos que
el indice es invariante por homotopias (Capitulo 2) y que los operadores pseudodiferenciales
elipticos son Fredholm al restringirlos a ciertos espacios de Sobolev (Capitulo 5).

En el Capitulo 6 estudiamos la Teoria de Hodge, con la cual conectamos la teoria de
indice con la caracteristica de Euler. Mostraremos que el operador de de Rham-Hodge d + d*
actuando en las formas diferenciales cumple

X(M) = ind (d+ d* : QP (M) — Q™o (M)

En el Capitulo 7 estudiamos ciertas deformaciones de este operador: las deformaciones de
Witten. A través de ellas podemos usar la teoria de indice para estudiar las singularidades
de un campo, que es el lado izquierdo de la tesis de Poincaré-Hopf. Lo importante sobre
estas deformaciones es que siguen siendo operadores Fredholm y tienen el mismo indice que el
operador original. Finalmente, construiremos una homotopia a partir del operador deformado
y podremos concluir la demostracion de Poincaré-Hopf.

Cabe destacar que si el lector quiere ir directamente a la prueba de Poincaré-Hopf, basta
con conocer los resultados del Capitulo 2 y los dos ultimos resultados del Capitulo 5. Teniendo
esto, ya se puede ir al Capitulo 6.



Capitulo 2

Operadores Fredholm

El objetivo de esta seccién es probar que el indice de un operador Fredholm es invariante
por homotopias. En lo que sigue siempre trabajamos con espacios de Banach de dimensién
infinita. Usamos como referencia el apéndice A de [7].

Primero fijamos notacién. Consideramos V' y W espacios de Banach. Anotamos £L(V, W)
al espacio de transformaciones lineales continuas de V en W y IC(V, W) al subespacio de
L(V,W) formado por los operadores compactos. Para referirnos al dual de un espacio V' o de
un operador T usamos V' y T”, respectivamente.

Recordar que para definir la topologia en L(V, W) usamos la norma operador con las
métricas dadas en V' y W. Por otro lado, si W es un subespacio lineal cerrado de V', entonces
V/W con la norma ||[v]|| = inf{|[v —w|| : w € W}, siendo [v] la clase de v € V en V/W, es un
espacio de Banach.

Usaremos herramientas bésicas de andlisis funcional, pero en particular es conveniente
recordar los siguientes resultados.

» Sea T € L(V,W) con rango finito. Entonces 1" es compacto.

K(V, W) es un subespacio cerrado de L(V, W). Més atn, si T' € K(V,W), S; € L(V1,V)
y So € L(W,W3), entonces S1KSy € K(Vy, Wh).

Si K € K(V), entonces dim(Ker(I + K)) < oc.

SiT e K(V,W), entonces TV € K(W', V).

Sea V subespacio de W. Supongamos que V tiene dimension finita o codimension finita,
es decir, dim(W/V) < co. Entonces existe un Z subespacio de W tal que

VeZ=W

Para ver las demostraciones de estos resultados ir al Apéndice A de [7]. Luego de estos co-
mentarios, ahora si vamos a lo que nos compete. Comenzamos con la definicién de operador
Fredholm.

Definicién 2.1. T € L(V,W) se dice Fredholm si dim(Ker T') < oo y codim(T'(V)) < oc.
Definimos el indice de 7' como

Ind T = dim(Ker T) — dim(W/T(V))
Al conjunto de estos operadores los anotamos Fred(V, W).

7



8 CAPITULO 2. OPERADORES FREDHOLM

Observacién 2.2. Notar que tenemos el isomorfismo (W/T(V))' ~ T(V)*, en donde - hace
referencia, al anulador Es inmediato verificar que T(V)J- = Ker T”, por lo que que también

podemos escribir
Ind T = dim(Ker T') — dim(Ker 7")

Para probar que el indice es invariante por homotopias lo que haremos serd mostrar que
los operadores Fredholm forman un conjunto abierto en £(V, W) y que el indice es constante
en cada componente conexa.

Teorema 2.3. Sea T' € L(V,W). Son equivalentes:
= T es Fredholm

» Existen 51,5 € LW, V), K; € K(V) y Ky € K(W) tales que S$iT = Iy + K1 y
TSy = Iy + Ks, donde Iy, Iy denotan la identidad en V' y W, respectivamente.

Demostracion. Supongamos que T’ es Fredholm. Al ser codim(Im T') < oo, existe W17 C W
subespacio de dimensién finita tal que W = Im T'@ Wj. Por otro lado, al ser dim(Ker T") < oo,
existe V| C V subespacio tal que V = Ker T @ V;.

Notar que T'|y; : Vi — Im T es un isomorfismo. Por lo tanto, podemos definir §': V — W
dado por S| 7 =717, Slw, =0y tenemos

_ST+IV:7rKerT7 —TS+IW:7TW1

en donde ke 7 y T, son las proyecciones sobre los respectivos subespacios. Notar que son
operadores compactos porque tienen rango finito, por lo que ya tenemos una direccion.
Ahora veamos el reciproco. De la igualdad ST = Iy + K7 deducimos Ker T' C Ker ST =
Ker (Iy + K1), que es de dimensién finita. Por otro lado, de T'S = Iy + K2 deducimos
S'T" = Iy + K}, De forma andloga a lo anterior concluimos dim(Ker 7”) < oo, y por lo tanto
T es Fredholm.
O

Observacién 2.4. En realidad podemos tomar S7 = S5 pues difieren en un operador com-
pacto. En efecto, notar que tenemos

S1+ 51Ky = Sl(fv + KQ) = 51175y = ([W + Kl)SQ =5y + K15

Entonces S1 = So + K159 — S1Ks. Al ser K155 y S1K5 operadores compactos, resulta que Sy
y Sz difieren en un operador compacto. Luego vale

TS| = T(SQ + K159 — SlKQ) =T55 + T(K152 — SlKQ) =Iw+ Ko+ T(K182 — SlKg)

Como T'(K1S2 — S1K3) es un operador compacto, deducimos que vale la segunda condicién
del Teorema anterior tomando S; = Ss.

Observacion 2.5. (V') es un ideal bildtero cerrado de L(V'), por lo que Q(V) = % es un

espacio de Banach. Mas atin, tenemos que es un algebra de Banach con unidad en el caso que
V es de dimensién infinita. Cuando es de dimensién finita simplemente tenemos Q(V) =0y
todos los operadores son Fredholm.

A Q(V) se la conoce como élgebra de Calkin y nos va a ayudar a caracterizar los operadores
Fredholm. De hecho, el resultado anterior nos dice que

T € Fred(V,W) <= 35 € L(W, V) tal que n(ST) = n(Ily), n(TS) = n(lw)

siendo 7 : L(V) — Q(V) la proyeccién.

1Si estuviésemos en un espacio Hilbert, serfan los elementos perpendiculares a V.



En general tenemos que los invertibles en un &algebra de Banach con unidad forman un
conjunto abierto, como veremos a continuacion.

Lema 2.6. Sea A un &lgebra de Banach con unidad. Si z € A es invertible y h € A tal que
Ih] < 2”%1”, entonces x + h es invertible.

Demostracion. Notar que ||z~ th|| < |lz7L||||h]| < 1/2 < 1. Por lo tanto 14 +2~1h es invertible
y podemos escribir a x + h como producto de elementos invertibles.

z+h=a(lg+2"'h)

Usando esto y la observacion sobre el dlgebra de Calkin podemos probar lo siguiente.
Proposicién 2.7. Fred(V, W) es abierto en L(V,W).

Demostracién. Consideramos el operador lineal continuo P; : L(V,W) x LW, V) — L(W)
definido por Pi(T,S) = T'S. Fijemos ahora un 7' € Fred(V,W). Tenemos también el S €
L(W, V) asociado a T de la Observacién Al ser n(T'S) = n(Iw) invertible en Q(W) y 7
continua, existe un entorno U; de T tal que 7(T;S) es invertible para todo T; € Uy.

Si de igual forma definimos un operador P» : L(V,W) x L(W,V) — L(V) dado por
Py(T,S) = ST, podemos obtener un entorno Us de T' tal que m(ST}) es invertible para todo
T; € Us. Luego concluimos que los operadores en U; N Uz, que es un abierto que contiene a
T, son Fredholm.

[

Teorema 2.8. Ind: Fred(V, W) — Z es constante en cada componente conexa.

Demostracion. Sea T € Fred(V,W). Notar que es suficiente probar que si S € L(V,W) y
||S — T|| es suficientemente chico, entonces Ind S = Ind T.

Al ser KerT de dimensién finita y T(V) de codimensién finita, existen complementos
Vo CVy Wy C W, siendo Wy de dimensién finita.

V=KerTaVy, W=T(V)®W,

Dado S € L(V,W) definimos 75 : Vo & Wy — W dado por 75(v,w) = Sv + w. Notar que
7r es un isomorfismo de espacios de Banach, por lo que si S estd suficientemente cerca de T
resulta que 7g también lo es. A partir de ahora nos vamos a restringir a los S € L(V, W) que
cumplen lo anterior y estdn en la misma componente conexa de Fred(V, W) que T.

Tenemos que 75(V}) es cerrado en W'y codim(7g(Vp)) = dim Wy. Ademas, 75(Vp) = S(V),
por lo que
codim(S(V)) < codim(S(Vp)) = dim Wy = codim(T'(V))

Al ser Ker SNV =0y codim(Ker S @ Vp) < 0o existe un Z C V' de dimensién finita tal
que
V=KerS@&ZaV

Por otro lado, como S es inyectiva en Z @ Vp, tenemos S(V) = S(Vy) @ S(Z), que es
cerrado y tiene codimensién finita pues codim(S(V)) < codim(S(Vp)) < oo.

Observar que Ker S®Z y Ker T son complementos de Vj, por lo que son isomorfos. También

tenemos % ®S(Z) ~ % ~ % De esto podemos deducir las siguientes igualdades:

dim(Ker S) 4+ dim Z = dim(Ker T)
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codim(S(V)) + dim S(Z) = codim T'(V)

Recordar que vale dim Z = dim S(Z), por lo que concluimos Ind S = Ind T.
O

Del resultado anterior deducimos que el indice de un operador es invariante por homotopias
y terminamos esta seccién.

Corolario 2.9. Sea H : V x [0,1] — W una homotopia tal que H, € Fred(V, W) para todo
s € ]0,1]. Entonces Ind Hy = Ind H; para todo s € [0, 1].

En particular, esto nos dice que las deformaciones por operadores compactos no modifican
el indice.



Capitulo 3

Espacios de funciones en variedades

Cuando hablemos de operadores pseudodiferenciales vamos a necesitar hablar de distri-
buciones. Hacemos unos breves comentarios sobre las mismas, tanto en el caso de abiertos de
R™ como para variedades con fibrados vectoriales. En definitiva, esto es un punteo de lo dicho
en el Capitulo 2 de [§].

3.1. Teoria local

En esta seccién {2 va a ser un abierto de R™ fijo. Recordamos las estructuras que se le da
a los espacios de funciones usuales y damos un par de definiciones extra.

Definicion 3.1.1. Definimos
E(Q) :=C*(Q)

con la topologia inducida por las seminormas ||-||, k, siendo K C £ compacto y r entero no
negativo, definidas por

| fllr,ic = sup{|0® f(z)] : x € K, |a| <7}
Definicion 3.1.2. Llamamos funciones test a
D(Q) == C(Q)

con la siguiente topologia. Primero, para cada compacto K C 2, consideramos £ := C(12)
el espacio de las funciones test soportadas en K, con la topologia inducida por £(2). Luego
podemos escribir

D(Q) = UkEK(D)

siendo la unién sobre todos los compactos K C Q, y a D(Q2) le damos la topologia del limite
inductivo. Recordar que la topologia del limite inductivo es la topologia localmente convexa
mas fina que hace que las inclusiones Ex — D(2) sean continuas.

Definicion 3.1.3. El espacio de las distribuciones en R™ es el dual de las funciones test

con la topologia fuerte, que es la de la convergencia uniforme en conjuntos acotados. En
definitiva, u, — u si y solo si u,(x) — u(x) para todo =z € D(2).

11
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Observacién 3.1.4. Notar que se tiene el encaje D(Q2) — D’(Q?) dado por f — uy.

up(g) = /Q f(@)g(x)dz

Decimos que una distribucién es suave si estd en la imagen de este encaje.

Definicién 3.1.5. El soporte singular de una distribucién u € D(f2), consiste en el comple-
mento de los puntos x € U tales que existe x € C°(U), con x(x) # 0, de forma que xu es
suave.

Un nocién importante para poder hablar de operadores pseudodiferenciales es la de ntcleo
distribucional, sobre todo para poder generalizar este concepto a variedades.

Definicién 3.1.6. Sean X,Y C R™ abiertos, k € D'(X xY) y K : D(Y) — D'(X) mapa
continuo. Si cumplen que para todo u € D(X),v € D(Y) vale

(k0@ v) = (Ko, u)
decimos que k es el nucleo de K.

De hecho, por el Teorema del niicleo de Schwartz, se sabe que todo ntcleo k£ induce
un unico operador K y viceversa. Una prueba de esto se puede encontrar en [3], Teorema
5.2.1.

Terminamos esta parte dando la definicién de distribuciones de soporte compacto y ya
pasamos al caso de variedades.

Definicion 3.1.7. Llamamos distribuciones de soporte compacto a

dotado con la topologia fuerte. En este caso, significa que u,, — u si y solo si u,(z) — u(x)
para todo z € £(12).

3.2. Teoria global

Los espacios definidos en la seccién anterior se pueden generalizar a fibrados en variedades.
Antes de arrancar, fijamos una variedad M de dimensién n y un fibrado vectorial complejo £
sobre M de rango p.

Definicion 3.2.1. Una seccién suave de un fibrado vectorial 7 : E — M es un mapa suave
s: M — FE tal que mos = Ids. Al conjunto de las secciones suaves lo anotamos I'°(M, E) y
a su espacio dual lo anotamos I'"*°(M, E).

Definicion 3.2.2. Anotamos
E(M,E) :=T(M,E)

al espacio de las secciones suaves de E con la siguiente topologia localmente convexa. Sea
U = {U;}icr cubrimiento abierto de M tal que los U; admiten al mismo tiempo una carta
(Ui, ki) y una trivializacién del fibrado 7; : E|y, — U; x CP. Esto induce un isomorfismo de
espacios vectoriales

¢i : T2 (Ely;) — C%(ri(Ui))P

Teniendo esto, ahora definimos las seminormas que nos van a inducir la topologia. Conside-
remos los indices v = (4,1, K, r), siendo
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1 € I para indexar los abiertos Uj.

1 <1 < p para indexar la [-ésima coordenada de ¢(s|y,).

K C k(U;) compacto.
= 7 entero no negativo.

Definimos la seminorma ||-||, en I'**(M, E) como
Islly = 16(s|U) e (s € T(M, E))

En definitiva, lo que hacemos es restringir s a U;, lo llevamos a £(k;(U;))P via ¢;, tomamos
su [-ésima coordenada y aplicamos la seminorma ||- ||k, de £(k;(U;)).

Observacion 3.2.3. La topologia obtenida no depende de las elecciones realizadas. Mas atn,
como podemos tomar U numerable, se puede probar que £(M, E) es un espacio de Fréchet.

Definicion 3.2.4. Definimos
D(M, B) := (M, E)

como el espacio de las secciones suaves de soporte compacto con la siguiente topologia. Como
podemos escribir
D(M,E) = Ugék (M, E)

donde la unién es sobre todos los compactos K C M, y en cada Ex (M, E) considerar la
topologia inducida por £(M, E), entonces en D(M, E) podemos usar la topologia del limite
inductivo.

Unicamente nos resta generalizar las distribuciones y las distribuciones de soporte com-
pacto a variedades. A diferencia del caso local, no vamos a tomar el dual de D(M, E). Primero
observamos:

1. Anotamos D al fibrado dado por las formas de grado méximo en M. Entonces podemos
integrar las secciones de soporte compacto de D y tenemos un operador

/ :T°(M, D) —» C
M

2. Consideramos el fibrado
EY := E*® D = Hom(E, D)

que la fibra en cada x € M consiste en el espacio vectorial complejo de los mapas
C-lineales E, — D,. Lo importante sobre EV es que nos permite tener un mapa

(«,-):T®°(M,EY) x I'°(M,E) — I'>°(M, D)

el cual es simplemente evaluar punto a punto. Luego integrando las secciones de D
tenemos

[, ]:T®(M,EY) x (M, E) — C, (81,52)I—>/M<51,82>

Con estas consideraciones, damos la definicién de seccién generalizada.
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Definicion 3.2.5. Definimos las secciones generalizadas como
D'(M,E) := (D(M, EY))
dotado con la topologia fuerte.

Observacién 3.2.6. En las definiciones anteriores, cuando tomamos M = 2 un abierto de

R"™ vy E = Cjs tenemos una identificacién clara entre el caso local y el caso global, mientras
M )

que para secciones generalizadas tenemos que tener un pequeno cuidado. Llamemos

s D'(Q)jocar al dual de D(Q2) = C2°(2) usado en el caso local.
= D'(Q)giobar al dual de D(Q,Cpy) =T'2°(€2, Cpr) usado en el caso global.

Tenemos una identificacién entre D y Cjs, pues ambos son fibrados de dimensién 1 sobre
M = Q. Por lo tanto
Ciy=Cy®D~D*"®D~Cy

Luego D(M,Cy) = D(M,CY,) ~ D(M,Cp)’. Al también poder identificar T2 (M, Cyy) ~
C°(M), concluimos
D(M, Cyr) = D(M, Cyy) ~ D(M)

Definicion 3.2.7. Llamamos secciones generalizadas de soporte compacto a
E'(M,E) = (E&(M,EY))
dotado con la topologia fuerte.

Notar que tenemos la inclusién

E(M,E) — D'(M, E)
s—>(-,s)

Usando el mismo emparejamiento también tenemos la inclusién
D(M,E) — &' (M, E)
En definitiva, de forma andloga al caso local, tenemos el siguiente diagrama de inclusiones

D(M,E) — E(M, E)

J !

&' (M,E) — D'(M,E)

Observacion 3.2.8. Al igual que para el caso local, hay una asociacién entre distribuciones
y operadores lineales como la dada en el teorema del ntcleo de Schwartz. Dado un K €
D'(N x M,F ® EY) se le puede asociar un Py : D(M,E) — D/'(N,F), siendo esta una
correspondencia 1-1. Mds ain, esto define un isomorfismo entre espacios localmente convexos.
Para més detalle, ver la seccién 2.4 de [8].



Capitulo 4

Operadores pseudodiferenciales

En esta secciéon buscamos introducir los operadores pseudodiferenciales entre variedades
con fibrados vectoriales. Para ello primero necesitamos hablar sobre operadores pseudodife-
renciales en R" y en variedades, pues las definiciones son recursivas. Lo que haremos sera
presentar la teoria en estos ultimos dos casos sin entrar en los detalles, para luego si centrar-
nos en el caso de fibrados vectoriales, que es lo que realmente necesitamos. Como referencia
para esta seccién usamos los capitulos 5, 7y 8 de [§].

Comenzamos fijando notacién para los multi-indices. Dados «, 5 € N™ anotamos
= ol =3k o

m o< fBsiap<pPgparatodol <k<n

0; = 0/0x;

n 0% =009

Dado £ € R™, tenemos £* = £ -+ £on

4.1. Operadores pseudodiferenciales en R"

Primeras definiciones

Consideramos un operador diferencial P en R™ de la forma

P=>" co(x)Dg

siendo DY = (—i0;)® y los coeficientes suaves en R™. El simbolo de P es la funcién p €
C>*(R™ x R™) dada por
p(xaé.) = Z Ca(x>£a

la|<d

Si tomamos f € C2°(R"™), usando la transformada de Fourier F y anotando F f = f, podemos
escribir
Df(z) = | & (&) de
Rﬂ/
Por lo tanto la accién de P en C°(R™) es

o~

Pf@) = | plaf©c e

15
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Ademas, vale que para todo compacto K C R" y todo «, 8 € N", existe una constante Cx g
tal que
020¢p(w, )] < Creas(L+ 1€ ((,6) € K x R")

Los operadores pseudodiferenciales van a estar definidos por la misma férmula, pero con
p en una familia més grande de funciones. Una motivacién para el desarrollo de esta teoria
es que nos permite construir de forma sistematica inversas de operadores elipticos, a menos
de smoothing operators. Algunas consecuencias inmediatas son regularidad eliptica y los es-
timativos elipticos. Mds aun, cuando llevamos estas definiciones a operadores en variedades
compactas, se obtiene que los operadores elipticos son Fredholm. En nuestro caso, lo que nos
interesa es esto tltimo.

Definicion 4.1.1. Sea U C R™ un abierto y d € R. El espacio de simbolos en U de orden a
lo sumo d, que anotamos Sd(U ), es el espacio de funciones ¢ € C*°(U x R™) tales que para
todo compacto K, K C U, y para todo «, 8 € N" existe una constante C o 3 > 0 tal que

1050242, )| < Creas(L+ N ((2,6) € K xR)

A Sd(U ) lo podemos dotar con la topologia localmente convexa inducida por las seminor-
mas

php(q) == méax sup (14 [¢])P~4|020  q(x, €]
lalJBI<k Ko xen

siendo K C U compacto y k € N. De hecho, S¢(U) es un espacio de Fréchet con esta topologfa.
Por otro lado, notar que si d; < do entonces S% (U) C S (U), con inclusién continua.

Anotamos
S>*U):= )84 SW):=[)s"
deR deR

Luego S™>°(U) es el espacio de funciones suaves f : U x R™ — C tal que para todo compacto
KcU,keNyNeN

vickn (f) = max sup (1+[|€])N]050; f(x,€)] < oo (4.1.2)
lal,|BI<k K xR™

Las normas v j y inducen una topologia localmente convexa en S~™°°(U), que también lo
convierten en un espacio de Fréchet.

Conociendo los simbolos, ahora queremos definir los operadores diferenciales. Para ello,
primero vamos a introducir a W~°°(U), que es el espacio de los smoothing operators en U.
Dado K € C*°(U x U), definimos el operador integral Tk como el operador lineal continuo
C*(U) — C*=(U) dado por

Ty f(z) == /U K(x,y)f(y)dy

Definicién 4.1.3. Anotamos W~>°(U) al subespacio de Hom(Cg°(U),C*(U)) formado por
los operadores de la forma Tk, con K € C°(U x U).

Observacién 4.1.4. Si extendemos la definicién de Tk a &'(U), que son las distribuciones
de soporte compacto en U, por la férmula

Tgu(z) == u(K(z,-))
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resulta que Tk (u) es suave. Esto se debe a que x — K(x,-) es una funcién suave en U que
toma valores en el espacio de Fréchet C*°(U) y que u : C*®°(U) — C es continua y lineal. Més
aun, tenemos que T : E'(U) — C°(U) es lineal y continuo.

Por otro lado, por el teorema del niicleo de Schwartz se tiene que cualquier mapa continuo
y lineal T': £'(U) — C*°(U) es de la forma Tk, para un tnico K € C*°(U x U). En definitiva,
U—°(U) ~ Hom(&'(U),C>(U))

Ahora vamos camino a dar la definicién de operador pseudodiferencial en U C R"™. Fijemos
p € ST°(U). Notar que entonces la integral

W(p)(z) == / e p (i, €)d

n

es absolutamente convergente para todo x € U 'y W(p) € C*°(U). En efecto, fijando z € U y
derivando debajo de la integral tenemos

a . .
9 / (e e = [ ¢y, + i)l €)de

afl:j Rn

Podemos intercambiar el orden de derivacién e integracién pues el integrando de la derecha
es continuo y estd dominado por una funcién integrable, lo que probamos a continuacién. Si
fijamos = € U y tomamos K C U compacto que contiene a x vale

€57 (D, + i&)p(, )| < |0, p(x, )| + [€p(, &)
< 1+ )" vk insa(p) + (1 + [IED) (2, )]
< 1+ 1) vk ama(@) + (L4 1D A +IED T v 1nr2(p)
= (L4 D" viamia(®) + A+ 1E1)" vk 1nt2(p)

Concluimos recordando que (1 + |€]|)™® es integrable en R™ cuando a > n. Iterando esto
deducimos que W (p) es una funcién suave.

Ademis, si p € S4U) y F € S(R"), aplicando la regla de Leibniz se prueba que la funcién
pF definida por (z,£) — p(x,&)F(§) pertenece a S™>°(U). Estos comentarios justifican las
siguientes definiciones.

Definicién 4.1.5. Sea p € S%(U). Definimos el operador ¥, : C°(U) — C*(U) dado por

Wy f(x) == W(pf)(a)
Definicion 4.1.6. Sea U C R" abierto y d € R. Un operador pseudodiferencial de orden d
en U es un operador lineal continuo P : C°(U) — C*°(U) de la forma

P=U,+T
con p € SYU) y T € U=°°(U). Al espacio de estos operadores lo anotamos ¥4 (U).

Esta nocién generaliza a los operadores diferenciales, pues si P es un operador diferencial
de orden d en U, entonces su simbolo principal p pertenece a S¢(U) y tenemos P = ,,.

Observacion 4.1.7. Si utilizando el teorema del niicleo de Schwartz pensamos a los operado-
res pseudodiferenciales como distribuciones, se tiene que su soporte singular estd incluido en
la diagonal de U x U. Esto significa que el operador puede tener singularidades en la diagonal,
pero no por fuera de ella. Como nos centraremos en estudiar los operadores pseudodiferenciales
en fibrados, vamos a asumir esto. Para una prueba ver Proposicién 4.19 de [2).

Notar que si el operador no tiene ninguna singularidad entonces necesariamente es un
smoothing operator.
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En general la composicién de operadores pseudodiferenciales no tiene sentido, pues tienen
como dominio C°(U) y codominio C*°(U). Por ello introducimos la siguiente definicién.

Definicién 4.1.8. Un operador T': C°(U) — C*°(U) es propiamente soportado si

= Para todo conjunto compacto A C U existe un conjunto compacto B C U tal que si
sop(u) C A, entonces sop(Tu) C B.

= Para todo conjunto compacto A C U existe un conjunto compacto C C U tal que si
u =0 en C, entonces Tu = 0 en A.

Observacién 4.1.9. Los operadores diferenciales son propiamente soportados. Ademds, si T'
es propiamente soportado, entonces I — T' también lo es.

SiT:Cx(U) — C®(U) es propiamente soportado, a partir de la primer condicién de la
definicién deducimos que mapea funciones de soporte compacto en funciones de soporte com-
pacto, mientras que la segunda condicién nos permite extender de forma continua 7" a C*°(U).
En particular, esto hace que tenga sentido la composiciéon de operadores pseudodiferenciales
propiamente soportados.

Para terminar esta introduccién definimos la nocién de simbolo para estos operadores.
Para ello primero enunciamos el siguiente resultado, que es el Teorema 5.4.5 de [§].

Teorema 4.1.10. El mapa p — ¥, induce un isomorfismo lineal
SUU)/S=(U) —== T4U)/¥~>(U)
Definicién 4.1.11. La inversa del isomorfismo del Teorema [4.1.10, que anotamos
o VD) /TU) —== S4U)/S™>(U)

lo llamamos mapa simbolo.

Definicién 4.1.12. El mapa simbolo principal o¢ de orden d el siguiente mapa inducido por
el mapa simbolo

ol VIU) /v N U) —— SYU)/STHU)

Expansion de simbolos

Lo que resta de esta seccién vamos a dedicarlo a hablar sobre expansion de simbolos.
Ahora mismo esto parece desconectado de lo anterior, pero va a tomar relevancia al probar la
existencia de parametrices.

Definicién 4.1.13. Sean p € S®(U) y {d;} € RN con lim;_,» d; = —o0o. Para cada j € N
sea p; € S% (U). Entonces

e e}
pNij (4.1.14)
j=0
significa que para todo d € R existe N € N tal que para todo k > N vale

k
p—Y p;€54U)
=0

Decimos que (4.1.14)) es una expansion asintética del simbolo p.
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Observacién 4.1.15. Si dos simbolos p,p’ € S°(U) tienen la misma expansién, entonces
p—p € S4U) para todo d € R, por lo que p — p' € S™°(U). En definitiva, una expansién
asintética determina el simbolo p médulo ST (U).

Antes de probar el resultado que nos interesa sobre las expansiones asintéticas, damos una
definicién maés.

Definicién 4.1.16. Dados U C R™ un abierto, A C U compacto y d € R U {oo}, definimos
SA(U) = {p € S(U) | pry(sop p) C A}
siendo pry : U x R™ — R" la proyeccién.

Proposicién 4.1.17. Sean U C R™ un conjunto abierto y {d;} € RN con lim; ;o dj = —c0.
Supongamos que para cada j tenemos un simbolo p; € S%(U) dado. Entonces existe un
simbolo p € Sd(U), con d = méaxd;, tal que

P~ b

jeN

y pri(sop p) C Ujen pri(sop pj).
Demostracion. Notar que usando una particion de la unidad en U podemos reducirlo al caso
en que estamos trabajando en un compacto A C U y tenemos dados p; € Sij (U). Asi basta
con probar la existencia de un p € Sffl(U) tal que vale la tesis. Otra acotacién es que a menos
de agrupar términos, podemos asumir que la sucesién es estrictamente decreciente, por lo que
tenemos d = dp.
Tomamos x € C°(R") tal que x(§) = 0si ||£]] <1y x(§) = 1si €|l > 2. Ahora, parat > 0
definimos x; : U x R" — R dada por x;(x, &) = x(t€). Notar que sop(x:) N (U x B(0,t71)) = 0.
Consideramos {t;} € (R4 )N tal que lim;_,00 t; = 0 y definimos nuestro candidato

p= Z Xt;Pj
JEN
Esto define una funcién suave en U x RN pues la suma es localmente finita con respecto a la
variable £. Ademds, como cada p; € Sjj (U), tenemos que pr;(sop p) C A. Sin embargo, no

nos sirve cualquier sucesién {t;} para la demostracién, por lo que consideramos la siguiente
afirmacion, la cual probaremos luego.

Afirmacién: Existe {¢;} € (R+)N con lfm;_, t; = 0 tal que para todol € Ny o, 8 € N

la siguiente serie converge uniformemente en U x R"

> (L + 1IN 02 0] [, ]

g2l

Continuamos con la prueba. Usando una tal {¢;}, deducimos que las series
=3
Jj=>l

convergen absolutamente en Sf{ (U) (relativo a las seminormas v j y definidas en ) Al
ser Si’(U) un espacio completo, r; € Sf{(U) para todo [ € N. En particular, p = ro € S4(U).
Luego

-1 -1
P=Y_pi=> (x;,—Up; + 7
7=0 7=0
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Notar que Zé-j)(th —1)p; € S,°(U) por tener &-soporte compacto. Asi deducimos que lo

que esta a la izquierda de la igualdad pertenece a Sf‘l (U) y concluimos la prueba.
O

Vamos con la prueba de la afirmacién, por lo que en los siguientes dos lemas p; y x; son
los usados en la Proposicién Para ello primero necesitamos el siguiente resultado.

Lema 4.1.18. Sea j > 0, «, 3 € N". Entonces existe una constante C; o g > 0 tal que

0207 Dy (0, )| < Crap (1 + 1€

para todo (z,§) e U xR"y 0 <t < 1.

Demostracion. La desigualdad es clara cuando ||£]| < t~1, pues en ese caso x; = 0. Por otro
lado, cuando ||¢]| > 2t~ tenemos x; = 1, por lo que se deduce directamente de la definicién
de S% (U). Resta estudiar el caso en que t~1 < ||¢]| < 2t~

Notar que 8? (xtp;) es una combinacién lineal de 82)(75 8? “Tpj con v < . Por lo tanto, nos
ltoasta con tener la cota para |05 (9] x¢ 8577pj)(x, ¢)|- Si anotamos (97 x):(, §) := (9] x) (=, t£),
enemos

%%@mf”wﬁ%@%ﬂ@m%%”m@@‘
— 1 (@2x0: 9208y (2,9)

Ademss, al ser p; € Sij (U) y tener (ng)t &-soporte compacto (recordar también que x
en realidad no depende de x), existen constantes no negativas Cj o g—~ y Cy tales que

020 0, (0.8)] < Chama1+ D @200 0)| <,

para todo (z,§) € U x R" y 0 < ¢t < 1. Usando estas cotas deducimos

02 (930 3) (#,€)] < CyCp N1+ ISP (4.1.19)
Recordar que estamos tomando 0 <t < 1y ¢t~! < ||¢]| < 2¢t~!. Entonces
! = ghl(a¢=1)=hl

< 3hl(@+2¢71) =Nl

< 31(1+ gy P

Luego sustituyendo en (4.1.19) tenemos la desigualdad deseada.

Ahora si vamos con la afirmacién y terminamos esta seccién.

Lema 4.1.20 (Afirmacién). Existe {¢;} € (R+)N con lim;¢; = 0 tal que para todo [ € Ny
a, 8 € N" la serie

>+ )P4 020] [, vl

g2l

converge uniformemente en U x R"™.
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Demostracion. Sea j € N. Consideramos t; > 0 tal que
Clap(l+t; 1)~ <277

para todos «, 3,1 tal que |a| + |3| +1 < j, siendo C}, 3 la constante del Lema Notar
que al ser [ < j tenemos que d; > d;, pues en la demostracién de Proposicién asumimos
que {d;} es estrictamente decreciente. Luego para tales «, 3,1 y para todo (z,§) € U x R”
con ||| > t;l vale

020¢ [xt,p)(2,€)| < Crap(1 + €))7
= Cj,a,ﬁ(l + Hé‘”)dj—dz(l + ng)dl—w\
< Cj,a,ﬁ(l + tj_l)dj*dl(l 4 ng)dﬁm\
<277 (1 + ||g[)B1Al

Por otro lado, si [|£]| < tj_l, tenemos xy, (z,£) = 0. Concluimos que para todos a, 3,1 tales
que |a| + |B| +1 < j y para todos (x,§) € U x R™ vale

8?8?[thpj](m,§) <2771+ ||§||)dl*|5|

Esto implica la tesis, pues en definitiva probamos que la cola de la serie converge uniforme-
mente a 0.

O]

4.2. Operadores pseudodiferenciales en variedades

Las definiciones anteriores se puede generalizar a variedades. Sea M una variedad. Recor-
dar que anotamos Cy; = M x Cy Djs a las formas de grado méaximo en M. También vamos
a necesitar al producto tensorial de estos fibrados, que es el fibrado en M x M dado por

Cym X Dy = pri(Cuyr) @ pray(Di)

en donde pr; y pry son las correspondientes proyecciones de M x M en M. En definitiva, la
fibra en (z,y) es (Cp)e ® (Dar)y-

Definicién 4.2.1. Sea d € RU{—o00} y M una variedad. Un operador pseudodiferencial de
orden d en M es un operador lineal continuo P : C*(M) — C*(M) dado por un nicleo
Kp e T7°(M x M,Cy; X Dyy) tal que

1. Kp es suave por fuera de la diagonal de M x M.

2. Para cada a € M existe una carta (U, k) que contiene a a tal que el operador Py :
C*(k(U)) = C*(k(U)) definido por

Pu(f)(k(x)) := P(for)(x) (xeU)
pertenece a Ue(x(U)).

Observacion 4.2.2. Hay varios comentarios para hacer sobre esta definicion. Primero que
nada, recordar que la existencia del nticleo Kp viene dada por la correspondencia mencionada
en la Observacion que es un andalogo al Teorema del nicleo de Schwartz en variedades.
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Por otro lado, es natural pensar que no es necesario pedir la primer condiciéon y que basta
con la segunda. De hecho, cuando tomamos M C R", entonces podemos tomar a M como
parche coordenado y recordando la Observacion (que el soporte singular estd por fuera
de la diagonal), tenemos que 2 = 1. M&s ain, en este caso la definicién coincide con la de
operador pseudodiferencial en R™. Para esto ultimo, ver Lema 7.3.3 de [§].

Sin embargo, cuando pasamos a variedades hay que tener mas cuidado. El detalle es que
los parches coordenados no dicen nada sobre puntos que estan lejos entre si, lo que no nos
permite asegurar nada sobre el comportamiento del nicleo distribucional por fuera de la
diagonal. Luego de la Definicién 11.1 de [4] se puede encontrar un ejemplo que ilustra esto.

En definitiva tenemos que la primer condicién nos asegura que el soporte singular de Kp
esta incluido en la diagonal, mientras que la segunda hace que las singularidades en la diagonal
sean del mismo tipo que las que tienen los nicleos de operadores pseudodiferenciales en R™.

Ahora definimos el espacio de simbolos. Primero consideramos U C My x : U — U’ C R"
una parametrizacién. Tenemos el difeomorfismo inducido 7%k : T*U — U’ x (R™)* ~ U’ x R"
dado por

T*”(fx) = (H(ZL‘),&C 0 Txﬁil) (x SHURFRS T;M)

Haciendo pullback por la inversa de T*k inducimos un isomorfismo
Ky 1 C¥(T*U) — C(U' x R™)

Para d € RU {—o0} definimos

SUU) = {p € CX(T"U)|nu(p) € SUU")}
Definicién 4.2.3. El espacio de simbolos S%(M) son las funciones p : T*M — C con la
propiedad que para cada a € M existe un entorno coordenado U de a tal que p|r«y € SHU).
Observacion 4.2.4. Esta definicion es equivalente a pedir que para todo entorno coordenado
U vale p|r-y € S4(U).

Nos resta dar la definicién del simbolo principal. Primero se define para el caso local y a
partir de esto el verdadero simbolo principal. Sea U C M un abierto parametrizado por k.
Definimos el mapa of- : ¥4(U) — S4(U)/S41(U) dado por

keo(P) = o) (5. P)

donde O’Z(U) es el mapa sfmbolo de S%(k(U)) que ya conocemos.

Definicion 4.2.5. Sea d € R. Llamamos mapa simbolo principal de orden d al tinico mapa
lineal o¢ : W4(M) — S4(M)/S?1 (M) tal que para todo U C M parche coordenado vale

o' (P)y = ofy(Py)
Al igual que antes, esto nos induce un isomorfismo
ol (M) ) Vi1 (M) —=— S4(M)/S1 (M)

Terminamos la seccién de variedades enunciando un resultado que usaremos luego. Dado
¢ € C®(M), anotamos M, al operador en End(C*°(M)) dado por multiplicar por . En
definitiva, My (f) == f.

Lema 4.2.6. Sean P € V(M) y x,v € C>(M). Entonces M, o P o My € ¥4(M) y
o (M, o P o M,) = xpo?(P)

Demostracion. Lema 7.5.1 de [§].
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4.3. Operadores pseudodiferenciales en fibrados

Desde un principio dijimos que lo que nos interesa son los operadores pseudodiferenciales
en fibrados vectoriales. Ahora que ya presentamos los operadores pseudodiferenciales en R™ y
en variedades, estamos listos para dar este paso.

Smoothing operators

Sean M y N variedades, 7g : E — M y np : F — N fibrados vectoriales complejos suaves.
El producto tensorial exterior F'IX FE es el fibrado vectorial en N x M dado por

FRE = pri(F) @ pry(E)

siendo pry, pry las proyecciones de N x M sobre N y M, respectivamente. Fijamos una densidad
dyen M ysean k € I°(N x M,FXE*)y f € (M, E). Para cada x € N, pensamos a
y — k(z,y)f(y)dy como una densidad en M de soporte compacto que toma valores en Fj.
Usando una particién de la unidad se prueba que integrar esta densidad varia suavemente con
x. Por lo tanto, definimos el operador T": I'°(M, E) — I'*°(N, F') como

Iwm:Aﬁ@wmwy

Los operadores de esta forma son conocidos como smoothing operators de I'S°(M, E) en
I'*°(N, F), y al espacio formado por ellos lo anotamos ¥~>°(E, F'). Notar que en el caso
en que el fibrado es Cpy = M x C, naturalmente podemos identificar ¥~°°(Cps, Cpr) con
U=°(M).

Operadores pseudodiferenciales

Ahora que tenemos a los smoothing operators, queremos definir el espacio de los operadores
pseudodiferenciales entre fibrados vectoriales complejos suaves £ — M, F' — M. Primero
vamos con el caso en que los fibrados son triviales en un abierto U C M, o sea, E = U x CF
y F = U x C!. Entonces tenemos las identificaciones I'®*(U, E) ~ OX®(U,CF) ~ C=(U)*
y T°(U,F) ~ C=(U,C!) ~ C>=(U)". Por lo tanto definimos ¥4(U, E,F) = $4(Ey, Fy) C
Hom(I'*(U, E),I'*°(U, F)) por

VU Ey, Fy) = My (04U))

que son las matrices [ x k con entradas en W¢(U). Usando esta identificacién, la accién de
P e V4Ey, Fy) en f € (U, E) esta dada por

(Pf)i= Z Fi; f;

1<j<k

Supongamos que Tg y Tp son automorfismos de los fibrados triviales F = U x CF, F =
U x C'. Notar que entonces 7 es un mapa de la forma (z,v) +— (z,vg(x)v), siendo vg : E —
GL(k, C) un mapa suave. Por lo tanto tenemos un automorfismo inducido 7g, de I'°(U, E) ~
C>®(U)* dado por
(e« f)(2) = ve(2)f(2) (2 €U)

Para ver que es un isomorfismo, notar que si anotamos yg(z) = (7i;()), entonces tenemos

k
(Tef) (@) = Y i () f()
j=1
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De igual forma, 7 estd dado por un yp : F' — GL(I,C) y tenemos un automorfismo inducido
Trs de T°(U, F). A patir de esto, inducimos un automorfismo 7, de Hom(I'°(U, E), T'2° (U, F)).
El mismo estd dado por 7.(Q) := Tp« 0 Q o 7'5*1, 0

m(Q)(f) = Qg f)  (f €TZ(U,E) ~ C(U)F)

Usando el Lema coordenada a coordenada, tenemos que 7. (V4 (Ey, Fi)) € V4(Ey, Fy).
Como podemos hacer lo mismo con 7,1, concluimos que 7, es un automorfismo de W (Ey, 7).

Este comentario nos permite dar la definicién de operador pseudodiferencial en el caso que
los fibrados son trivializables en un abierto U C M, pues necesitamos tener una independencia
con respecto a las trivializaciones elegidas. Sean 7 : E — F' = UxCFy1p : F — F' = U xC!
trivializaciones. Anotamos 7g, : I'°(U, E) — I'°(U, E') y 7« : I°(U, F) — I'™°(U, F') a los
correspondientes mapas inducidos. Teniendo esto, definimos ¥4(U, E, F) como el espacio de
los Q : T'°(U, E) — I'°(U, F) tales que

7(Q) = Tr. 0 Qorp € VYU, E', F')

Recordar que dado E — M fibrado anotamos EY = E* ® D), siendo E* el fibrado dual
de E. Teniendo esto ya podemos dar la definicién de operador pseudodiferencial.

Definicion 4.3.1. Sea F, F fibrados vectoriales suaves en una variedad M y sea d € R. Un
operador pseudodiferencial de orden a lo sumo d de E a F es un operador lineal continuo
P:T°(M,E) = T'°(M,F) con kernel Kp € I~>°(M x M,F X E") tal que

1. Kp es suave por fuera de la diagonal de M x M

2. Para cada a € M existe un entorno abierto U C M en el que tanto £ como F' admiten
trivializaciones y tal que el operador Py : I'2°(U, E) — I'™°(U, F), f — P f|u pertenece
a VY(Ey, Fy).

A este espacio lo anotamos W4(E, F).

Observacién 4.3.2. Veamos que \Ild(E, F) se preserva bien por isomorfismos de fibrados
vectoriales. Sea ¢ : M1 — Ms isomorfismo entre variedades y g : B4 — FE5 isomorfismo com-
patible con ¢ entre los fibrados vectoriales Fy — Mj, E5 — M>. Esto induce un isomorfismo
ppe s T2(My, Er) — T2°(Ma, Ba) dado por gp.f :=pro fop™"

De igual forma, tomamos un isomorfismo pp : F; — F5 compatible con ¢, siendo
Fy — M, Fy, — M> fibrados. Tenemos luego el isomorfismo inducido ¢p, : I'*°(My, F1) —
'°(My, Fy). Juntando ¢p« ¥ @« construimos el mapa

Px : Hom(Fgo(Ml, El), FOO(Ml, Fl)) i> HOHI(FSO(MQ, Eg), FOO(MQ, FQ))
dado por ¢.(Q) := pr0 Qo @Ei, el cual se restringe a un isomorfismo

ou : UYMy, By, Fy) —=— UMy, By, Fy)

Simbolo principal

Queremos definir el simbolo principal de un operador pseudodiferencial entre fibrados
vectoriales complejos suaves. Para ello antes debemos definir el espacio de simbolos en este
contexto. Sea wg : H — M un fibrado vectorial. Vamos a anotar

T(T*M, H) = {f € C®(T*M,H) : Vo € M f(TM) C H,}
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Al igual que antes, primero vamos con el caso en el que el fibrado es trivial, o sea, es de la
forma H = M xCN. En este caso I'™(T* M, H) consiste exactamente de las funciones de la for-
ma &, — (7, f(£)), siendo f € C°(T*M,CV). En definitiva, T°°(T* M, H) ~ C°°(T*M,C").
Esto nos motiva a definir el espacio de simbolos como

SUM,H) := {f e T(T*M, H) :Vj f; € S4M)} ~ S4(M)N

El caso general vamos a reducirlo a este utilizando trivializaciones. Dado un 7 : H; — H»
isomorfismo de fibrados vectoriales, definimos un isomorfismo

70 T°(T* M, Hy) — T°°(T*M, H,)

dado por 7.(f)(&z) = 72 (f(&s)), siendo x € M, &, € T M.

Si consideramos 7 un automorfismo de H = M x CV, notar que entonces es de la forma
7(z,v) = (x,7,(v)) con x — 7, mapa suave de M en GL(N, C). Por lo tanto 7, se convierte en
un automorfismo de T'™°(T* M, H). Mé4s atin, se restringe a un automorfismo de S%(M, H). Para
esto tltimo, notar que si anotamos 7, = (7;;(x)) y tomamos p = (p1,...,pn) € S4UM, H),
entonces 7,(p) = (q1, . .., qn) siendo los ¢; € S4(M) dados por

N
g =Y 7ij(2)pi
=1

Si el fibrado no es trivial, lo podemos reducir a la definicién anterior usando trivializaciones.
Supongamos que H es trivializable, siendo 7 : H — H' = M x C" una trivializacién. Entonces
definimos

S4M,H) =, 1 (SYM, H"))

La independencia con respecto a la trivializacién elegida se deduce los comentarios anteriores.
Teniendo esto, ahora si podemos definir al espacio de simbolos en este contexto.

Definicién 4.3.3. Sea H — M un fibrado vectorial. Para d € R U {oo} definimos S%(M, H)
como el espacio de las secciones p € I'>°(T* M, H) tal que para todo entorno abierto U de M
en el que H admite una trivializacién, la restriccién py = p|r+ pertenece a S4(U, Hy).

Observacién 4.3.4. Para que p € S¢(M, H) basta con que para todo x € M exista un
entorno abierto U trivializable tal que py € Sd(U , Hy).

Si H es un fibrado vectorial de M, vamos a anotar
S5 (M, H) := SY(M, H)/S™ (M, H)

Lo tinico que nos falta es definir el simbolo principal en el contexto de fibrados. Si F, F
son fibrados vectoriales complejos de M, el mapa simbolo principal va a ser un mapa

ol v M, E, F) — S¢/S*"Y(Hom(E, F))
siendo Hom(E, F) el fibrado vectorial de M dado por Hom(FE, F'), = Homc (E,, Fy).

Observacién 4.3.5. En un principio no parece natural considerar a Hom(E, F'), pero es un
espacio que nos permite generalizar la definiciéon para el caso de fibrados no triviales. Para el
caso de fibrados triviales, vamos a ver que Hom(E, F') se reduce a una definicién més natural
al saber que los pseudodiferenciales son las matrices M (V%(M)).
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Observacion 4.3.6. Si U C M es un abierto en el cual tanto £ como F admiten triviali-
zaciones, las cuales anotamos 75 : Ey — U x CF yvTr: Fy — U X C!, entonces Hom(E, F)
admite la trivializacion

7:Hom(E, F)y — U X Hom(Ck7Cl)
dada por 7,(T) := (1r)z o T o (1), .

Al igual que hicimos con las definiciones previas, primero vamos a definir el mapa simbolo
principal para el caso en que los fibrados son triviales. Supongamos que E = M x CF y
F =M x C!, por lo que Hom(E, F) = M x Hom(C*, C!). Entonces tenemos

UM, E,F) = M (¥4 (M))
S4(M,Hom(E, F)) ~ M, ;(S*(M))
S4/84 1 (M, Hom(E, F)) ~ M, (S*(M)/S* ' (M))

En este contexto de fibrados triviales, definimos el mapa simbolo principal c¢ = a% p coorde-

nada a coordenada como
ol (P)ij=0%Py) (1<i<l 1<j<k)

Antes de pasar al caso de fibrados trivializables, probamos el siguiente lema que nos dice
que la definicién anterior se porta bien respecto a isomorfismos del fibrado trivial.

Lema 4.3.7. Sean 7g y 7r automorfismos de los fibrados triviales E = M x CF y F =
M x C', respectivamente. Anotamos 7 al automorfismo inducido en Hom(E, F) y 7, a los
automorfismos inducidos en W¢(E, F) y $¢/S9Y(M,Hom(FE, F)). Entonces para todo P €
V4(E, F) vale

o ((P)) = 7u(0?(P))

Esto significa que conmuta el siguiente diagrama

VY(E,F) ke » W4(E, F)

U%,F UdE,F
S4/84=1(M,Hom(FE, F)) ———— §%/841(M,Hom(FE, F))
Demostracion. Notar que para f € T®(M, E) ~ C>®(M)* tenemos

(e(P)f)i =D (Tre)ir Prs(Tia)si fi

T7S7]

por lo que por Lema [4.2.6

o (1u(P)is) = Y _(71)ir (75 )5j0 (Prs)
= Z(TF)Z'T(T}El)SjUd(P)rs

= (1o (P))yj

Concluimos recordando que por definicién o¢(.(P));; = o4 (7(P)i;)-



4.3. OPERADORES PSEUDODIFERENCIALES EN FIBRADOS 27

Veamos el caso en que los fibrados son trivializables. Si E y F' admiten trivializaciones
5:E—-E =MxCFym:F— F =M xC!, definimos el mapa sfmbolo principal U%’F
en W4(E, F) como el mapa que hace conmutar el siguiente diagrama.

U4(E, F) = V4(E F')
O'd O'd
E,F E!'F!
S4/8=1 (M, Hom(E, F)) ———— S%/S41(M,Hom(E', F"))

siendo 7, los mapas inducidos por 7g y 7. La independencia con respecto a la trivializacién
es debido al Lema En efecto, sean vgp y vp otras trivializaciones de E y F, respec-
tivamente, y v, los correspondientes isomorfismos inducidos. Si anotamos Hom(FE, F') = H,
Hom(FE’, F') = H', entonces el siguiente diagrama conmuta.

vio(Te) ™1

UYE,F) ik » W(E', F) sy WA(E', F')

od o o
E,F E! F! E!',F!
Vs O(Tx -1
Sd/Sd_l(luvﬂ) . ’ Sd/Sd_l(luvH,)) () 7 Sd/sd_l(lwaﬂl)

El primer cuadrado conmuta porque es de lo que partimos, mientras que el segundo lo hace

por el Lemam ya que vy o (74) ! es el automorfismo inducido por vgo(1g) !y vpo(tp) L.

Ahora solo nos resta ver el caso en general, que va a estar definido a partir del proximo
lema.

Lema 4.3.8. Sean E — M y F' — M fibrados complejos arbitrarios de rango k y [, respecti-
vamente. Sea P € W4(E, F). Entonces existe un tinico

ot = ol p € §7/S* (M, Hom(E, F))
tal que para todo abierto U C M en el cual £ y F' admiten trivializaciones, vale
(P =0y, ry (Pv) (4.3.9)
g U O—EU»FU U .O.

Demostracion. La unicidad es clara, por lo que vamos a construir el mapa simbolo. Sea {U;}
un cubrimiento por abiertos de M en los que E' y F admiten trivializaciones. Asumimos que
el cubrimiento es localmente finito y tenemos una particién de la unidad {¢;} en M con
sop(;) C U; para todo j. Dado P € W¥(E, F) definimos

Ud(P) = ijo-%szFUj (PU])
F :

Al ser la suma localmente finita, esto define un elemento de S¢/S4~1(M, Hom(E, F)). Resta
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ver que se cumple la ecuacién (4.3.9).

o'(P)y =) wj|UU%Uj,FUj (Pu;)unu;
i

d
- Z ¥j |UUEUﬁUj Funu; (PUﬁUj)
J

=Y Uiluot, ry (Po)uny;
j

= Wbjluok, m (Pv)
i

— oty (X Myl o7y )

J
= J%U,FU(PU)

Notar que entre la primer igualdad y la tercera en definitiva lo que estamos haciendo es tomar
restricciones en distintos ordenes, mientras que para la cuarta igualdad estamos usando que

sop(;) C Uj.
O

Definicién 4.3.10. Sea P € V4(E, F). Definimos el d—ésimo simbolo principal de P como
el tinico elemento o%(P) € S¢/S4 Y (M,Hom(E, F) que satisface el Lema m

Observacién 4.3.11. P — ad(P) es lineal. Ademas, el mapa simbolo se comporta bien bajo
isomorfismos de fibrados vectoriales. Esto significa que si 7 : £1 — Es y 7 : F1 — F5 son
isomorfismos de fibrados vectoriales en M, entonces el siguiente diagrama conmuta

UM, Ey, F) T » WM, Ey, Fy)

(4.3.12)

d d
9E.,F GE",F’

S4/S=1 (M, Hom(Ey, Fy)) ———— §¢/S (M, Hom(E», F»))

La versién local de este diagrama es verdadera por Lema [4.3.7] mientras que el caso global es
debido a la caracterizacién del simbolo dada en [£.3.8

Ahora queremos probar un analogo al isomorfismo dado en la Definicién [4.1.12] 0 al que
estd luego de la Definicién Arrancamos con un lema.

Lema 4.3.13. Sean 1, x € C>°(M). Entonces para todo P € W4(E, F)
o(My o Po M,) = ¢xo’(P)

Demostracion. Para fibrados trivializables es consecuencia directa del Lema [4.2.6l Para el
caso general, consideremos U C M abierto en cual £ y F' admiten trivializaciones. Entonces

o (My o Po My)y = ofy(Myjy o Py o M,p)
= (Y|ux|v)oEy,ry (Pu)
= (¥xo'(P))u

De lo que se deduce la propiedad.
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Observacion 4.3.14. Sea Tk : I'>°(M, E) — I'>°(M, F') operador con niicleo K € I'">°(M x
M,FXEY). Si ¢, € C°(M). Entonces

[My o T o My|(f)(x) = Tk ey (f)(z)

Por lo tanto el nicleo de My 0T o M, que es K (¢ ® ¢), estd soportado en sop(¢) x sop(ep).

Teorema 4.3.15. El mapa simbolo principal o¢ induce un isomorfismo lineal
VY(E, F)/) VY E F) —=— §%/81(M,Hom(E, F'))

Demostracion. Si los fibrados son triviales, se deduce del resultado anédlogo en el caso escalar.
En el caso que sean trivializables, ahora se deduce del diagrama

Vamos con el caso en que E, F' son fibrados vectoriales complejos arbitrarios en M. Ano-
tamos H = Hom(E, F). Probaremos que o : ¥4(E, F) — S¢/S4=1(M, H) tiene como niicleo
a WI1(E, F) y es sobreyectivo.

Sea P € V4(E, F) tal que 0%(P) = 0. Esto es equivalente a que para todo abierto U ¢ M
en el que F, F admiten trivializaciones vale ¢?(P)y = 0. Notar que esto tiltimo es equivalente
a que O'%U’FU(PU) = 0, que por lo que ya probamos esto implica que Py € W4(Ey, Fy).
Concluimos que Ker(c?) = Ui-1(E, F).

Veamos la sobreyectividad. Sea p € S4(M, H) y anotamos [p] € S9¢/S%! a su clase en
S4/891(M, H). Sea {U;} un cubrimiento localmente finito por abiertos de M en los que E
y F admiten trivializaciones y existe una particién de la unidad {¢;} con sop(¢;) C U; para
todo j. Por la primer parte de la prueba, sabemos que para todo j existe un P; € \Ild(EUj Fy,)
tal que

dipy _ djod—1,77
g (PJ)_[p]UjGS /S (UjaHUj)
Para cada j consideramos x; € Cg°(Uj) tal que x; = 1 en sop(¢;). Entonces My, o Pjo M, €
U4(E, F) y sunicleo distribucional est4 soportado en sop(1;) xsop(x;). Notar que el conjunto
de los soportes de los My, o Pjo M, es localmente finito, por lo que podemos definir el siguiente
operador pseudodiferencial en U¢(E, F).

P:ZM%onoMXj
J

Sea U C M abierto de clausura compacta en el que £ y F' admiten trivializaciones. Por lo
tanto U corta a finitos U; del cubrimiento y tenemos

(P =Y (awot(P), =D (o' (B)), =D wilulplu = plu
] J J
Notar que por la eleccion de U solo finitos términos de la suma son distintos de cero. Con-

cluimos que o%(P) = [p] y por lo tanto ¢? es sobreyectivo.
O

Adjunto y composiciéon

Terminamos la seccién hablando sobre tres cosas que son conocidos (aunque no las pro-
bamos en este texto) para el caso de operadores pseudodiferenciales escalares:

s La formula del simbolo del adjunto.

= A menos de smoothing operators, podemos asumir que los operadores son propiamente
soportados. Ver Lema 6.1.6 de [§].
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= La formula del simbolo de la composicién de operadores propiamente soportados. La
seccién 7.1 de [§] estd dedicada a esto, aunque el resultado concreto es el Corolario
7.1.10.

Recordar que si £ — M es un fibrado, anotamos EY = E* ® Dy, siendo E* el fibrado
dual de E'y Dy = A" T*M ® C las formas de grado méximo en M.

Consideramos el siguiente lema, que nos sirve para obtener la férmula del simbolo del
adjunto.

Lema 4.3.16. El mapa
Hom(F*, E*), > T, — T, ® Ip,,» € Hom(F", EY),
define un isomorfismo de fibrados vectoriales.

Para tener una férmula para el adjunto, precisamos un analogo al “tomar conjugado” que
se usa en el caso escalar. Dado p € S¢(M,Hom(FE, F')) definimos p¥ : T*M — Hom(FV, EV)
como

pv(gx) :p(—fx)* ® IDMCC (l‘ €M, € T;M)

Luego p¥ € S4(M,Hom(FV, EV)). Més atin, vale p¥¥ = p, por lo que el mapa p — p" define
un isomorfismo
S4(M,Hom(E, F)) — S%(M,Hom(F", EY))

Naturalmente, esto induce un isomorfismo
54/89-Y(M,Hom(E, F)) — S%/5471(M, Hom(F", EV))

Observacién 4.3.17. Sea P € V(E, F). Al ser P un operador de la forma I'®®(M, E) —
(M, F), entonces su adjunto es un operador P! : I';*(M,FV) — I'"°(M,E"), el cual
para todo f € T°(M, E),g € T,°(M, F") satisface

<Pf>g>: <f7Pt.g>

Ademsés tenemos que el mapa I'*°(M, EV) x I'>°(M, E) — C dado por

(fi9) = /M(f, 9)

induce un encaje I'*°(M,EY) — T'"°(M,E"). De la misma forma obtenemos un encaje
T (M, FY) < T (M, FY).

El siguiente lema nos dice que la operacién pY es la buena forma de poder expresar el
simbolo del operador adjunto en funcién del simbolo del operador original.

Lema 4.3.18. Sea P ¢ V4(E, F). El adjunto P’ : I';%(M, FY) — I'"°°(M, EV) se restringe
a un mapa continuo I'*°(M, FV) — I'>*(M, EV), el cual es un operador pseudodiferencial en
U(FV, EV) con simbolo principal dado por

ocl(P') = o4(P)Y

Demostracion. Lema 8.3.3 de [§].
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Observacién 4.3.19. Sea P € \I’d(E, F). El lema anterior nos permite extender P a un mapa
continuo I'; (M, E) — I'"°°(M, F), pues es el adjunto de P! : T°(M, FV) — I'°(M, EV).
La extension es tnica porque I'>°(M, E) es denso en I'; (M, E).

Al igual que en el caso escalar, no tiene sentido la composicién de operadores pseudo-
diferenciales. La definicién de operador propiamente soportado dada en se adapta a
operadores en fibrados de la forma esperable.

Definicién 4.3.20. Un operador T': I'°(M, E) — I'*°(M, F') es propiamente soportado si

= Para todo conjunto compacto A C U existe un conjunto compacto B C U tal que si
sop(u) C A, entonces sop(Tu) C B.

= Para todo conjunto compacto A C U existe un conjunto compacto C' C U tal que si
u =0 en C, entonces Tu =0 en A.

Observacién 4.3.21. Si M es una variedad compacta, entonces todos los operadores de la
forma I'>°(M, E) — I'>°(M, F) son propiamente soportados.

Antes de probar que los operadores son propiamente soportados a menos de smoothing
operators, necesitamos el siguiente lema topoldgico.

Lema 4.3.22. Sea M una variedad y 2 C M x M un entorno abierto de la diagonal. Entonces
para todo cubrimiento abierto U de M existe un refinamiento localmente finito V tal que para
todo V,V' € Veon VNV £ vale V x V' CQ.

Demostracion. Consideremos W refinamiento de U tal que W x W C Q para todo W € W.
Al ser M paracompacta, podemos asumir que es localmente finito. Por lo tanto, para todo
x € M existe un entorno abierto V, que cumple:

= SiW €W estal que x € W, entonces V,, C W.
= Si W e W es tal que z ¢ W, entonces V, N W = ).

Sea V un refinamiento localmente finito de {V,}.cp. Sean V,V/ € V con un punto = en
comun. Entonces z € W para algin W € W y tenemos V. C W, V! € W, por lo que
VxV CcWxW cCQ.

O

Lema 4.3.23. Sea Q2 C M x M un entorno abierto de la diagonal. Entonces para todo
P € U4(E,F) existe un Py € ¥(E, F) propiamente soportado con sop(Kp,) C Q tal que
P—PyeU~>®(E,F).

Demostracion. Sea {Uj}je; cubrimiento localmente finito de M tal que para todo i,j € J
con U;NU; # () vale U; x U; C Q. Consideramos una particién de la unidad {¢;} subordinada
a {U;}. Para cada j tomamos un x; € C°(U;) que vale 1 en un entorno abierto de sopt);.
Ahora definimos
Fo ::ZM% oPoM,,
Jje€J
Notar que My, o P o M, es un operador pseudodiferencial de orden d con kernel soportado
en sopt)j x sopx;. Al ser la suma anterior localmente finita, concluimos que Py € VY(E,F).
Nos queda probar que P — Py € ¥~°°(E, F'). Notar que podemos escribir

P—Py=> My oPoM_,,
j
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Al tener sopt; Nsop(1 — x;) = 0, deducimos que My,; o Po Mj_y, es un smoothing operator,
con kernel soportado en U; x M. Como estos conjuntos forman una coleccién localmente finita
en M x M tenemos que la suma de estos operadores, que es P — Py, también es smoothing.

O]

Nos resta hablar sobre el simbolo de la composicion de operadores pseudodiferenciales
propiamente soportados. Sean Ey, Fa, F3 fibrados en M. Dados p € S%(M,Hom(E1, E5)) y
q € S¢(M,Hom(FE>, E3)), definimos gp : T*M — Hom(FE1, E3) como

ap: T*M > & — q(&) o p(&)
Se puede probar que (p,q) — gp define un mapa bilineal
S4(M,Hom(Ey, Ey)) x S¢(M,Hom(Ey, F3)) — S¢(M,Hom(E, E3))
Para ello, ver Lema 8.3.6 de [§]. A partir de esto se induce otro mapa bilineal
547891 (M, Hom(Ey, Ey)) x §¢/S¢Y(M,Hom(E», F3)) — S%+¢/S%e~1 (M, Hom(F;, E3))

Este producto de simbolos nos interesa porque nos es util para describir el simbolo de la
composicién de forma analoga al caso escalar.

Teorema 4.3.24. Sean P € V4(Ey, Fy) y Q € U¢(E,, E3) propiamente soportados. Entonces
Qo P € W4*¢(Ey, E5) es propiamente soportado con simbolo principal dado por

o °(Q o P) = °(Q)o*(P)

Demostracion. Teorema 8.3.7 de [8].

4.4. Parametrices

Al inicio de este capitulo dijimos que introducimos a los operadores pseudodiferenciales
con el objetivo de poder invertir operadores elipticos médulo smoothing operators. A estas
inversas las llamaremos parametrices.

Definicién 4.4.1. Sea P € U*°(E, F'). Decimos que ) € U>°(F, E) es una parametriz de P
si cumple que

QP — 1€ U (E,E), PQ-1¢cV (FF)

Lo tnico que nos falta para poder atacar este problema es definir qué significa que un
operador pseudodiferencial sea eliptico, que es lo que haremos ahora.

Operadores elipticos

Sean E — M y F' — M fibrados vectoriales complejos en M de rango k y [, respectiva-
mente. El espacio de simbolos S°(M, End(E)) tiene un elemento distinguido 1z dado por

1lg:TyM>& — Ig, € End(E); (zeM)

De igual forma, S°(M,End(F)) tiene un elemento distinguido 1p.
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Definicién 4.4.2. Un simbolo p € S¥(M,Hom(E, F)) se dice eliptico (de orden d) si existe
un simbolo ¢ € S~¢(M,Hom(F, E)) tal que

pq—1p € STYM,End(F)) y qp—1p € S 1 (M,End(E))

Observacién 4.4.3. Si [p] € S%/S*1(M,Hom(E, F)) y [q] € S~%/S~%1(M,Hom(F, E))
son las clases de la definicién anterior, entonces cumplen

Pllal =r] vy ldllp] = 1]

Por lo tanto, la nocién de elipticidad baja bien al cociente.

Definicién 4.4.4. Un operador pseudodiferencial P € W¢(E, F) se dice eliptico si su sfmbolo
principal o¢(P) € S¢/S% Y (M, Hom(E, F)) es eliptico.

Debido al Teorema [4.3.18] se sigue el préximo resultado.
Proposicién 4.4.5. Si P € W4(E, F) es eliptico, entonces Pt € W¢(FV, EV) también lo es.

Esta nueva nocién de elipticidad generaliza la que ya se conocemos para el caso de opera-
dores diferenciales. De hecho, tenemos el siguiente resultado, que es Lema 8.4.2 de [§].

Proposicion 4.4.6. Sean d € N y P un operador diferencial de orden d de E en F. Entonces
son equivalentes:

m P es eliptico como operador diferencial.

» P es eliptico como operador pseudodiferencial en V¥(E, F).

Existencia de parametrices

Ya estamos listos para probar la existencia de parametrices. La siguiente definicion y
la siguiente proposicién son los andlogos a la Definicién [4.1.13] y Lema [4.1.17], pero ahora
trabajando con operadores pseudodiferenciales, mientras que los anteriores hacen referencia a
simbolos.

Definicién 4.4.7. Sean Q € V(E,F) y {d;} € RY con lim;_,» d; = —cc. Para cada j € N
consideramos Q; € W% (E, F). Entonces

oo
Q> Q)
j=0
significa que para todo d € R existe N € N tal que para todo k > N vale

k
Q- Qe V! E,F)

Jj=0
Ahora vamos a enunciar un resultado sobre los operadores pseudodiferenciales, pero antes

necesitamos dar la definicion de haz.

Definicion 4.4.8. Sea X un espacio topoldgico. Un prehaz F en X consiste en los siguientes
datos:

» Para cada conjunto abierto U de X, se le asigna un conjunto F(U). Los elementos de
este conjunto se llaman secciones de F sobre U.
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= Para cada inclusién de conjuntos abiertos V C U, existe una funcién resl : F(U) —
F(V). A estas funciones se las conoce como morfismos de restriccion.

Ademas, se le pide a los morfismos de restriccién dos condiciones:

= Para cada U conjunto abierto de X, el morfismo restriccién res, : F(U) — F(U) es el
morfismo identidad en F(U).

= Si se tiene tres conjuntos abiertos W C V C U, entonces vale res% o resg = res%.

Definicion 4.4.9. Un haz F en X es un prehaz que satisface las siguientes dos condiciones:

» Sean U un abierto en X, {U;}iesr cubrimiento por abiertos de U tal que U; C U para
todoi € I,y s,t € F(U) secciones. Si vale resgi(s) = resgi (t) para todo i € I, entonces

s =1t.

» Sean U un abierto en X, {U;}ie; cubrimiento por abiertos de U tal que U; C U para

todoi € I,y {s; € F(U;)}icr una familia de secciones. Si vale resgszj (si) = resgijj (s5)
para todo i, € I, entonces existe una seccién s € F(U) tal que resgi(s) = s; para todo

1€l

Observacion 4.4.10. Las condiciones de la definicién de haz juntas establecen que toda co-
leccion de secciones compatibles por pares pueden ser pegadas de forma tnica. Intuitivamente,
esto nos dice que para hacer un estudio global basta con hacer un estudio local, siempre y
cuando tengamos el cuidado de que la informacién obtenida no sea contradictoria.

Teniendo la definicién de haz, podemos enunciar el siguiente resultado, que es el Ejercicio
7.3.10 de [8]. Este Lema nos dice que para definir un operador pseudodiferencial en una varie-
dad M, en realidad basta con hacerlo en un cubrimiento por abiertos. Mas ain, el operador
definido de esta forma va a ser inico a menos de smoothing operators.

Lema 4.4.11. Sean U C V abiertos de M. El mapa ¥4(V') — W¥(U) definido por P ~ P|y
induce otro mapa en W4(V)/U=°(V) — w4(U)/T~>°(U).

Teorema 4.4.12. Sea {d,} € R conlim, ;o d, = —coy paracadav € Nun Q, € V% (E, F)
dado. Entonces existe un operador propiamente soportado @ € ¥(E, F') tal que

Q ~ ZQV
v=0

Més aun, @ es Gnico médulo V=°(E, F).

Demostracién. Veamos la unicidad. Si ' también cumpliese la tesis, entonces por la definicién
de ~ tenemos que Q — Q' € W4(E, F) para todo d € R. Luego Q — Q' € ¥~>°(E, F).

Ahora vamos con la existencia. Sea d = max, d,. Por Lema basta con probar que
existe un Q € V¥(E, F) que cumpla la tesis.

Primero veamos el caso en que M es un abierto de R™ y los fibrados son triviales, i.e
E=MxCFyF=MxC Entonces V(E, F) = M; ;,(¥(M)). Fijemos 1 <i<ly1<j<k.
Para todo v € N existe un sfmbolo (g,);; € S (M) tal que

(@v)ij = Y(g,);

Por Lema |4.1.17| existe un sfmbolo ¢;; € S¥(M) tal que

qij ~ Z(CIV)U

veN
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Si consideramos Q € U4(E, F) dado por Qij = Vg, paratodo 1 <i <[y 1< j <k, entonces
(Q cumple lo buscado.

Pasemos al caso en que F y F admiten trivializaciones 75 — E' = Ex CF y 7p — F' =
F x Cl. Por el caso anterior tenemos que existe un P € U(E', F') tal que

P~ Z T*(QI/)

veN

Luego tomamos Q = 7, !(P), el cual satisface la tesis.

Nos queda probar el caso general. Sea {U; } je; un cubrimiento por abiertos de M tales que
cada uno de ellos admite trivializaciones tanto de E' como de F. Asumimos que el cubrimiento
es localmente finito y que tenemos una particién de la unidad suboridinada {1;};cs tal que
sop ¢j C U; para todo j € J. Por lo que ya hemos probado, para cada j existe un operador
Qj € \Ild(EUj,FUj) tal que

Q;~ > (@),

veN

Para indices i, j tales que U;; = U; N U; # 0, los operadores (Qi)u,; v (Qj)u;,; tienen la
misma expansién, que es ) (Qy)u,;. Asi deducimos que (Q)y,;, — (Qj)u,;, € ¥™(Uy;).
Al ser V4(E, F)/¥~>®(E, F) un haz, tenemos que existe un @ € ¥? tal que Qu; —Qj €
U=>°(Ey;,, Fy,) para todo j. Entonces para todo j vale

Qu; ~ > (Qu)y,

veN

lo que implica la tesis.

O]

Con el proximo resultado encontramos una inversa si P € ‘Ild(E,F) es eliptico y pro-
piamente soportado, pero es modulo operadores de orden -1. Esto es un paso previo para
encontrar la inversa médulo smoothing operators (que son operadores de “orden -00”), que es
lo que nos interesa.

Proposicién 4.4.13. Sea P € V4(E, F) un operador eliptico y propiamente soportado. En-
tonces existe un operador propiamente soportado Q € V~¢(F, E) tal que QP —1 € V~(E, E)
y PQ—1€V~YF F).

Demostracion. Existe un ¢ € S~¢/S~41(M,Hom(F, E)) tal que 0%(P)q = [1g] y qo%(P) =
[1F]. Por Teoremaexiste Q € V4(F, E) tal que 0~%(Q) = g, el cual podemos asumir que
es propiamente soportado usando el Lema Como P y @ son propiamente soportados,
del Teorema se sigue que

(QP)= 1] vy o°(PQ)=[1F]
Al ser [1g] el simbolo asociado al operador identidad Ig : I'S°(M, E) — I'°(M, E) tenemos
que QP — I € V~Y(E, E) por el Teorema4.3.15, De forma andloga deducimos que PQ — I €

U—YF, F).
O

Sin mas predambulos, probamos la existencia de parametrices.
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Teorema 4.4.14. Sean FE, F fibrados vectoriales complejos en una variedad M y P €
Ue(E, F) un operador pseudodiferencial eliptico y propiamente soportado. Entonces existe
un operador pseudodiferencial eliptico y propiamente soportado @ € U~4(F, E) tal que

QP -1 €V *(E,E), PQ—-1€V *(F,F)
Ademas, @ es tinico médulo ¥~°°(F, E). En particular, P admite una parametriz.

Demostracion. Por medio de la Proposicion existe un operador propiamente soportado
Qo € V"UF,E) tal que QP — I € V"Y(E,E) y PQy— I € ¥~(F,F). Anotamos R :=
I — QoP, que es propiamente soportado. Luego R* € \I/*k(E,E) y existe un A € VO(E, E)
propiamente soportado tal que A ~ >°7° ) R¥.

Es facil verificar que A(I — R) — I € V™"(E, E) para todo n € N. En efecto, si fijamos
n € Ny tomamos [ > n tal que A — ch:o RF € V™"(E, F) tenemos

A(I - R) I—(A ZR’“—#ZR’“)
l l
:A—ZR’“—(A ZRk)R+ZRk—ZRk+1—I
k=0

k=0 k=0
l

:A—ZR"“— (A—ZRk>R+I—Rl+1—I
k=0
l

—A—ZRk_< ZRk>R _ Rl+1
k=0

ev— l L(E,E)

€U (E,E) €v—n—1(E,E)

Al haber tomado [ > n concluimos A( — R) — 1 € V™"(E, E). Por lo tanto A({ — R) —
U—>(E E).
Notar que usando la definicién de R tenemos

AQyP —I1=A(I - R) -

Luego para cumplir la primer condicién de la tesis basta con tomar @) = AQo. Observar que
es propiamente soportado pues A y Qo lo son.

Resta ver que también vale PQ — I € W~°°(F, F'). Por lo que ya probamos, existe P, €
U%(E, F) propiamente soportado tal que P1Q — I € U~°°(F, F). Anotemos B := QP — I y
C := P1(Q — I, que son operadores propiamente soportados. Entonces tenemos

P+CP=(I+C)P=PQP=P(+B)=P +PB
de donde deducimos que P — P; € V~°(E, F), pues

P-~P= PB - CP
—— ~—~

€U—x(E,F) €Y~>°(L,F)
A partir de esto podemos concluir que PQ — I € ¥~°°(F, F). Para ello observamos que

PQ-T=(P-P+P)Q—1I
=(P-P)Q— PQ—-1
—_—
CU-o(FF) €U~ (FF)
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Para probar la unicidad, supongamos que existe un @’ que también cumple la tesis. Ano-
tamos D := PQ — I y E:= Q'P — I. Entonces tenemos

Q-Q=QPQ-QD-Q

= EQ Q'D
—— ——
€U-%(F,E) €U—(F,E)

por lo que Q — Q' € V~°(F, E).
O

Terminamos esta seccion dando una prueba de regularidad eliptica. Este resultado todavia
no lo necesitamos, pero es un teorema clasico de EDPs y es interesante en si mismo.

Teorema 4.4.15. Sea M una variedad compacta, F, F fibrados de M y P € ¥¢(E, F) un
operador eliptico. Entonces Ker P consiste en secciones suaves.

Demostracion. Sea @ € V~%(F, E) una parametriz de P. Tenemos asi QP = 1 — R con R
smoothing operator. Si Pu = 0, entonces

QPu=u—Ru=0

por lo que u = Ru y al ser R un smoothing operator deducimos que u es suave.
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Capitulo 5

Indice de un operador eliptico

Para esta seccién usamos como referencia el Capitulo 9 de [§]. Lo tnico que nos falta
para poder probar que los operadores elipticos son Fredholm es poder restringirlos a ciertos
dominios y codominios que tengan estructura de espacio de Banach. Para ello, vamos a usar
a los espacios de Sobolev locales. Dados s € RU {oo} y U abierto de R", anotamos Hs(U) al
s-ésimo espacio de Sobolev y || - ||s a su norma.

Definicién 5.1. Sea U C R" abierto y s € RU {oo}. El espacio de Sobolev local Hy jo.(U) es
el espacio de las f € C7°°(U) con la propiedad de que ¢ f € H4(R"™) para toda ¢ € C°(U). Lo
equipamos con la topologia localmente convexa inducida por las seminormas vy, : f — |9 f|]s,
con ¢ € C(U).

Podemos llevar estos espacios de funciones a variedades con fibrados de la siguiente forma.
Primero consideremos una terna (U, k, 7), siendo U un abierto de M, (U, k) una carta de M
y 7 : Ey — U x CP una trivializacion del fibrado £ en U. Esto induce un isomorfismo

hr:T7°(U, Ey) — T™°(k(U))?

Definimos Hj jo.(M, E) como el espacio de los u € I'"*°(M, E) con la propiedad de que para
cualquier terna (U, k,7) vale hy r(uly) € Hgjoc(k(U))P. Nos resta darle una topologia. Sea
{Uj}jes cubrimiento de M que cada abierto admite una terna (U;,, 7). Entonces tenemos
la inclusién
Hs,loc(M7 E) — H Hs,loc(/{'i(Ui))p
jeJ

A Hg joc(M, E) le damos la topologia inducida. La justificacién de que este espacio de funciones
tiene sentido se debe al Capitulo 3 y al Teorema 9.2.3 de [8]E] En el caso que M sea una
variedad compacta, anotamos Hg jo.(M, E) := Hs(M, E).

Dado U C R™ abierto y K C U compacto, anotamos H, i (U) los elementos de Hy(U) con
soporte en K. Teniendo esto, podemos enunciar el Lema de Rellich.

Lema 5.2. Sean s,t € R tal que s < t. Entonces la inclusién Hy g (R™) — H;(R") es
compacta.

Demostracion. Lema 4.5.2 de [§].
O

Ahora lo que haremos serd probar el Lema de Rellich en el contexto de espacios de Sobolev
en fibrados.

1En particular, ver la seccién 3.8 que resume lo importante.
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Teorema 5.3. Sean s,y € R con s < t. Entonces Hy joo(M, E) C Hgjo.(M, E) con inclusién
continua. Si M es compacta, entonces la inclusién es compacta.

Demostracion. Sea {U;} ey cubrimiento de M por abiertos relativamente compactos que ad-
miten una carta y una trivializacién del fibrado E. Asumimos que J es numerable. Sea {¢;};cs
particién de la unidad subordinada al cubrimiento. Si para cada j € J anotamos K; = sop(y;),
entonces el mapa f +— (¢;f)jes define para todo s € R un encaje lineal

Hs,loc(Ma E) — H HSaKj(Uj7 E)
JjeJ

siendo H; k,(Uj, E) los elementos de Hg(Uj, E) con soporte en Kj;. Al poder trivializar E
en cada Uj, tenemos Hy . (Uj, E) ~ (Hs,Kj(Uj))k. Ademas Hﬂ(j(Uj)k C Hs,Kj(Uj)k con
inclusion continua. Entones el siguiente diagrama conmuta

Ht,loc(Ma E) — Hs,loc(Mv E)

| |

H Ht,Kj (Uj, E) e H Hs,Kj (UJ7 E)
jeJ jeJ

Como las flechas verticales son encajes y la horizontal de abajo acabamos de probar que es
continua, entonces la flecha horizontal de arriba también es continua.

Si M es compacta, ademas podemos asumir que J es finito. Entonces podemos llegar
al mismo diagrama, pero ahora tenemos que la flecha horizontal de abajo es el producto
directo de finitos mapas compactos, aplicando el Lema de Rellich usual. Por lo tanto, la flecha

horizontal de arriba también tiene que ser un mapa compacto.
O

Notar que tenemos (\,cg Hsoc(M, E) = I'™°(M, E) como conjuntos. Esto se deduce de
que esto es valido para los espacios de funciones usuales en R™ y un argumento parecido al
del lema anterior. Entonces definimos Hu 1oc(M, E) := I'*°(M, E), siendo la igualdad tanto
en conjuntos como en topologia. En particular, tenemos que las inclusiones Hog joc(M, E) —
Hg joc(M, E) son continuas para todo s € R.

Antes de probar que podemos restringir los pseudodiferenciales a los espacios de Sobolev,
enunciamos un lema, que es el resultado para el caso escalar.

Lema 5.4. Sea U C R" abierto, P € W%(U) propiamente soportado y d € R U {—o0}.
Entonces para todo s € R U {oo} el operador P : C~>°(U) — C~*°(U) se restringe a un
operador continuo Ps : Hy joc(U) = Hs_q10c(U).

Demostracion. Proposicién 9.1.5 de [§].
O

Teorema 5.5. Sean E, F fibrados sobre M, s € RU {oc}, d € RU{~cc} y P € V4(E, F)
propiamente soportado. Entonces P : I'"°°(M, E) — I'"*°(M, F') se restringe a un operador
continuo Ps : Hg joc(M, E) = Hs_q10c(M, F)

Demostracion. Supongamos que d = —oo y asi P es un smoothing operator. Al tener que la
inclusién Hy joc(M, E) — I'"°°(M, E) es continua, entonces también lo es la restriccién

P;: H(M,E) — I'°(M, F) = Hog joc(M, F)
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Ahora vamos con s € R. Sea {U;}jc; cubrimiento de M por abiertos relativamente com-
pactos que admiten parametrizaciones y trivializaciones de los fibrados. Asumimos que el
cubrimiento es numerable y localmente finito. Sea {1;} particién de la unidad subordinada
al cubrimiento. Para cada j € J tomamos x; € C°(U;) tal que x; = 1 en un entorno abierto
de sop(z;). Si anotamos P; := My o P o M, , entonces

Tj::ijoP—Pj

es un smoothing operator propiamente soportado. Los nicleos de los T; forman un conjunto
localmente finito, por lo que T := Zj T; es un smoothing operator. Ademés P, := Zj P; e

\I/d(E, F') y es propiamente soportado, pues {U;} es localmente finito. Como podemos escribir
P=P —-T

deducimos que T' es propiamente soportado. Por la primer parte de la prueba T’ lleva conti-
nuamente Hy jo.(M, E) en I'*°(M, F), por lo que también lo hace en Hy_gjoc(M, F').

Nos resta probar que a P, lo podemos pensar como un mapa continuo Hg joc(M, E) —
Hs_g1oc(M,F). Sea ¢ € C:°(M). Basta con probar que

My o Py : Hs,loc(M7 E) — Hs—d,sop((p)(Mv F)

es continuo. Notar que M, o Py, = ) ;Mg o Pj, con los indices en el conjunto finito de los j
tales que sop(v;) N'sop(p) # 0. Por lo tanto, basta con probar la continuidad de los mapas
(Pj)u; + Hspoc(Uj, E) = Hs_q10c(Uj, F'), que debido a que podemos trivializar los fibrados
Ey; y Fy,, se sigue del Lema [5.4]

O

Con esto ya podemos probar que los operadores elipticos en variedades compactas son
Fredholm, pero primero recordamos dos observaciones:

» Si P c UY(E,F) es eliptico, entonces P! € W4(FV, EV) también lo es.

= Si M es una variedad compacta, entonces todo operador pseudodiferencial es propia-
mente soportado.

Teorema 5.6. Sea M una variedad compacta y E, F' fibrados vectoriales de M. Sea d € Ry
P € U4(E, F) un operador eliptico. Entonces para cada s € R el operador

P:Hy(M,E) — H,_4(M,F)

es Fredholm. Ademads el indice es independiente de los espacios de Sobolev a los que nos
restringimos.

Demostracion. Sea @Q € U~%(F,E) una parametriz de P. Tenemos asi QP = 1 — R con
R € V~°°(E, FE) smoothing operator.

Alser R : Hy(M,E) — C®(M, E) y la inclusién C*°(M, E) — Hs41(M, E) operadores
continuos, tenemos que R : Hy(M,E) — Hgy1(M,E) también lo es. Ademds la inclusién
Hs1(M,E) — Hs(M, E) es compacta, por lo que concluimos que R : Hy(M,E) — Hs(M, E)
es compacto. Entonces P : Hy(M,E) — H,_q(M, F) tiene una inversa a izquierda médulo
operadores compactos. Usando el mismo argumento, a partir de que PQ — 1 € W~°(F, F)
podemos probar que también es invertible a derecha mdédulo operadores compactos. Por lo
tanto P : Hs(M,E) — Hs_43(M, F) es Fredholm.

La invariancia del indice con respecto a qué Hs(M, E) restringimos el operador se deduce
de regularidad eliptica y de la inclusién I'*°(M, E) C Hy(M, E).



42 CAPITULO 5. INDICE DE UN OPERADOR ELIPTICO

Este mismo argumento podemos aplicarlo a P! pues también es un operador eliptico. De
esta forma tenemos que tanto Ker P como Ker P! consisten en secciones suaves, que estdn
incluidas en cualquier Hg(M, E). Concluimos recordando que podemos calcular el indice como
Ind P = dim(Ker P) — dim(Ker P'), pues (Im P)+ = Ker P

O

Como el indice no depende del espacio de Sobolev al que nos restringimos, simplemente
lo vamos a llamar indice. Terminamos esta seccidon con un resultado que nos dice que para
calcular el indice inicamente nos interesa el simbolo principal. Dicho de otra manera, que los
términos que no son de grado maximo no afectan al indice.

Proposicién 5.7. Sea M una variedad compacta y E, F fibrados complejos en M. Si P, P’ €
V4(E, F) con 04(P) = 0¥(P'), entonces ind(P) = ind(P’).

Demostracion. Al coincidir los sfmbolos principales, tenemos P — P! = Q € Wi~ Y(E, F).
Para todo s € R el operador @ lleva Hg(M,E) en Hs_giq1(M,F). Ademds, como vale
Hy g1 (M,F) — Hs_4(M,F) con inclusién compacta, se sigue que ) pensado como ope-
rador Hy(M,E) — Hs 4(M,F) es compacto. Luego P; — P! es compacto y concluimos
ind(Ps) = ind(PY).

O



Capitulo 6

Teoria de Hodge

Ahora que ya tenemos las herramientas analiticas que usaremos, comenzamos el camino
hacia la prueba de Poincaré-Hopf. En la primera seccién de este capitulo definimos el operador
estrella de Hodge y en la segunda vamos a utilizarlo para presentar cudl es el operador que
tiene como indice la caracteristica de Euler de la variedad: el operador de de Rham-Hodge.
Para esto nos basamos en la seccién 4.1 de [11].

6.1. Estrella de Hodge en espacios vectoriales

Sea V un R-espacio vectorial de dimensién n equipado con un producto interno (-, ).
Queremos definir un operador * : A*(V) — A*(V), que se llama Estrella de Hodge, el cual
cumpla que para toda B = {e1,...,e,} base ortonormal de V vale

s(e! Ao nef)y = A nen

siendo €’ la 1-forma asociada a e; y k un ntimero entero tal que 0 < k < n. En todo lo que
resta de esta seccién k va a ser siempre de esta forma.

Sin embargo, no es inmediato ver que esto estd bien definido y vamos a tener que hacer
unas construcciones auxiliares para verificarlo. Luego de probar esto podemos extender esta
definicién a variedades, que es lo que nos interesa realmente.

Sea B = {e1,...,e,} una base de V' y B* = {e!,...,e"} su correspondiente base dual. Si
I es un subconjunto de [n] = {1,...,n} con k elementos, consideramos e/ = et A --- A ¢k
siendo I = {i1,...,i,} con iy < --- < ij. En el caso que I = () tomamos e/ = 1.

Notar que si consideramos todos los subconjuntos de [n] con k elementos, a través de la
identificacién anterior obtenemos una base de A*(V).

Definicién 6.1.1. Sea B = {ey,...,e,} una base ortonormal orientada de V. Definimos el
operador *Z : A¥(V) — A"~*(V) dado por

«Bel)=s- ef
siendo I = M\ = {j1,-- - Jn—k} ¥

o {1, si{ei,...,€i,€j,...,€j, _,} es una base orientada de V

—1, sino
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1

Observacién 6.1.2. El valor de s se elige de esa forma pues asf se cumple que e AxPe! = vol,

siendo vol la forma de volumen. Es més, es equivalente definir

{1, si el Ael =vol
S =

—1, siel Ael = —vol

En definitiva, esto es lo que queremos que cumpla el Estrella de Hodge para cualquier base.
Primero lo definimos dependiendo de una base B y ahora queremos verificar que la propiedad
se cumple para cualquier base, no solo para la fijada inicialmente. Dicho de otra forma, vamos
a probar que % no depende de la base elegida.

Notar que podemos identificar R y A™(V) a través de z € R — x - vol € A"(V). En la
siguiente definicién estamos usando esta identificacién.

Definicién 6.1.3. Dada B base ortonormal de V, consideramos el producto interno en A*(V)
definido por
<6I,€J>B — e[ A *B(GJ)

Proposicién 6.1.4. Si B y B’ son dos bases ortonormales de V orientadas, entonces para
todo w, T € A¥(V) vale
<w7 T>B = <w7 T>B’

Demostracion. Sea B = {ej,...,e,}. Notar que cualquier otra base ortonormal orientada
B’ se escribe {Aey, ..., Ae,} para alguna A matriz ortogonal. Vamos a probar que ambos
productos internos coinciden en una base.

Siel =et A--- A€k, entonces vamos a anotar Ae! = Ae’t A --- A Aek. Luego tenemos

(Ael, Ae?) g = Ael A (s Aej)

=5 (Ael A Ae”)

—s-detA-ef Ne’
:s-eI/\e‘]

=el A(s-e’)

(e], eJ>B

Ahora deducimos que

(el eV g = <Z ax AeX Z aLAeL>
K L

= ZaKbL <AeK,AeL>B,
K,L

= ZaKbL <eK,eL>B
K,L

_ <;KK§;L>

= <elv eJ>B

B/

B
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El resultado anterior nos dice que el producto interno que definimos es independiente de
la base. Asi que a partir de ahora vamos a anotarlo simplemente como (-, ).

Observacion 6.1.5. Un forma equivalente de definir este producto interno seria tomar
WA AR Wt A AR = det (v, v5)
siendo v;,w; € V.

Antes de definir el estrella de Hodge, presentamos un operador auxiliar. Sea ¢ : A" (V) —
(AR(V))* 1a funcién que a cada 7 € A" (V) le asigna ¢, € (A¥(V))* de forma tal que
Vw € A¥(V) se cumple

wAT = ¢r(w)vol

Notar que al ser 7 € A" ¥(V) y w € A¥(V), entonces w A 7 € A"(V). Como A™(V) tiene
dimensién 1, tenemos que w A 7 difiere a menos de una constante de la forma de volumen. La
constante que satisface esto es justamente ¢, (w).

Definicién 6.1.6. Sea 7 € A*(V). Anotamos *7 al elemento de A"~*(V) que Yw € AF(V)
satisface

w A *1 = (w, T)vol

El operador que hace esto para todo 7 € Ak(V) es el estrella de Hodge, pero pri-
mero tenemos que verificar que existe un tal *7. Consideremos la transformacién lineal
® : A"R(V) — (A¥(V))* definida mediante ®(7) = ¢,. Al tener (A¥(V))* y A" F(V) la
misma dimensién, es facil ver que esto es un isomorfismo.

Observar que tienen que darse las siguientes igualdades

WA *T = ¢y (w) vol = (w, T)vol

Por lo tanto, si definimos 7, € (A¥(V))* dada por m,(w) = (w, 7) para todo w € A*(V), resulta
que ¢.; = Ty. Asi deducimos que *7 = ®~1(7).

Observacién 6.1.7. Dado 7, tenemos que *P 7 satisface la definicién de #7. Para probar esto

basta con hacerlo en una base de A*(V), lo que resulta ser inmediato.

Definicién 6.1.8. Llamamos estrella de Hodge al operador * : A¥(V) — A"*(V) dado
por

T > *T

Debido a la Observacion tenemos que los operadores * y %7 son iguales. En particular,
el estrella de Hodge cumple que para toda B = {ey,...,e,} base ortonormal de V vale

s(e' A nef)y=eFTI A Aen
De hecho, con lo que vimos sabemos que el operador queda bien definido si lo definimos

como el que cumple esta propiedad, que en definitiva es lo que queriamos decir desde un
principio.
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6.2. Descomposicion de Hodge

Sea (M, g) una n-variedad Riemanniana cerrada (compacta y sin borde) orientada. Ahora
extendemos la definicién de estrella de Hodge a variedades.

Definicion 6.2.1. Definimos el operador estrella de Hodge
w0 AR(T*M) — A" F(T* M)

n

de la siguiente forma: si eq,...,e, es una base ortogonal orientada de TM y e',...,e" su

correspondiente base dual, entonces para todo k natural entre 1 y n tenemos
e AN LA A e

Notar que en cada tangente de la variedad coincide con el estrella de Hodge para espacios
vectoriales. Ahora comentamos algunas propiedades, cuyas demostraciones son directas.

Proposicién 6.2.2. 1) Para cada k vale s+ = (—1)"8T% . QF(M) — QF (M)
2) Sia, B € QF(M), entonces a A %8 = B A *a

3) aANxa=0siysolosia=0

4) Sia =73 fre!, entonces a A xa =" fZvol

A partir de esto podemos definir un producto interno (-, -) en Q(M) de la siguiente manera:

sia € QF(M)y B e Q(M) definimos

Jyansp si k=1
(o, B) =
0 si kA1

Observacién 6.2.3. Este producto interno extiende la norma L? definida en C°°(M) con
respecto a la forma de volumen.

Definicién 6.2.4. Sea d* : Q*(M) — Q*(M) el operador definido por
o€ Qk(M) — (—1)"k+”Jrl xdxa € Qkfl(M)

siendo d : Q*(M) — Q*(M) la derivada exterior en M.

Resulta que d* y d son adjuntos formales, como vemos a continuacién.
Proposicién 6.2.5. Para todo a € QF(M), 8 € QF1(M) vale (da, B) = (o, d*3)
Demostracion.

dla Asf) =da A+ (=) -andxp
=daA*B—aA=*d"S

Ahora aplicamos Stokes y tenemos

0= [ (@anss—ansd's) = (da,f) - (a.d')
M
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Observacién 6.2.6. Notar que (QF(M))* ~ QF(M), donde el isomorfismo viene dado por el
producto interno que definimos en las k-formas. De esta manera, el adjunto (como operador

pseudodiferencial) de d : QF(M) — QF1(M) lo podemos pensar como un operador de la
forma T : Q*1(M) — QF(M) tal que para todo o € QF(M), B € QF+1(M) vale

(da, B) = (a, T'5)

Como d* cumple esto, entonces es el operador pseudodiferencial adjunto de d.

Definicién 6.2.7. El operador de de Rham-Hodge asociado a g™ es
D=d+d" : Q" (M) — Q" (M)

El operador D restricto a ciertas formas va a tener como indice a la caracteristica de Euler
de M. De esta manera podemos conectar la teoria de indice con el enunciado de Poincaré-Hopf.
Lo que resta de esta seccién lo dedicamos a hacer esto.

Definicién 6.2.8. Llamamos operador de Laplace-Beltrami (o simplemente Laplaciano)

a
A = D? = dd* + d*d

Observacion 6.2.9. A coincide con el Laplaciano estandar cuando nos restringimos al caso
de O-formas en R™ con la métrica usual, y por eso lo vamos a llamar de la misma forma.

Ahora podemos enunciar el Teorema de descomposicién de Hodge. Para su demos-
tracién recomendamos ver [9], Teorema 6.8.

Teorema 6.2.10. Podemos descomponer Q*(M) como
Q" (M) = Ker(A) @ Im(A)

Mids atn, si anotamos A = Algk(pp), en cada QF(M) tenemos
OF (M) = Ker(Ay) @ d (Q’H(M)) @ d* (QkH(M))

Juntando el Teorema de descomposicién de Hodge y el siguiente lema podemos probar
KerA; ~ HSR(M ,R). O sea, podemos relacionar a los operadores definidos en esta seccién
con la cohomologia de De Rham, la cual define la caracteristica de Euler.

Lema 6.2.11. KerA = Ker(d) N Ker(d*) = Ker(D)

Demostracion. Ker(d) N Ker(d*) C KerA es clara. La otra inclusién se deduce de que si

w € KerA tenemos
0= (Aw,w) = (dw, dw) + (d*w, d*w)
—_—— N——
>0 >0
Por otro lado, Ker(d) N Ker(d*) C Ker(D) es inmediata. Para la otra inclusién notar que
si dw + d*w = 0 con w € QF(M), entonces
QMY (M) 5 dw = —d*w € QF1(M)

de lo que concluimos dw = d*w = 0.
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Corolario 6.2.12. KerA;, ~ HY, (M, R)

Demostracion. Por el Lema KerAj C Ker(d). Ademas, si w,w’ € KerAy son tales que
w—w = da con a € Qkil(M), por descomposicién de Hodge deducimos w = w’. Luego
cada elemento de KerAj determina un unico elemento de HSR(M ,R) al tomar su clase de
equivalencia.

Ahora veamos que todo elemento de H'; r(M,R) tiene un representante en KerAj. Supon-
gamos que dw = 0. Sabemos que existen tinicos o € KerAy, 8 € Q¥ 1(M), v € QFFL1(M)
tales que w = a + df + d*v. Pero podemos decir un poco maés, ya que en realidad d*y = 0.
En efecto, tenemos 0 = dw = dd*~y, de donde deducimos

0 = (dd*v,~) = (d*v,d" )

Por lo tanto w = a 4 dB con a € KerAy, 8 € Q¥"1(M) tinicos. De esta forma tenemos la
correspondencia buscada.

O]

Este resultado es clave porque nos permite reescribir a la caracteristica de Euler x(M) de
la variedad como el indice de un operador. Consideremos

Qpar(M) — @ Q@(M), Qimpar(M) — @ QZ(M)

i par 4 impar

Dpar : Qpal"(M) - Qimpar(M)v Dimpar : Qimpar(M) — Qpar(M)

en donde los operadores son simplemente la restriccién de D a QPa/impar pregpectivamente.
Es claro que Diypar es el adjunto formal de Diypar. Luego directamente del Corolario 6.2.12
tenemos

X(M) = 3 (1) dim (Hjy (M. R))
=0
= ind (Dpay = d 4 d° - QP (M) — P (1))
= dim(Ker Dpar) - dim(Ker Dimpar)



Capitulo 7

Deformaciones de Witten

Este capitulo final lo dedicamos estudiar las deformaciones de Witten, que nos permiten
construir una homotopia de operadores cuyos extremos tienen como indice a los términos que
aparecen en la tesis de Poincaré-Hopf. Véase, a x(M) y a Zpe X-1(0) ind(dX,).

Usamos como referencias el capitulo 4 de [II] y el capitulo 1 de [5].

7.1. Laplaciano de Witten

Operadores de Clifford

Lo primero que haremos serd presentar a los operadores de Clifford, que los usaremos para
deformar los operadores D y A. Para ello, primero definimos el producto interior.

Sea V un espacio vectorial de dimension finita. Para un vector v € V y una k-forma
6 € A*(V*), anotamos i,0 € A*~1(V*) a la (k — 1)-forma dada por evaluar 6 en v. A ¢, lo
llamamos producto interior. Si consideramos e = (z,v) € TM tal que mry(e) = x, tenemos
bien definido un producto interior en A(7; M) dado por

AM(TEM) 3 6 — 00 =i, € AFH(TFM)
Por lo tanto, si X : M — M es un campo vectorial y 6 € Ak(T*M), podemos extender la

definicién de producto interior como (ix0); = ix(5)0s-

Recordar que para cada x € M y v € T, M tenemos un correspondiente v* € T M tal
que para todo w € T, M vale v*(w) = gz(v,w). Entonces, si tomamos un campo de vectores
X : M — TM, tenemos una 1-forma dual X* : M — T*M dada por X}(v) = g.(X(x),v)
para todo x € M,v € T, M.

Definiciéon 7.1.1. Sea X : M — TM campo de vectores. Definimos los operadores de
Clifford como

o(X): (M) — Q" (M)
— X*A0 —ix0
— X*AO+ix0

Observacién 7.1.2. ¢ y ¢ cambian la paridad de las formas.
C(X) (Qpar<M)) C Qimpar(M)’ C(X) (Qimpar(M)) C Qpar(M)
E(X) (Qpar(M)) - Qimpar(M)7 /C\(X) (Qimpar(M)) - Qpar(M)

49
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Proposicion 7.1.3. Sean X,Y : M — TM campos de vectores. Entonces se cumplen las
siguientes identidades

[e(X)oc(Y)+c(Y)oc(X)] = —29(X,Y)
[A(X)oa(Y)+2e(Y)od(X)] =29(X,Y)
c(X)oce(Y)+¢e(Y)oe(X)=0

Demostracion. Vamos a probar la primer igualdad, las restantes se obtienen de forma similar.
Sea 6 € A(T*M). Computando tenemos

c(X)oe(Y)=X*"ANY*"ANO— X" A (iy0) —iy (X" NO) +iyix0
c(Y)oce(X)0=Y"ANX*"NO—=Y" N (ix0) —ix(Y*NO) +ixiyv0
Al sumarlos algunos términos se cancelan y obtenemos
[C(X) oc(Y)+e(Y)o c(X)]H =—X"A(iy0) =Y A (ix0) —ix(Y*ANO) — iy (XA D)
Los términos restantes los calculamos y ya podemos concluir.
ix(Y*NO) =Y (X)N0=g(X,Y)0

iy (X*A0) = X*(Y) A0 = g(Y, X)0

Y* Nix = g(V, =) AO(X,—, ..., =) = —g(X, =) AO(Y,—,...,—) = —X* Niy0

Laplaciano de Witten

Ahora que ya conocemos a los operadores de Clifford, los usamos para definir las defor-
maciones que D y A que vamos a estudiar de aqui hasta el final del texto.

Definicion 7.1.4. Seav >0y X : M — TM campo de vectores, el cual asumimos que es
una seccion transversal. Definimos los siguientes operadores:

» D, i=d+d + v eX): QM) — QM)
» A, :=D2:Q(M) — Q(M)

Notar que los operadores de Clifford son de orden 0, mientras que d y d* son de orden 1,
por lo que tenemos op, = op y oa, = oa. Al ser A un operador eh’ptiC(ﬂ deducimos que A,
también lo es. Por el mismo argumento tenemos que D, es un operador eliptico.

Observacién 7.1.5. Recordar que vale x(M) = ind(D : QP¥ (M) — QmPar(Af)). Como el
indice solo depende del simbolo principal, tenemos x(M) = ind(D,, : QP (M) — QP (N]))
para todo v > 0.

Ver pégina 181 y final de la 182 de [7].
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Ahora lo que haremos es reescribir a A,. Primero vamos a reescribir a d y a d*, para luego
directamente hacer la cuenta con la definicién de A, .

Un comentario importante es que la conexiéon de Levi-Civita de M, que esta definida
en TM, se puede extender a Q(M). Dados w € QF(M) y X,Y1,...,Y};, campos de vectores,
definimos

Vxw¥,..., Vi) =X (w¥,..., V%) = > wi,...,VxYj,...,¥k)
J

Para el caso de O-formas lo definimos como la derivada direccional. Usando esta conexién,
podemos reescribir a d y a d*. Por ahora asumimos la siguiente proposicion, pero luego la
probaremos.

Proposiciéon 7.1.6. Sea ey, ..., e, base local del fibrado tangente, V; = V., y €],...,¢}, la
base dual en T* M. Entonces vale

(D) d=377_1(ef A=) oV : Q5 (M) — QFFHL(M)

() d* = =377y ie; 0 Vj 1 QF(M) — QF1(M)
Lema 7.1.7. Para todo X, Z campos de vectores vale Vx(Z*) = (VxZ2)*
Demostracion. Sea Y un campo vectorial. Entonces

Vx(Z9)(Y) = X(27Y) = Z°(VxY)
= X(9(2,Y)) - 9(Z,VxY)

=g9(VxZ,Y)
= (Vx2)*(Y)
O
Ahora si estamos listos para calcular A,,.
Teorema 7.1.8. Sea ey, . .., e, base local del fibrado tangente y V; = V.. Entonces tenemos

AV:A+iZC(€j)OE(VjX)+M

- V2
J

Demostracion. Al reescribir a d y d*, ahora también podemos reescribir su suma.

D=d+d =) cle)oV;
J

A partir de esto, la prueba sigue de hacer la cuenta utilizando las propiedades de los operadores
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de Clifford. Anotamos [—,—] al conmutador y {—,—} al anticonmutador.

A, = (D+2(x))?
9(X, X)

1%

=A+ %{D,E(X)} +

:A—i—% Z{C(ej)ovj,E(X)} _i_g()i,X)

J
:A"_% Z( j)oVjjoe(X +Z )oc(ej)oV; _}_g();X)
=A+% Zc(ej)ovjoE(X)—Zc(ej)oaX)ovj +9()§2X)
:AJF%ZC(QJ-)O [vj,/C\(X)] +9()§,2X)

J

Notar que de la definicién de conexién tenemos Vz oix =ix o Vz + iy, x. Luego

|Vj.ex } Y, (E(X)0) = E(X)(V,6)
V,(X* /\0)+V(zXH)—X*/\VH—iX(V-H)
Vi(X*)ANO+ X*AV;0 — X* AV;0 + iy, x0
:(va) A0+ iy, x0
=¢(V;X)0

Por lo tanto

Ay=At 3 ele)) o [VJ,A(X)} + g()i’zX)
:A—#—%Zc( ) 0¢(V;X) ();X)

Férmula de Bochner (I)

El estudio de los operadores D, y A, lo continuamos en la Seccién ahora vamos a

probar las férmulas dadas en la Proposicién El primer punto lo deducimos demostrando
lo siguiente:

» Vx(w®7)=(Vxw) @7 +w® (Vx7) Yw,7 € QM)

» Vx(wAT) = (Vxw) AT+wA (Vx7) Vw, 7 € QM)

= Sila férmula vale para w y para 7, entonces vale para w A 7.
= Probarlo para 0-formas y para 1-formas exactas.

Luego usando que localmente toda k-forma se puede escribir como suma de términos del tipo
adzi A --- A dxp con a funcién suave, concluimos que vale para todas las formas.
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Proposicién 7.1.9. Para toda w € QF(M) y 7 € QP(M) vale
Vxw®r)= (wa) RTH+w® (VxT)
Demostracién. Sean Yi,...,Yyy, campos.

(Vx(w ® T)) (Y1, Yisp)

- X((w @ 71) (Y4, ... ,YHp)) S WOV, VaYj,. .., Vi)

J
- (X(W(Yl, . ,m)) T(Verts - Yirp) +w(V1, .. .,Yk)<X(T(Yk+1, .. .,Yk+p))>
— Zw(Yl, .. .,VXY}‘ v ,Yk)T(Yk+1, v ,Yker)

=N W, )T (Vi VXY Yi)

= ((wa) T+w® (VXT))(Yla“-va-i-p)

O
Lema 7.1.10. Sea w € Q¥(M) y 7 una permutacién de k elementos. Entonces
Vx(Ww™) = (Vxw)"
Demostracion. Sean Yi,...,Y; campos.
(Vxw™)(Yi,.. ., V) = X (0™ (Y1, ..., Y5) = > w™(V1,...,VxYj, ..., YR)
j
- X(w(YW(l), . ,Yw(k))> _ Zw(Yw(l), VXY Ya)
J
= (Vxw) (Ve - Yai))
= (Vxw)" (Y1,...,Y%)
O

Usando este resultado, es inmediato que vale Vx (Alt(w)) = Alt(Vxw) para toda w €
Q(M). Con esto ya podemos probar el segundo paso.

Proposicién 7.1.11. Para toda w € Q¥(M) y 7 € QP(M) vale
Vx(WwAT) = (wa) AT+ wA (VXT)
Demostracion.
Vx(wAT)= VX(Alt(w ®T)) = Alt(VXw QTH+w® VXT) =VxwAT+wAVxT
O

Proposicién 7.1.12. Si la férmula de Bochner vale para w € Q(M) y 7 € Q(M), entonces
también vale para w A T.
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Demostracion. Supongamos que

do=> eiANVew, dr=>» efAVer

Entonces computamos.
dwAT)=dw AT+ (-1)“wAdr
Ze AVe,w AT+ (=1)¥%wAej AVe,T

Ze AV, w/\T—i—e Aw AV, T

:Ze-/\ Vejw/\r—i-w/\veﬂ')

—Ze A (Ve (wAT))

Lo tnico que nos falta es probar el iltimo paso.
Proposicion 7.1.13. Vale la férmula de Bochner para 0-formas y para 1-formas exactas.
Demostracion. Sea f € Q°(M). Entonces tenemos
SAVe =Y e
J J
Evaluamos en la base ey, ..., e, para comprobar que tenemos la férmula.
Y _eilf)ejle) = eilf) = df(e:)
J

Ahora supongamos que w = df con f € QY(M). Por un lado, sabemos que d(df) = 0.
Entonces tenemos que probar que

> e AVedf =0
J
Para ello, vamos evaluar } ;e A Ve, (df) en elementos de la forma (eg, €;) y ver que vale 0.

Ze A Ve, df (ex,er) Ze ex) A Ve, df (er)

= Zej ex)Ve,df (e) — €5 (e)) Ve, df (ex)
J
= Ve, df (e1) — Ve, df (ex)
= en(df(en) = df (Ve (e0)) — (er(df(er)) = df (Ver () )
= er(e(f)) — er(ex(f)) — df (Ve,er — Veser)
ek, el] (f) — df e, el]
=0
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Férmula de Bochner (II)

La demostracion consiste en probar que la férmula dada es el adjunto de d. Para ello
necesitamos saber que para toda a € QF(M) vale

m xVxa=Vxxa
w e, (@) = (—1)"k D « (e A xa)

En efecto, si asumimos esto para todo a, 8 € Q(M) tenemos
0= / d(a A )
M
:/ D e AV (an=p)
M =
J
:/ > (e AVjaAB+ el AN AV, B)
M
= /MZ (e;/\vja/\*ﬂ+e;/\a/\*vjﬁ)
J

= /M (da/\ *0+ a A *Ziejvjﬁ)
J

= (da, B) + (@, ie; V)

j
El segundo punto es el Ejercicio 2.14 de [9] y su demostracién es simplemente computar.

El primero es un poco mas fino, asi que vamos a hacer algin comentario.

A partir de la métrica en M podemos inducir una en Q(M). Si X,Y son campos en M,

definimos
(X" Yo = (X,Y)

Luego para k-formas lo extendemos de forma analoga a lo que hicimos en espacios vectoriales

(recordar la Observacién [6.1.5]).
<1)1 N N, wp A=A 'U)k)Qk(M) = det(’ui, wj>

De esta manera se cumple que wA*7 = (w, 7)vol. Ademads, directamente computando se puede
ver que:

= Si X,Y,Z son campos, entonces
Z(X*Y7) = (Vz(X7),Y7) + (X7, Vz(YY))
= Si X es un campo y v*,w’ 1-formas, entonces
X<<vl/\~-/\vk,w1/\~-/\wk>> :<VX(U1/\--'/\vk),wl/\“-/\wk>
—i—(vl/\---/\vk,vx(wl/\‘--/\wk)>

Sabiendo esto, casi podemos concluir. Si aplicamos la conexién a la igualdad w A 7 =
{(w, T)vol, obtenemos
WA Vx(7) =wA*VxT+ (w,7)Vxvol
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Como la igualdad es para todo w, T € Q(M) y vale V xvol = 0, deducimos que la conexién y
el estrella de Hodge conmutan.

Para ver este ultimo detalle, notar que para calcular la conexién en un punto p no importa
quién es X, solo importa el valor de X (p). Por lo tanto, podemos considerar una curva
a: I — M tal que a(0) = p, &(0) = X(p), y un referencial ortonormal paralelo a lo largo de

la curva (e1(t),...,en(t)), o sea, que cumple Ddii = 0. Luego tenemos

Vxvol(p)(e1(0),.. ., en(0)) = &(0) vol(e1(t),.. ., en(t)) —Zvol(el, o lz;" en> =
e i —~

7.2. Ultimos preparativos

En esta seccién estudiamos a los operadores D, y A,. Recordar que lo que queremos es
poder calcular el indice de estos operadores, por lo que vamos a dar informacién sobre sus
ntcleos.

Un estimativo lejos de X 1(0)

El siguiente resultado nos dice que lejos de X ~(0), A, es inyectivo. Por lo tanto, podemos
“localizar” la prueba de Poincaré-Hopf a entornos de X ~1(0), ya que el niicleo de A, estd
formado por formas con soporte concentrado en X ~1(0).

Proposicion 7.2.1. Sea U un entorno abierto de los ceros de X. Entonces existen constantes
C > 0y vy tal que para todo v < 1y y toda 6 € Q*(M) con soporte disjunto de U vale

161 < CvV[ID. |

Demostracion. Sea 6 en las hipétesis. Entonces existe una C7 > 0 tal que || X||?> > C1/2 para
todo z € M \ U. Usando el Teorema deducimos que existe una constante Co > 0 tal que

Cy 02> o = CL=vC
14

IDAI? = (D.0.D,0) = (A,0.0) = (5 - %oy

2

Luego para v suficientemente chico tenemos

14
161l < \/ﬁHDuQH < CVv||D.f

Osciladores armodnicos en espacios euclideos

Ahora vamos a considerar unas simplificaciones, tanto en la métrica como en el campo.
Seape X 1(0) y U, un entorno abierto de p tal que la métrica g alli es de la forma

g=(dy")*+-- (dy")*

Entonces podemos pensar a cada U, como un abierto de E,, que es el espacio euclideo de
dimensién n. Supongamos que alli el campo es X(y) = Ay, siendo A una matriz invertible.
Entonces podemos escribir

9\ 1 . 1
A, =— Z (W> + ” Zc(ej) oc(Aej;) + ﬁAy - Ay
J
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Si anotamos

2
H,,z—Z(a) —%tr(@)%—%Ay-Ay
J

oyl
K, = Lu (VATA) + LS e(eg) o e Aey)
v U v - J J

entonces tenemos A, = H, + K, siendo H, el Hamiltoniano de un oscilador armoénico. Por
resultados estandar sobre osciladores armonicos, sabemos que para v > 0, H, es un operador
eliptico no-negativo con nucleo de dimension 1 generado por

lyAJ?
eXp _72y

M3és atin, los valores propios distintos de cero son todos mayores que C'/v para alguna constante
C > 0 (ver Teorema 1.5.1 de [1]). Ahora estudiamos al operador K.

Lema 7.2.2. El operador
K =tr (\/ AtA> + Z c(ej) o c(Aey)
J

actuando en A*(EY) es no-negativo. Ademads, dim(ker(K)) = 1 con ker(K) C AP¥(E?) si
det(A) > 0, mientras que ker(K) C A™Pa(E*) si det(A) < 0.

Demostracion. Escribimos A = UV A*A con U € O(n). Sea W € SO(n) tal que VA*A =
Wdiag(sy, ..., s,)W*, siendo s; > 0 para todo i. Entonces deducimos que

tr (\/ﬂ) = Zsi

i

D clei)eeiA) = clei)ele;,UWdiag(si, . .., $n) W)

Si anotamos UW = {w;j }nxn ahora tenemos
D cledleid) = cle)ilejwysi W) = sje(e; W U*)e(e; W)
i (2] J

Tomamos f; = ¢;W*, con 1 < j < n, que forma otra base ortonormal orientada de E,.
Usando las igualdades anteriores llegamos a una nueva expresién para K.

K =3 si(L+c(fiUMa(f)
i
Consideremos n; = ¢(f;U*)¢(f;) para 1 < j < n. Entonces usando la Proposicién se
puede verificar que vale:
= 7); es autoadjunto para todo j.
] 77J2- = 1 para todo j.
= 1;mj = n;7; para todo i, j.

= ¢(fj)n; = —njc(f;) para todo j.
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» ¢(fj)n: = mic(f;) para todo i # j.

Usando el primer punto, el segundo punto y la expresién encontrada para K, deducimos que
K es un operador no negativo. De los puntos restantes, via induccién, se prueba que

dim{z € A"(E}): (14+nj)r=0con 1<j<n}=1

Sea p € A*(E}) elemento de Ker(K') con norma 1. Luego tenemos
p=(-1)" (H m) p
= (1) (det(0) (ch@-)afi)) p

La tdltima igualdad se debe a las siguientes afirmaciones, que son directas pero tediosas.

= Sieq,...,e, es un base ortonormal bien orientada de E, valeE]
i AR(Ey)
= Siep,...,e, es un base ortonormal mal orientada de E, vale
‘ Ak(E})

Ademas se puede ver que

(—1)" (chafi))

7

== :l: Id’Apar/impar (E;Z)
Apar/impar (E;kl)

de lo que deducimos que p € AP¥/ImPar(E*) si v solo det(U) = +1.
O

Juntando el lema anterior con lo dicho sobre H,, ya podemos dar una mejor descripcién
de los elementos del nicleo de A,.

Proposicion 7.2.3. Para todo v > 0 el operador

a\* 1 . 1
- Z <ay]> + > Zc(ej) o c(Aej) + ﬁAy - Ay
J

actuando en I'(A*(E})) es no-negativo. Ademds, su nicleo es de dimensién 1 generado por

( IAy|2>
exp | — p
2v

siendo p una forma en ker(K,) de norma 1. Méas atn, todos los valores propios de este operador
son mayores que C'/v para alguna constante positiva C.

2Para el caso de O-formas, en ambas afirmaciones, el término de la sumatoria no va.
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Descomposiciéon de D,

Lo que nos queda por estudiar es al operador D,,. Primero vamos a dar una descomposicién
de este operador, para luego estudiar cada una de estas componentes por separado.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que cada Uy, con p € X ~1(0), es una bola abierta
de radio 4a. Sea v : R — [0, 1] funcién suave tal que y(z) = 1si |z] < ay y(z) =0si |z| > 2a.
Para todo p € X~1(0), v > 0 definimos

yAp|?
Qo ;:/ v(Jy|)%exp (-' vl >dvUp
U, 14

P

PO (1] G 7
pv - Ty o p

siendo p, el de la Proposicién Entonces p,, € Q*(M) es una forma de norma 1 con
soporte en U,. Lo que haremos es trabajar con el conjunto de todas las p,,, lo que nos
permite estudiar al operador D,, sin restringirnos a trabajar en un entorno de una singularidad
concreta.

Notar que podemos asumir que los U, son disjuntos, ya que son entornos arbitrariamente
chicos. Por lo tanto, los p,, tienen soportes disjuntos y forman un conjunto linealmente
independiente. Anotamos F), al subespacio generado por los py,,. En definitiva,

E,:= €D span(pp,)

pEX~1(0)
Ademads, descomponemos E, como
ar impar
E,=E* o E)™

siendo EL™ la suma directa de los subespacios generados por los pp,v tales que det(A4,) > 0,
mientras que E,"** es lo mismo para los p,, tales que det(A,) < 0. Notar que por el Lema
resulta que E)™ estd formado por formas de grado par y E,"P* por formas de grado
impar.

Sea E;- el complemento ortogonal de E,, en Hy(M). Asi podemos descomponer
Ho(M) = E, ® EF

Consideramos las proyecciones ortogonales p; : Ho(M) — E, y ps : Ho(M) — E; con
respecto a Hy(M). Uséandolas reescribimos a D, como

D, = (P Do) g opl BBt
Dyo1 Dy

siendo Dl/,ij = ijl/pi

Observacién 7.2.4. Tenemos una férmula explicita para p;.

p16 = Z Pp,V<Pp,V70>
peEX—1(0)
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Estimativos para D, ;;

En lo que resta de esta seccién damos informacién sobre cada uno de los D, ;;, que es el
remate que nos falta para hacer la demostraciéon de Poincaré-Hopf.

Proposicién 7.2.5. Para todo v >0, D, 11 = 0.

Demostracion. Tenemos D, 110 = p1.D,p16. Por la observacién anterior, basta con probar que
p1Dypyp = 0 para todo p € X~1(0). Para ello, notar que si Ppy €s una k-forma, entonces
Dypp. € QFL(M) @ QF=1(M) con soporte incluido en Up. Por lo tanto, p1Di1py11 = 0.

O

Proposicién 7.2.6. Existe v; > 0 tal que si v < vy, entonces para toda 0 € E- N Hi(M) y
para toda 0’ € E,, vale
[ Dv126]] < v|0]]

1Dy 218 < w]|6]

Demostracion. Notar que D, 12 y D, 21 son adjuntos, por lo que basta con probar la primer
desigualdad.

D, 120 = Z pp,/ {ppv, DuO)dvy,

peX
_ Z Pp, /< < ’y|) yAp|2/2VPp79>>dUU,,
ozpl,

peEX—
d — v

- Z pp,/ (AT ety ) av
VO

pEX—1(0) Vapy

Explicamos un poco la tltima igualdad. Si anotamos w = e~ lvAp*/ 2”pp, tenemos A, w =
D2w = 0 por la Proposicién Es mas, deducimos

(Dyw, Dyw) = (D*w,w) =0,
por lo que D, w = 0. Usando esto calculamos D, (yw).

Dy (yw) = (d+ d*)(yw) + v~ 'e(X)
—Z c(e;) Ve, (yw) + v~ 1 X)

= Zc (e;)ei(y)w +’ch(ei)Veiw v (X )w
i i

y(d+d*)w
_Z cledei(Vw +v (d+d* + v 1e(X))w

Dyw=0
= Z cleive;)w
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Todavia nos resta tener la cota. Al ser v(y) = 1 si |y| < a, entonces dy(y) = 0 si |y| < a.
Por lo tanto, existen constantes Ay, B, > 0 tales que

/ (e(dy(|y]))w, ) dvy, = /| ), 0 dus, + / (e(dy(|y]))w, ) duys,
y|<a

Up ly|>a

0
1/2
< [ (lletaruh)e|? o]
ly|>a
< Ape Pl
Luego, existen constantes A, B > 0 tales que

[ Dy126] < Z Ae’Bp/” %IlppquH@H
peXx—1

= Z Ape Pl —— |9
F

peX—1(0)
< Ae B0

Finalmente, si consideramos v suficientemente chico deducimos la desigualdad deseada.
1Dy,120]] < Ae™ P/ 0] < v]0)
O

Proposicién 7.2.7. Existe 1o > 0y C > 0 tal que si v < v, entonces para toda 6 €
B0 Hy(M) vale

C
1D,6] > WWII

Demostracion. Para todo 0 < b < 4a, anotamos Up(b) la bola abierta de radio b centrada en
p € X~1(0). Lo probamos en tres pasos:

(I) Asumimos sop(f) C Upex-1(0)Up(4a).
(IT) Asumimos sop(8) C M \ Upex-1(0)Up(20a).
(ITI) Probamos el caso general.

Paso (I). Podemos asumir que estamos en una unién de espacios euclideos E,’s que con-
tienen a los U,’s. Para todo v > 0, p € X ~1(0), anotamos

~lyApl?
Py = XD <2V” Py

Para todo 6 tal que sop(f) C Upex-1(0)Up(4a), anotamos
P, (0) = Z ppy/ Pl 0)volg,
peEX—

En definitiva, p/, es la proyeccién ortogonal de EBpe X-1(0) Hy(E,) sobre el espacio de dimensién
finita generado por los p;,y, el cual estd incluido en el nicleo de D,,. Por lo tanto se cumple

D,,pﬁ,@ =0
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Al tener p,0 = 0, podemos reescribir p),.

—|yAp|
Bo= > 0, /Ep <(1—7(\y!))exp <2V’) pu,0 ) volg,

peX—1(0)

Como v = 1 cerca de cada p, existe una constante C'; > 0 tal que para v suficientemente chico
vale

P, 011> < Crv/v6]?
Ademss, por la desigualdad anterior y la Proposicién existen constantes Cs, C'3 > 0
tal que

C C 1
2 _ o 2 20— p12 > 22 A 2
1D = D0 ~ ) 2 210 = pL01° = G101 = Cs - 1)

De esto es inmediato que para v suficientemente chico tenemos

D0l = Y2 |

N

Paso (II). Al tener sop(f) C C°°(M) \ Upex-1(0)Up(2a) podemos imitar la prueba de la
Proposiciéon y obtener una constante C5 tal que para v suficientemente grande vale

C
D01 = =16l

Paso (III). Seay € C*°(M) tal que ¥(|y|) = v(ly|/2) en cada Up, y %M—Upexfl(o)Up(‘m) =0.

Primero veamos que para todo 6 € E;- N Hy(M) vale ¥ € E;- N Hy(M). Si anotamos
w = e~ lvAnl?/2v Ppv, €ntonces pp,, = yw y queremos probar que (yw,y6)=0.

(1,76) = /| PRCSCE / (10, 70)
y|<2a

ly|>2a

Notar que el segundo sumando desaparece por tener y(|y|) = 0 si |y| > 2a, mientras que si
ly| < 2a vale 7(y) = 1. Por lo tanto

(1w, 76) = /Wawmm - /|y§2a<w,e> — (y0,6) =0

Entonces para v suficientemente chico, usando los pasos anteriores, existe una constante
Cy tal que

|6l = 5 (1= 9)Du8]| + [FD0])
(II2. (1 =5)6) + (D, 716]| + || . 50) + 17, D19 )

G| =)ol + V70 ) — o]

N — DN

Y

1
vl
> 2ol - culle]

siendo C5 = ml’n{\/ 02/2, 03/2}.
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Consideremos el siguiente lema de analisis, para el cual contamos los pasos de la prueba.

Lema 7.2.8. Si A:V — W es un operador lineal continuo autoadjunto tal que existe @ > 0
que cumple |Av| > av| para todo v € V, entonces A es biyectivo.

Demostracion. Se prueba que si un operador cumple la hipdtesis, entonces la imagen es un
espacio de Hilbert. Ademas se tiene que A* es sobreyectiva, pero al ser autoadjunto deducimos

que A es invertible.
O

Proposicién 7.2.9. El operador D, 95 : Ej- N Hi(M) — E;- es invertible si v es suficiente-
mente chico.

Demostracion. Basta con probar que existe v3 > 0y C' > 0 tal que para todo § € E-NH; (M)

y v < v3 vale
[1Dy,220] = C||6]]

Observar que en EVL NH; (M) tenemos D, = D,, 12+ D, 21, por lo que usando las desigualdades

de la Proposicion y podemos concluir.
O

7.3. Prueba de Poincaré-Hopf

Juntando lo que conocemos sobre los operadores D, ;; obtenemos una homotopia de ope-
radores Fredholm, que tiene como extremos a D, y a D, 11 + D, 2.

Corolario 7.3.1. El operador
D,(u) := Dy11+ Dy22 +uw(Dyi2+ Dyo1) : Hi(M) — Ho(M)
es Fredholm para todo 0 < u < 1, si v es suficientemente chico.

Demostracion. De la Proposicion tenemos que D, 12 y D, 21 son operadores compactos.
Por lo tanto basta con probar que D, 11 + Dy 22 : Hi(M) — Ho(M) es Fredholm. Observar
que de las proposiciones y las definiciones de los operadores tenemos

Ker(D,,’n + DV722) = KeI‘(DMH) M KGT(DV’QQ) = H; (M) NEkE,=FE,

Im(D, 11 + Dy22) = Im(D, 11) @ Im(D, 29) = {0} @ Ef = Ef

En definitiva, el operador tiene nicleo y coimagen de dimension finita.
O

Como ya hemos hecho hasta ahora, dado un conjunto A de formas diferenciales, anotamos
AP?T 3 las formas en A de grado par, y de forma idéntica para las de grado impar. Con
toda esta maquinaria ya estamos listos para probar Poincaré-Hopf, no sin antes recordar su
enunciado.

Teorema (Poincaré-Hopf). Sea M una variedad compacta sin borde y X — T'M una
seccion transversal. Entonces vale

> sign(dX,) = x(M)
X(p)=0



64 CAPITULO 7. DEFORMACIONES DE WITTEN

Demostracion. Recordar que a partir de la Seccién 7.2 estamos suponiendo que el campo X
en un entorno de cada singularidad p es multiplicar por una matriz invertible A4,, asi que
ahora también vamos a asumir eso. Por otro lado, por la Observacién tenemos que para
todo v > 0 vale

X(M) = ind(DV QP (M) — Qimpar(M))

Luego, por el Corolario y la invariancia por homotopias del indice, si tomamos v
suficientemente chico vale la siguiente cadena de igualdades.

X(M) = ind(D s QP(M) — Qimpar(M))
(D L HP™ (M) — HY™ (M)
1nd( L HP( M) — HIMPr(Af))
= ind(Dy11 + Dy : HP™ (M) — Hy™™ (M)
= nd(Dy11 + Dy + HY(M) = BS99 g i)
Notar que tenemos
HY™ (M) = HY™ (M) N Hg™ (M)
= H™ (M) n (EP™ @ E,P)
= (HP"(M) 0 BE™) & (HE (M) 0 BE)
_ Bp e (HP (M) 0 B
Para la tltima igualdad estamos usando que E, C Hi(M), por ser E, un conjunto formado

por formas diferenciales (que son las secciones suaves en este contexto). Por lo tanto, tiene
sentido escribir

Dy1 + Dyao : EP™ @ (HP™ (M) 0 ELPor) — Eimper gy plimpar

Recordar que D, 9 : Hi(M) N E;f — E;- es invertible (Proposicién [7.2.9)). Usando que
D, 22 cambia la paridad de las formas, tenemos que el siguiente mapa es invertible

Dy 99« HY (M) N B — pihimpar
Al tener D, 11 =0, DV722(EZI,)ar) = 0y D, 22 ser un operador invertible si se lo restringe de la
manera anterior, entonces vale
ind(Dy,11 + Dy : HY™ (M) — EJ™™ @ E;7™P™) = ind (D11 : P — EJ*P™)
= dim (ER™) — dim (E}™™)

Acordarse que

EV = @ Spa’n(pp,u)
pEX—1(0)
y a cada singularidad le corresponde exactamente una forma p,,,, siendo {pp, }pe X-1(0) un
conjunto linealmente independiente. Ademds, EJ™ es el subespacio generado por los p,, tales

impar

que det(A4,) > 0, mientras que E, es lo mismo para los p,, tales que det(A4,) < 0.

Juntando las dos cadenas de igualdades de indices concluimos la prueba.
X(M) = dim(ES™) — dim (E}"*")

= Z sgn (det(Ap))

peEX~1(0)
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