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Introducción

En este trabajo, k será un cuerpo algebraicamente cerrado y de característica
0, aunque en general los resultados son válidos para característica arbitraria. El
motivo por el cual consideramos característica 0 es para simplificar la prueba del
teorema 3.3.2 (y aquí es el único momento donde realmente usamos caracterís-
tica 0), ya que los morfismos siempre serán separables. Cuando la característica
del cuerpo no es 0, la principal herramienta para analizar la separabilidad de un
morfismo es el diferencial, pero en esta monografía no exponemos sobre dicho
tema.

Un monoide algebraico es un monoide (conjunto con una operación bilateral
asociativa y un elemento neutro) que tiene una estructura de k-variedad alge-
braica donde la multiplicación es un morfismo de variedades algebraicas. Un
grupo algebraico es un monoide algebraico donde todo elemento es invertible
y la operación de tomar inversos es un morfismo de variedades algebraicas. Si
bien tomamos dicha definición de grupo algebraico, un resultado que surge de
la prueba del teorema 3.3.2 es que si G es un monoide algebraico donde todo
elemento es invertible, entonces G es un grupo algebraico, es decir que tomar
inversos es necesariamente un morfismo de variedades [11].

Si M es un monoide, se denota por G(M) al grupo de invertibles de M . El
principal objetivo es probar que si M es un monoide algebraico, entonces G(M)
es un grupo algebraico abierto en M [11].

Sea Mn(k) el conjunto de matrices de tamaño n × n con coeficientes en k
y GLn(k) el grupo de matrices invertibles de Mn(k). Entonces Mn(k) con el
producto usual de matrices es un monoide algebraico. Si M es un monoide al-
gebraico afín (M es una variedad afín), entonces M es isomorfo a un cerrado
de Mn(k) para algún n [14, teorema 3.15]. Por lo tanto se puede considerar que
M ⊂Mn(k) y G(M) = GLn(k) ∩M ⊂Mn(k), así que G(M) es un grupo alge-
braico que además es abierto en M porque GLn(k) = {A ∈Mn(k) : det(A) ̸= 0}
es abierto ya que det : Mn(k) → k es polinomial. En [11, teorema 1] se prueba
que G(M) es un grupo algebraico abierto en M para un monoide algebraico irre-
ducible arbitrario. En esta monografía seguimos las ideas de esa misma prueba
y extendemos la prueba al caso no irreducible.

Si bien el objetivo de esta monografía es el teorema 3.3.2, gran parte de
este trabajo es el estudio de toda la geometría algebraica involucrada en el

5



6 ÍNDICE GENERAL

mencionado teorema. La mayoría de los temas presentados en los capítulos 1
y 2 podrían ser parte de un curso avanzado de geometría algebraica pero en
esta monografía se presentan como parte de un estudio independiente de dichos
temas. Lo primero que presentamos son las variedades afines porque son como el
análogo a los abiertos de Rn en la geometría diferencial. Inmediatamente se sigue
el camino tradicional, donde se definen los conjuntos algebraicos y mostramos
la dualidad que existe con las variedades afines. En este trabajo intentamos que
la definición de variedad algebraica permita una extensión natural a la idea de
esquemas. Si bien no presentamos este tema, algunas de las definiciones, ideas
y teoremas llevan como por detrás del telón a los esquemas. En un esquema,
el objeto básico es el espectro primo de un anillo (conmutativo y con unidad);
aquí está la diferencia con las variedades algebraicas, nosotros consideramos el
espectro maximal de una k-álgebra, además es importante remarcar que en esta
monografía los espacios anillados son en realidad de k-álgebras.



Capítulo 1

Preliminares

En esta monografía todos los anillos considerados son conmutativos y con
unidad, la principal referencia para los resultados del álgebra conmutativa es
[1].

En este capítulo definiremos el concepto de variedad algebraica afín como el
espectro maximal de una k-álgebra con cierta estructura de espacio topológico.

Luego, para definir una variedad algebraica lo haremos a través de un haz
de k-álgebras en espacios topológicos. Entonces dedicaremos una sección para
tratar el tema de haces y algunas de sus propiedades.

También introduciremos el concepto de dimensión de una variedad algebrai-
ca. Para esto hablaremos de tres aspectos importantes que se relacionan entre sí
a la hora de hablar de una variedad algebraica: la dimensión de un espacio to-
pológico, la dimensión de un anillo y el grado de trascendencia de una extensión
de cuerpos.

La idea de este capítulo es presentar las variedades algebraicas. Si bien gran
parte del contenido puede encontrarse en un curso básico de introducción a la
geometría algebraica, se le da un enfoque muy personal; se intenta, entre otras
cosas, que las ideas presentadas sean fácilmente generalizables al contexto de
esquemas. En líneas generales seguimos [2] y como complemento usamos [6] y
[10].

1.1. Variedad algebraica afín

Definición 1.1.1. Sea A un anillo conmutativo con unidad. Definimos el es-
pectro maximal de A como el espacio topológico cuyo conjunto subyacente es:

Spm(A) = {M ⊂ A / M es un ideal maximal de A}

y cuya topología es la que tiene como base los conjuntos:

Spm(A)f = {M ∈ Spm(A) / f /∈M} para f ∈ A.

7



8 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

Llamemos X = Spm(A) y verifiquemos que los conjuntos Xf forman una
base de una topología para X:

1.
⋃
f∈A

Xf = X, se debe a que si M es un ideal maximal entonces M ⊊ A

por lo tanto existe f ∈ A tal que f /∈M .

2. Sean f y g ∈ A, entonces

M ∈ Xf ∩Xg ⇔ f /∈M y g /∈M ⇔ fg /∈M ⇔M ∈ Xfg,

luego Xf ∩Xg = Xfg.

3. Observemos que, como el elemento nulo 0 ∈ A pertenece a todo ideal de
A, tenemos en particular que Spm(A)0 = ∅, el conjunto vacío.

Definición 1.1.2.

1. Diremos que una k-álgebra A es reducida si no tiene elementos nilpotentes
diferentes del nulo, es decir que si A es reducida y a ∈ A es tal que an = 0,
con n ∈ N, entonces a = 0.

2. Diremos que una k-álgebra es afín si es finitamente generada y reducida.

Ejemplo 1.1.3.

1. Toda k-álgebra que sea un dominio de integridad es reducida dado que no
tiene divisores de cero. El álgebra de este tipo que juega un rol central en
la teoría es el anillo de polinomios con n indeterminadas, k[x1, . . . , xn].

2. El álgebra de matrices n× n con coeficientes en k, Mn(k), es finitamente
generada, de hecho es un k-espacio vectorial de dimensión finita, pero no
es reducida. Aunque, claramente, no es un álgebra conmutativa. Como
un ejemplo de un álgebra conmutativa y finitamente generada que no es
reducida tenemos k[x]/⟨x2⟩, la clase de la indeterminada x es no nulo pero
elevado al cuadrado resulta el elemento nulo.

Definición 1.1.4 (Variedad afín). Diremos que la terna (X,A,φ) es una k-
variedad algebraica afín o, simplemente, una variedad afín si X es un espa-
cio topológico, el conjunto A es una k-álgebra afín y φ : X → Spm(A) un
homeomorfismo. Diremos que el espacio topológico X es el espacio topológico
subyacente de la variedad afín y muchas veces nos referiremos a la variedad
afín mencionando sólo el espacio topológico X sin especificar el álgebra y el
homeomorfismo asociados.

Observación 1.1.5. Es evidente que si A es una k-álgebra afín, entones Spm(A)
es una variedad afín dada por la terna

(
Spm(A), A, id

)
, donde id : Spm(A) →

Spm(A) es el mapa identidad.
Si I ⊂ A es un ideal e Y = {M ∈ Spm(A) / I ⊂ M} ⊂ Spm(A), la

correspondencia entre los ideales de A que contienen a I y los ideales de A/I
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establece un homeomorfismo φ : Y → Spm(A/I) donde Y tiene la topología
relativa (heredada de Spm(A)), entonces la terna (Y,A/I, φ) es una variedad afín
(ver proposición 1.1.32). Observar que el conjunto Y es un cerrado de Spm(A)
y que todo cerrado es de ese tipo para algún ideal I ⊂ A, por lo que cualquier
cerrado de una variedad afín es una variedad afín.

Ahora veamos qué pasa con un abierto básico de una variedad afín, particu-
larmente un abierto básico de Spm(A). Para eso usamos la siguiente notación.
Notación: Si A es un anillo y P ⊂ A es un ideal primo denotamos por AP al
anillo de fracciones S−1A donde S = A \ P . Si 0 ̸= a ∈ A denotamos por Aa al
anillo de fracciones S−1A donde el conjunto multiplicativo es S = {an / n ≥ 0}
(ver en [1, Capítulo 3]).

Si A es una k-álgebra afín, entonces Aa es una k-álgebra afín; en efecto, si
a1, . . . , an son los generadores de A, entonces a1

1 , . . . ,
an
1 ,

1
a generan Aa; además,

si
(
b
am

)n
= 0 entonces bn = 0 y como A es reducida b = 0.

Observación 1.1.6. Sean A una k-álgebra afín, X = Spm(A) y 0 ̸= f ∈ A.
Veremos que el abierto Xf = {M ∈ X : f /∈ M} puede ser visto como una
variedad afín definiendo un homeomorfismo φ : Xf → Spm(Af ). Consideremos
el conjunto multiplicativo S = {fn / n ≥ 0} y para cada M ∈ Spm(A) el
conjunto S−1M = {ms / m ∈ M, s ∈ S} que es un ideal de Af = S−1A ,
entonces definimos φ(M) = S−1M ; en efecto, veamos que S−1M ∈ Spm(Af ):
si M ∈ Xf es un ideal maximal, f /∈ M por lo que S ∩ M = ∅, entonces
S−1M ⊊ Af (1 /∈ S−1M) es maximal ya que si as /∈ S−1M se tiene que a /∈M ,
pero M es maximal así que ⟨a,M⟩ = A (el ideal generado por a y M), por lo
que existen b ∈ A \M, m ∈M tales que

ab+m = 1.

Entonces
a

s

b

1
+
m

s
=

1

s
,

que es una unidad de Af , por lo tanto S−1M es maximal porque junto con
cualquier elemento a

s /∈ S−1M genera todo el anillo Af . Por otro lado, todo
ideal primo de Af es de la forma S−1P para algún P ⊂ A primo tal que
P ∩S = ∅ (esta correspondencia es biyectiva [1, Proposición 3.11]). Como todo
ideal maximal en particular es primo, entonces todo ideal maximal de Af es de
la forma S−1P con P ⊂ A primo. Pero P debe ser maximal, porque si P ⊂ M
donde M es maximal, entonces S−1P = S−1M (es maximal), de donde P =M
([1, Proposición 3.11]). Así que φ establece una biyección entre Xf y Spm(Af ).
Que esta biyección es continua con inversa continua (dondeXf tiene la topología
relativa, es decir que un abierto básico es de la forma Xf ∩Xh = Xfh) se deduce
de la siguiente igualdad:

φ(Xfh) = Spm(Af )h
s
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que vale para todo h ∈ A y para todo s ∈ S:

S−1M ∈ Spm(Af )h
s
⇔ h

s
/∈ S−1M ⇔ h /∈M ⇔ fh /∈M (porque f /∈M)

⇔M ∈ Xfh ⇔ S−1M = φ(M) ∈ φ(Xfh).

Se concluye entonces que la terna (Xf , Af , φ) es una variedad afín.

1.1.1. Conjuntos algebraicos

Presentaremos ahora los conjuntos algebraicos de kn y sus propiedades; un
conjunto algebraico será el espacio topológico subyacente de una variedad afín,
y recíprocamente, el espacio topológico subyacente de una variedad afín es ho-
meomorfo a un conjunto algebraico (ver proposiciones 1.1.32 y 1.2.38).

Definición 1.1.7. Sea a = (a1, . . . , an) ∈ kn, denotamos por ϵa : k[x1, . . . , xn] →
k al mapa evaluación en a, definido como el único morfismo de k-álgebras tal
que ϵa(xi) = ai para todo i = 1, . . . , n.

Observación 1.1.8. Sea ψ : k[x1, . . . , xn] → kkn el morfismo de k-álgebras
dado por ψ(f)(a) = ϵa(f). Como k es infinito (ya que es algebraicamente ce-
rrado), tenemos que ψ es inyectivo [9, 1. §1. Proposition 5.]. Entonces dado un
polinomio f ∈ k[x1, . . . , xn], este se identifica con una única función de kn en
k por medio del morfismo ψ. A partir de ahora veremos a los polinomios como
funciones y usamos la misma notación para un elemento f ∈ k[x1, . . . , xn] y su
imagen por ψ, es decir que adoptamos la notación f(a) := ψ(f)(a) y decimos
que estamos evaluando el polinomio f en a; asimismo también decimos que el
polinomio f se anula en un punto a ∈ kn, o que a es un cero de f , si f(a) = 0.
Será útil además usar la notación usual de restricción de funciones f |X para un
polinomio f restringido a un conjunto X ⊂ kn.

Definición 1.1.9. Sea S ⊂ k[x1, . . . , xn] un subconjunto no vacío de polinomios
del anillo de polinomios en n indeterminadas. El conjunto algebraico definido
por S es el conjunto

V(S) = {a ∈ kn / f(a) = 0 ∀f ∈ S}.

En otras palabras, V(S) son los ceros comunes de los polinomios de S.

Notaciones: Sean A un anillo, T, S ⊂ A dos subconjuntos no vacíos de A e
I ⊂ A un ideal de A. Entonces ⟨S⟩ denota el ideal generado por S; TS es el
conjunto {ts ∈ A / t ∈ T, s ∈ S} y

√
I = {a ∈ A / an ∈ I para algún número natural n > 0}

el radical de I. Recordamos que un ideal I se dice radical si
√
I = I; el conjunto√

I es el menor ideal radical que contiene a I. Observar que para todo ideal I
se cumple I ⊂

√
I.
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Proposición 1.1.10. Sean S, T ⊂ k[x1, . . . , xn] dos subconjuntos del anillo de
polinomios.

1. Si S ⊂ T , entonces V(T ) ⊂ V(S).

2. V(S) = V(⟨S⟩).

3. V(S) ∪ V(T ) = V(ST ).

4. Sea {Sα}α∈Ω una familia arbitraria de subconjuntos de k[x1, . . . , xn] donde

Ω es un conjunto de índices, entonces
⋂
α∈Ω

V(Sα) = V

(⋃
α∈Ω

Sα

)
.

5. Si S en un ideal, entonces V(S) = V
(√

S
)
.

Demostración.

1. Si a ∈ kn anula los polinomios de T entonces en particular, como S ⊂ T ,
a anula los polinomios de S.

2. Dado que S ⊂ ⟨S⟩ se tiene que V(⟨S⟩) ⊂ V(S). Para probar la otra
inclusión sean a ∈ V(S) y f ∈ ⟨S⟩. Consideremos s1, . . . , sr ∈ S y g1, . . . , gr ∈
k[x1, . . . , xn] tal que f = g1s1 + · · · + grsr, entonces f(a) = g1(a)s1(a) + · · · +
gr(a)sr(a) = 0 ya que para todo i, si ∈ S y a ∈ V(S). Entonces f(a) = 0 para
todo f ∈ ⟨S⟩, así que a ∈ V(⟨S⟩).

3. Sea a ∈ V(S)∪V(T ). Sin pérdida de generalidad suponemos que a ∈ V(S),
así que f(a) = 0 para todo f ∈ S y por lo tanto, si g ∈ V(T ), tenemos que
(fg)(a) = f(a)g(a) = 0. Entonces a ∈ V(ST ).

Sea a ∈ V(ST ) y supongamos que a /∈ V(S). Entonces existe f ∈ S tal que
f(a) ̸= 0, pero (fg)(a) = f(a)g(a) = 0 para todo g ∈ T , por lo tanto a ∈ V(T ).

4. a ∈
⋂
α∈Ω

V(Sα) ⇔ f(a) = 0 ∀f ∈ Sα ∀α ∈ Ω ⇔ a ∈ V

(⋃
α∈Ω

Sα

)
.

5. Como S ⊂
√
S entonces V

(√
S
)
⊂ V(S). Para probar la otra inclusión,

tomemos a ∈ V(S) y f ∈
√
S. Existe n > 0 tal que fn ∈ S, entonces fn(a) =

(f(a))n = 0 ∈ k y por lo tanto f(a) = 0, así que a ∈ V
(√

S
)
.

Observación 1.1.11. 1. Por la proposición 1.1.10 los conjuntos algebraicos
son ceros comunes de ideales de k[x1, . . . , xn]. Debido al teorema de la
base de Hilbert [1, Theorem 7.5] si I es un ideal de k[x1, . . . , xn] existen
f1, . . . , fr ∈ I tal que I = ⟨f1, . . . , fr⟩, entonces V(I) = V(f1, . . . , fr).
Más aún, si S ⊂ k[x1, . . . , xn] es un conjunto de polinomios, entonces
existen una cantidad finita de elementos g1, . . . , gm ∈ S tal que V(S) =
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V(g1, . . . , gm); esto es debido a que V(S) = V (⟨S⟩) y un generador finito
del ideal ⟨S⟩ es posible hallarlo contenido en S.

2. Si 1 y 0 son la unidad y el nulo de k[x1, . . . , xn] respectivamente, es claro
que V(0) = kn y V(1) = ∅. Por lo tanto, considerando además los items 3
y 4 de la proposición 1.1.10, vemos que los conjuntos algebraicos cumplen
las condiciones de ser cerrados de una topología para kn.

Definición 1.1.12. Llamamos topología de Zariski a la topología en kn cuyos
cerrados son los conjuntos algebraicos. Usamos la notación An para referirnos
al espacio kn con esta topología. Si f ∈ k[x1, . . . , xn], Anf denota el conjunto
abierto que es complemento de V(f) en kn, es decir:

Anf = V(f)c = {a ∈ Anf / f(a) ̸= 0}.

Cuando X ⊂ kn es un conjunto algebraico definimos:

Xf = X ∩ Anf ,

es decir Xf = {x ∈ X / f(x) ̸= 0}.

Observación 1.1.13. La topología de Zariski es T1, es decir que los puntos
son cerrados; en efecto, si a = (a1, . . . , an) ∈ An y consideramos los polinomios
xi − ai ∈ k[x1, . . . , xn] para i = 1, . . . , n tenemos que:

{a} = V(x1 − a1, . . . , xn − an).

Lema 1.1.14. Los conjuntos Anf con f ∈ k[x1, . . . , xn] constituyen una base de
la topología de Zariski para An.

Demostración. Sea U ⊂ An un abierto. Entonces U c es un cerrado de An, luego
es de la forma U c = V(f1, . . . , fr) con fi ∈ k[x1, . . . , xn] (observación 1.1.11).
Por lo tanto, considerando la proposición 1.1.10, tenemos que:

U c =
⋂
i

V(fi)

y tomando complementos resulta que:

U =
(⋂

i

V(fi)
)c

=
⋃
i

V(fi)c =
⋃
i

Anfi .

Concluimos en particular que todo subconjunto abierto de An es unión finita de
abiertos de la base.

Observación 1.1.15. Si X es un conjunto algebraico y lo dotamos de la topolo-
gía inducida de An entonces es claro que los conjuntos Xf con f ∈ k[x1, . . . , xn]
forman una base para esta topología. Dichos abiertos básicos, verifican además
la siguiente propiedad:

Xf ∩Xg = Xfg;

en efecto, f(x)g(x) ̸= 0 si y sólo si f(x) ̸= 0 y g(x) ̸= 0.
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Definición 1.1.16. Decimos que un espacio topológico es compacto si todo
cubrimiento por abiertos tiene un subcubrimiento finito.

Lema 1.1.17. Todo subconjunto abierto de An es compacto. En particular An
es compacto.

Demostración. Sea U ⊂ An un conjunto abierto. Para probar que es compac-
to es suficiente considerar un cubrimiento por abiertos de la base. Sea S ⊂
k[x1, . . . , xn] y U =

⋃
f∈S Anf , entonces

U c =
⋂
f∈S

(Anf )c =
⋂
f∈S

V(f) = V(S).

Por la observación 1.1.11 existen una cantidad finita f1, . . . , fr de elementos de
S tal que V(S) = V(f1, . . . , fr) =

⋂r
i=1 V(fi). Entonces U =

⋃r
i=1Anfi .

Corolario 1.1.18. Todo conjunto algebraico, considerado como subconjunto de
An, es compacto.

Demostración. Se deduce de que An es compacto y los conjuntos algebraicos
son cerrados en An.

Observación 1.1.19. Observar que en la definición 1.1.16 de espacio compacto
no imponemos que el espacio sea de Hausdorff. En la literatura sobre geometría
algebraica, a un espacio topológico de este tipo se le suele llamar casi-compacto.
De hecho, el espacio An (con k infinito) no es de Hausdorff si n ̸= 0. Por ejemplo,
en A1, la topología de Zariski es la topología de los complementos finitos (los
conjuntos abiertos no vacíos son los que tienen complemento finito), así que
todo par de abiertos no vacíos se intersectan, por lo que en particular no es de
Hausdorff.

Veremos más adelante que An es un espacio topológico noetheriano (1.4.4),
por lo tanto (lema de Zorn mediante) es compacto.

1.1.2. El teorema de los ceros de Hilbert

Recordamos que el cuerpo k es algebraicamente cerrado, esta es una hipótesis
fundamental en esta subsección.

El teorema de los ceros de Hilbert puede enunciarse de varias maneras
equivalentes, útiles en diferentes contextos, quizás el más natural es que si
I ⊊ k[x1, . . . , xn] es un ideal propio, entonces V(I) ̸= ∅, es decir que un conjun-
to de polinomios que generan un ideal propio del anillo de polinomios siempre
tienen algún cero en común.

Comenzamos enunciando una versión algebraica del mismo, que se puede
deducir del siguiente lema que nos da ciertas condiciones suficientes sobre una
extensión B ⊂ A de anillos para que todo morfismo f : B → k se pueda extender
a todo A.
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Lema 1.1.20. Sean B ⊆ A dominios integrales, tal que A es finitamente gene-
rada sobre B (como B-álgebra). Sea v ∈ A un elemento no nulo. Entonces existe
u ∈ B no nulo con la siguiente propiedad: dado cualquier morfismo f : B → k
tal que f(u) ̸= 0 existe f̃ : A→ k morfismo tal que f̃ |B = f y f̃(v) ̸= 0.

Demostración. [1, Prop. 5.23].

El siguiente resultado es una de las formas usuales de enunciar el teorema
de los ceros de Hilbert.

Teorema 1.1.21 (Teorema de los ceros de Hilbert). Si A es una k-álgebra
finitamente generada tal que A también es un cuerpo, entonces A ∼= k.

Demostración. Si en el lema 1.1.20 tomamos B = k, v = 1 y f = id : k → k,
entonces f se puede extender a un morfismo de cuerpos f̃ : A → k, pero como
todo morfismo de cuerpos es inyectivo tenemos que A ∼= k.

Observación 1.1.22. Sean a = (a1, . . . , an) ∈ kn, Ma = ⟨x1 − a1, . . . , xn −
an⟩ ⊂ k[x1, . . . , xn] y ϵa : k[x1, . . . , xn] → k el mapa evaluación en a. Notemos
que aunque k no sea algebraicamente cerrado, si f ∈ k[x1, . . . , xn], aplicando
el algoritmo de división [9, 2. §3. Teorema 3] dividiendo f entre x1 − a1, x2 −
a2, . . . , xn − an se obtiene:

f = (x1 − a1)q1 + (x2 − a2)q2 + · · ·+ (xn − an)qn + r

donde qi, r ∈ k[x1, . . . , xn] y además r es una combinación lineal de monomios
de los cuales ninguno es divisible por los xi, por lo que r ∈ k. Si tenemos
que f ∈ ker(ϵa), entonces r(a) = 0, así que r = 0, por lo tanto tenemos que
ker(ϵa) ⊂ Ma. Es claro que Ma ⊂ ker(ϵa), entonces Ma = ker(ϵa). El mapa
evaluación en a es sobreyectivo y por lo tanto k[x1, . . . , xn]/Ma

∼= k, entonces
Ma es un ideal maximal. Como estamos considerando que nuestro cuerpo de
base es algebraicamente cerrado, el siguiente teorema (1.1.23) nos garantiza que
todo ideal maximal es de esa forma.

Notación: De aquí en más, cuando a = (a1, . . . , an) ∈ kn adoptamos la nota-
ción:

Ma = ⟨x1 − a1, . . . , xn − an⟩.

Teorema 1.1.23. Si M ⊂ k[x1, . . . , xn] es un ideal maximal, entonces existe
a ∈ kn tal que M =Ma.

Demostración. Sea A = k[x1, . . . , xn]/M . Entonces A es una k-álgebra finita-
mente generada que también es un cuerpo. Si restringimos la proyección ca-
nónica π : k[x1, . . . , xn] → A al cuerpo k, tenemos un morfismo de cuerpos
π|k : k → A dado por π|k(λ) = λ + M . Por el teorema 1.1.21 tenemos que
A ∼= k, así que el mapa π|k tiene que ser un isomorfismo. Por lo tanto para
cada xi con i ∈ {1, . . . , n} existe un único ai ∈ k tal que π(ai) = xi +M , es
decir que xi − ai ∈ M , entonces ⟨x1 − a1, . . . , xn − an⟩ ⊂ M , lo que implica
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que M = ⟨x1 − a1, . . . , xn − an⟩ ya que este ideal es maximal como vimos en la
observación 1.1.22.

Ejemplo 1.1.24. En el teorema 1.1.23 es imprescindible que k sea algebraica-
mente cerrado. Por ejemplo, en R[x], el ideal M = ⟨x2+1⟩ es maximal (porque el
polinomio x2+1 es irreducible en R[x]) y no se puede generar por un polinomio
de grado 1, es decir no existe a ∈ R tal que M = ⟨x− a⟩. Además la R-álgebra
R[x]

/
M es un cuerpo isomorfo a C y no a R; en efecto, la unidad imaginaria

i ∈ C es raíz del polinomio irreducible x2 + 1, por lo que C ∼= R[i] ∼= R[x]
/
M .

Proposición 1.1.25. Si I ⊂ k[x1, . . . , xn] es un ideal y a ∈ kn, entonces
a ∈ V(I) si y sólo si I ⊂Ma.

Demostración. Sea a ∈ V(I), entonces ϵa(f) = 0 para todo f ∈ I, por lo tanto
I ⊂ ker(ϵa) =Ma (ver la observación 1.1.22).

Si I ⊂Ma, tenemos que V(I) ⊃ V(Ma) = {a} (ver observación 1.1.13).

A partir de un ideal I de k[x1, . . . , xn] obtenemos un conjunto algebraico
V(I) ⊂ kn. Ahora definiremos, a partir de un subconjunto de kn, un ideal de
k[x1, . . . , xn] y veremos que hay una correspondencia biyectiva entre los ideales
radicales de k[x1, . . . , xn] y los conjuntos algebraicos de kn; en particular los
ideales maximales se corresponden con puntos de kn (teorema 1.1.23). Dicha
correspondencia permite demostrar que el espacio An es el espacio subyacente
de una variedad afín cuya álgebra asociada es k[x1, . . . , xn] (ver la proposición
1.1.32).

Definición 1.1.26. Sea X ⊂ kn un subconjunto arbitrario, definimos I(X)
como el conjunto:

I(X) = {f ∈ k[x1, . . . , xn] / f(a) = 0 ∀ a ∈ X} ⊂ k[x1, . . . , xn].

Notemos que I(X) es un ideal de k[x1, . . . , xn]; en efecto, si dos polinomios
se anulan en X también lo hace su suma, y el producto de un polinomio que
se anula en X por cualquier otro polinomio, también se anula en X. Además es
claro que I(∅) = k[x1, . . . , xn] e I(kn) = {0}.

Si f ∈ k[x1, . . . , xn] y X ⊂ kn, como estamos considerando que los poli-
nomios son funciones definidas en kn a valores en k y también adoptamos la
notación f |X de restricción de funciones, entonces podemos decir que f ∈ I(X)
si y sólo si f |X = 0.

Proposición 1.1.27. Sean X,Y ⊂ kn dos subconjuntos. Entonces

1. El ideal I(X) es radical.

2. Si X ⊂ Y , entonces I(Y ) ⊂ I(X).

3. I(X ∪ Y ) = I(X) ∩ I(Y ).
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4. X ⊂ V(I(X)).

Demostración. 1. Sea f ∈ k[x1, . . . , xn] tal que fn ∈ I(X) con n ≥ 0. Como
fn(a) = (f(a))n = 0 ∈ k para todo a ∈ X, se tiene que f(a) = 0 para todo
a ∈ X, entonces f ∈ I(X).

2. Es suficiente observar que si f es un polinomio que se anula en Y , entonces
f se anula en X ya que X ⊂ Y .

3. Como X,Y ⊂ X ∪ Y , por el item 2 tenemos que I(X ∪ Y ) ⊂ I(X) e
I(X ∪ Y ) ⊂ I(Y ), entonces I(X ∪ Y ) ⊂ I(X) ∩ I(Y ).

Si f ∈ I(X) ∩ I(Y ), entonces f |X = 0 y f |Y = 0, por lo tanto f |X∪Y = 0,
así que tenemos la igualdad I(X ∪ Y ) = I(X) ∩ I(Y ).

4. Como f ∈ I(X) si y sólo si f |X = 0, tenemos que para todo a ∈ X y para
todo f ∈ I(X) se cumple que f(a) = 0, entonces X ⊂ V(I(X))) por definición
de conjunto algebraico.

Lema 1.1.28. Si I ⊂ k[x1, . . . , xn] es un ideal, entonces
√
I ⊂ I(V(I)). En

particular I ⊂ I(V(I)).

Demostración. Comenzamos con el caso particular: si f ∈ I entonces f |V(I) = 0
ya que V(I) son los ceros comunes de I, por lo que f ∈ I(V(I)) y entonces
tenemos la inclusión: I ⊂ I(V(I)).

Ahora, como I(V(I)) es un ideal radical (proposición 1.1.27) tenemos que:
√
I ⊂

√
I(V(I)) = I(V(I)).

Proposición 1.1.29. Si X ⊂ kn es un subconjunto y X denota su clausura
con la topología de Zariski, entonces X = V(I(X)).

Demostración. De la proposición 1.1.27 sabemos que

X ⊂ V(J),

entonces:
I(X) ⊃ I(V(J)).

Por el lema 1.1.28 sabemos que I(V(J)) ⊃ J , por lo tanto

V(I(X)) ⊂ V(J),

lo que prueba la proposición.

Observación 1.1.30. Si X ⊂ kn consta de un sólo punto: X = {a}, entonces
I(X) = Ma; en efecto, I(X) son los polinomios que se anulan en a, es decir
I(X) = ker(ϵa) =Ma (ver la observación 1.1.22).
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Otro enunciado del teorema de los ceros de Hilbert, en su versión geométrica,
es el siguiente.

Teorema 1.1.31. Sea I ⊊ k[x1, . . . , xn] un ideal propio, entonces:

1. V(I) ̸= ∅.

2.
√
I =

⋂
M∈MM , donde M es el conjunto de ideales maximales de k[x1, . . . , xn]

que contienen a I.

3. I(V(I)) =
√
I.

Demostración. 1. Como I es un ideal propio, existe un ideal maximal que
contiene a I [1, Corolario 1.4]. Por el teorema 1.1.23 este ideal maximal es
de la forma Ma con a ∈ kn. Entonces V(I) ⊃ V(Ma) = {a} (observación
1.1.13). Luego V(I) ̸= ∅.

2. Como el radical de un ideal es igual a la intersección de todos los ideales
primos que lo contienen [1, Proposición 1.14.], la inclusión

√
I ⊂

⋂
M∈MM

es trivial, ya que los ideales maximales son primos.

Para probar la otra inclusión, sea

f ∈
⋂

M∈M
M ⊂ k[x1, . . . , xn].

Consideremos k[x1, . . . , xn][y] ∼= k[x1, . . . , xn, y] el anillo de polinomios
con n+1 indeterminadas. Observar que el anillo k[x1, . . . , xn] se identifica
canónicamente con un subanillo de k[x1, . . . , xn, y] y podemos considerar
que f ∈ k[x1, . . . , xn, y]. Sea J el ideal de k[x1, . . . , xn, y] generado por I
y el polinomio 1− yf :

J = ⟨I, 1− yf⟩ ⊂ k[x1, . . . , xn, y].

Veamos que V(J) = ∅ en kn+1. Para evitar confusiones usamos la nota-
ción Vn+1(S) para indicar el conjunto algebraico de kn+1 definido por un
subconjunto S del anillo de polinomios en n+ 1 indeterminadas. Así, con
esta notación, queremos probar que Vn+1(J) = ∅. Debido a la proposición
1.1.10 (4) tenemos que:

Vn+1(J) = Vn+1(I) ∩ Vn+1(1− yf).

Observar que si a = (a1, . . . , an) ∈ kn y ã = (a1, . . . , an, b) ∈ kn+1,
entonces para todo g ∈ k[x1, . . . , xn] ⊂ k[x1, . . . , xn, y] se tiene que ϵa(g) =
ϵã(g). Por lo tanto ã ∈ Vn+1(I) si y sólo si a ∈ V(I), que es no vacío por
1. Tomemos un elemento ã = (a1, . . . , an, b) ∈ Vn+1(I), un cero común
de I en kn+1. Por la proposición 1.1.25 tenemos que I ⊂ Ma. Por otro
lado f está contenido en todos los ideales maximales de k[x1, . . . , xn] que
contienen a I, así que f ∈ Ma, por lo que 0 = ϵa(f) = ϵã(f). Entonces
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ϵã(1−yf) = ϵã(1)−ϵã(y)ϵã(f) = 1, por lo que ã no es un cero del polinomio
1− yf así que no hay ceros comunes para ideal J en kn+1. Esto implica,
por 1, que J = k[x1, . . . , xn, y] y por lo tanto existen f1, . . . , fm ∈ I ⊂
k[x1, . . . , xn] y g1, . . . , gm, g ∈ k[x1, . . . , xn, y] tales que

1 = f1g1 + · · ·+ fmgm + (1− yf)g ∈ k[x1, . . . , xn, y]. (1.1)

Sea k(x1, . . . , xn) el cuerpo de fracciones de k[x1, . . . , xn] (ver [1, Capítu-
lo 3]). Como f ∈ k[x1, . . . , xn] \ {0}, si en la ecuación (1.1) hacemos la
sustitución y = 1

f obtenemos la siguiente igualdad en k(x1, . . . , xn):

1 = f1g1
(
x1, . . . , xn,

1

f

)
+ · · ·+ fmgm

(
x1, . . . , xn,

1

f

)
.

Multiplicando por fr, donde r es el grado mayor en y de los polinomios
gi, podemos eliminar denominadores y obtener la siguiente igualdad en
k[x1, . . . , xn]:

fr = frf1g1
(
x1, . . . , xn,

1

f

)
+ · · ·+ frfmgm

(
x1, . . . , xn,

1

f

)
,

donde ahora frgi
(
x1, . . . , xn,

1
f

)
∈ k[x1, . . . , xn] para todo i = 1, . . . ,m y

como fi pertenece I para todo i, entonces fr ∈ I, por lo tanto f ∈
√
I.

3. Del lema 1.1.28 tenemos la inclusión
√
I ⊂ I(V(I)). Como vimos en el item

anterior, el radical de I es la intersección de todos los ideales maximales
que lo contienen, entonces para probar la otra inclusión consideramos M
un ideal maximal que contiene a I, queremos ver que I(V(I)) está con-
tenido en M . Por el teorema 1.1.23, existe a ∈ kn, tal que M = Ma.
Entonces:

V(I) ⊃ V(M) = {a}
I(V(I)) ⊂ I

(
{a}
)
=M.

Así que I(V(I)) está contenido en todos los ideales maximales que contie-
nen a I, por lo tanto I(V(I)) ⊂

√
I.

En la proposición que sigue (1.1.32) probaremos que si I ⊊ k[x1, . . . , xn] es
un ideal propio, entonces el conjunto algebraico V(I) es el espacio topológico
subyacente de una variedad afín cuya álgebra asociada es k[x1, . . . , xn]

/√
I. Ob-

servemos que debido a la proposición 1.1.10, podemos considerar que I es un
ideal radical. Sea I un ideal radical y A = k[x1, . . . , xn]/I. Como hay una corres-
pondencia biyectiva entre los ideales maximales de A y los ideales maximales
de k[x1, . . . , xn] que contienen a I [1, Proposición 1.1], dada para cada a ∈ V(I)
por Ma 7→Ma+ I, donde I ⊂Ma y Ma+ I denota al ideal maximal de A cuyos
elementos son las clases de equivalencia de los elementos de Ma módulo I; esto
permite definir un mapa φI : V(I) → Spm(A) dado por φI(a) =Ma + I.
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Proposición 1.1.32. Sea I ⊊ k[x1, . . . , xn] un ideal radical. Consideremos
la k-álgebra A = k[x1, . . . , xn]

/
I y el mapa φI : V(I) → Spm(A) dado por

φI(a) = Ma + I. Entonces la terna (V(I), A, φI) es una variedad algebraica
afín.

Demostración. Es importante remarcar que Ma + I representa un elemento de
un cociente, en particular en este caso Ma + I ∈ A, donde I ⊂ Ma. Sabemos
que A es una k-álgebra finitamente generada (es el cociente de un anillo de
polinomios) y es reducida porque I es radical. Queremos probar que φI es un
homeomorfismo. Primero veamos que es inyectivo: sean a, b ∈ V(I) tal que
Ma+I =Mb+I. Si f ∈Ma, entonces existe g ∈Mb tal que f −g ∈ I ⊂Mb, así
que f(b) − g(b) = 0 y por lo tanto f(b) = 0 ya que g(b) = 0, entonces f ∈ Mb.
Esto muestra que Ma ⊂ Mb, pero como son ideales maximales, necesariamente
Ma =Mb y por lo tanto a = b, lo que prueba que φI es inyectivo. Es claro que
φI es sobreyectivo debido a que los ideales maximales de k[x1, . . . , xn] son de la
forma Ma, con a ∈ kn y los de Spm(A) son de la forma Ma + I. Ahora veamos
que φI es continua: sea Spm(A)f+I = {M + I ∈ Spm(A) / f + I /∈ M + I}
un abierto básico de Spm(A), donde f ∈ k[x1, . . . , xn] (ver la definición 1.1.1),
entonces:

φ−1
I

(
Spm(A)f+I

)
= {a ∈ V(I) / φI(a) =Ma + I ∈ Spm(A)f+I}
= {a ∈ V(I) / f + I /∈Ma + I}
= {a ∈ V(I) / f /∈Ma}
= {a ∈ V(I) / f(a) ̸= 0}
= V(I)f ,

que es un abierto básico de V(I) (ver la observación 1.1.15). De manera similar
podemos ver que φI es un mapa abierto (siguiendo con la misma notación):

φI
(
V(I

)
f
) = {Ma + I / a ∈ V(I)f}

= {Ma + I / a ∈ V(I), f(a) ̸= 0}
= {Ma + I / a ∈ V(I), f /∈Ma}
= Spm(A)f+I .

Como φI es biyectiva, continua y abierta, es un homeomorfismo.

Observación 1.1.33. Mencionaremos aquí que la proposición 1.1.32 tiene un
recíproco: si (X,A,φ) es una variedad afín, como A es una k-álgebra finita-
mente generada, existe un morfismo sobreyectivo de k-álgebras de un anillo de
polinomios en A:

g : k[x1, . . . , xn] → A,

por lo tanto existe un isomorfismo g̃ : k[x1, . . . , xn]/ ker(g) → A. Si llamamos
I = ker(g), como A es reducida (ver la definición 1.1.2), tenemos que I es
radical. A través del isomorfismo g̃ podemos considerar que el mapa φI : V(I) →
Spm

(
k[x1, . . . , xn]/I

)
tiene codominio Spm(A), entonces la composición φ−1

I ◦φ :
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X → V(I) de los homeomorfismos φ : X → Spm(A) y φ−1
I : Spm(A) → V(I) es

un homeomorfismo entre el espacio topológico subyacente X de la variedad afín
y el conjunto algebraico V(I). En la sección 2 probaremos que son isomorfos
como espacios anillados (ver la proposición 1.2.38).

Lema 1.1.34. Sean A y B k-álgebras conmutativas y finitamente generadas,
α : A → B un morfismo de k-álgebras y M ∈ Spm(B). Entonces α−1(M) ∈
Spm(A).

Demostración. Sea M ⊂ B un ideal maximal, entonces el cociente B/M es un
cuerpo y además una k-álgebra finitamente generada, así que por el teorema de
los ceros de Hilbert (1.1.21) se tiene que B/M ∼= k. ConsideremosM ′ = α−1(M)
y el morfismo de k-álgebras α : A/M ′ → B/M inducido por α mediante el
diagrama

A
α //

π1

��

B

π2

��
A/M ′

α
// B/M

a+M ′ � // α(a) +M

donde π1 y π2 son las proyecciones canónicas. Dado que que α(a) ∈M si y sólo
si a ∈ M ′, se tiene que el morfismo de k-álgebras α es inyectivo, por lo tanto
A/M ′ ∼= k y entonces M ′ es maximal.

Observación 1.1.35. Observemos que el lema anterior no es válido en general
para un morfismo de anillos f : A→ B. Por ejemplo, tenemos el mapa inclusión
f : Z ↪→ Q, de los enteros en los racionales, que es un morfismo de anillos. Pero
el ideal {0} ⊂ Q es maximal dado que Q es un cuerpo y f−1({0}) = {0} ⊂ Z
no es maximal en los enteros.

Definición 1.1.36. El lema 1.1.34 permite definir el mapa α∗ : Spm(B) →
Spm(A) dado por α∗(M) = α−1(M), donde α : A → B en un morfismo de
k-álgebras finitamente generadas.

Lema 1.1.37. Si α : A→ B es un morfismo de k-álgebras finitamente genera-
das, entonces el mapa α∗ : Spm(B) → Spm(A) es una función continua.

Demostración. Un abierto básico de Spm(A) es de la forma Spm(A)a = {M ∈
Spm(A) / a /∈M}, entonces(

α∗)−1(
Spm(A)a

)
=
{
N ∈ Spm(B)

/
α∗(N) ∈ Spm(A)a

}
=
{
N ∈ Spm(B)

/
a /∈ α−1(N)

}
= Spm(B)α(a),

que es un abierto de Spm(B).
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Corolario 1.1.38. Si α : A → B es un isomorfismo de k-álgebras finitamente
generadas, entonces α∗ es un homeomorfismo.

Demostración. Como α es un isomorfismo, α∗ es biyectiva; entonces, por el lema
anterior, es suficiente probar que α∗ es abierta:

α∗(Spm(B)b
)
=
{
α−1(N) ∈ Spm(A)

/
N ∈ Spm(B)b

}
=
{
α−1(N) ∈ Spm(A)

/
b /∈ N

}
=
{
α−1(N) ∈ Spm(A)

/
α−1(b) /∈ α−1(N)

}
= Spm(A)α−1(b),

que es un abierto de Spm(A), donde en la última igualdad hemos usado que α−1

establece una biyección entre los ideales maximales de A y los ideales maximales
de B.



22 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

1.2. Haces

Para poder seguir y dar una definición correcta del objeto principal de la
teoría, en nuestro caso la variedad algebraica, necesitamos el concepto de haz. En
esta sección daremos la definición de haz de k-álgebras en espacios topológicos
que es lo que nos interesa, aunque se puede dar una definición análoga para un
haz de objetos en otras categorías.

Primero recordemos algunas definiciones (ver, por ejemplo, [6]):

Definición 1.2.1.

Se dice que un conjunto S es dirigido si tiene un orden parcial ≤ y para
cada par de elementos s, t ∈ S existe r ∈ S tal que s ≤ r y t ≤ r.

Sea {As}s∈S una familia de k-álgebras indexadas en un conjunto dirigido
S. Para cada par de álgebras As, At con s, t ∈ S y s ≤ t, sea µst : As →
At un morfismo de álgebras. Diremos que la familia (As, µst)s,t∈S es un
sistema directo (también llamado sistema dirigido o sistema inductivo) si
verifica:
1) µss : As → As es el mapa identidad para cada s ∈ S.
2) Para todo par de morfismos µst y µtr, donde s ≤ t ≤ r, se verifica que
µtr ◦ µst = µsr.

As
µsr //

µst

��

Ar

At

µtr

>>

Sea (As, µst)s,t∈S un sistema directo de k-álgebras. El límite directo o
límite inductivo (también llamado colímite) que denotaremos por ĺımAs,
es una k-álgebra A junto con morfismos de álgebras µs : As → A para
todo s ∈ S tal que:
1) µs = µt ◦ µst para todo par de elementos s, t ∈ S, con s ≤ t.

As
µs //

µst

��

A

At

µt

>>

2) A =
⋃
s∈S µs

(
As
)
.

3) Si existen s ∈ S y a ∈ As tales que µs(a) = 0 ∈ A, entonces existe t ∈ S
con s ≤ t tal que µst(a) = 0.

Observemos que por 1), la unión en 2) es creciente, en el sentido que si s ≤ t
entonces µs(As) ⊂ µt(At); además si µst(a) = 0 para algún s y algún t, entonces
µsr(a) = 0 para todo r tal que t ≤ r.
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Observación 1.2.2. El límite directo de k-álgebras existe y es único a menos
de isomorfismos. Más aún, está caracterizado por la siguiente propiedad: si B
es una k-álgebra y αs : As → B es una familia de morfismos con s ∈ S tal que
αs = αt ◦ µst, entonces existe un único morfismo de k-álgebras f : A → B tal
que f ◦ µs = αs para todo s ∈ S.

As
αs //

µs

��

B

A

∃!f

>>

La definición de colímite puede darse por medio de esta propiedad universal.
En el caso de álgebras se puede probar que dicho colímite existe con la siguiente
construcción: se considera la unión disjunta de las álgebras As,

⊔
s∈S As, con una

relación de equivalencia ∼, donde a ∈ As es equivalente a b ∈ At si existe r ∈ S,
con s ≤ r y t ≤ r, tal que µsr(a) = µtr(b). Entonces el cociente A =

⊔
s∈S

As/ ∼
junto con las proyecciones canónicas πs : As → A es el límite directo del sistema
(As, µst). Omitimos los detalles de la prueba.

Definición 1.2.3. Sean (X, τ) un espacio topológico, F = {F(U)}U∈τ una
familia de k-álgebras indexadas en los abiertos de X y ρV U : F(V ) → F(U)
morfismos de k-álgebras para cada U ⊂ V abiertos de X. Diremos que (F , ρV U ),
o simplemente F , es un haz de k-álgebras en X si verifica:

1. F(∅) = 0 (en esta k-álgebra se tiene que 1 = 0).

2. La familia {F(V ), ρV U} es un sistema directo (donde τ está ordenado por
inclusión: V ≤ U si y sólo si U ⊂ V ). Es decir que se cumple:

a) ρUU = idF(U) es la identidad en F(U).

b) Si U ⊂ V ⊂ W son abiertos de X, entonces el siguiente diagrama
conmuta:

F(V )

ρV U

��

F(W )

ρWV

;;

ρWU ##
F(U)

3. Si U es un abierto de X, {Vi}i∈I una familia de abiertos de X tal que
U =

⋃
i Vi y {si}i∈I una familia de elementos tal que si ∈ F(Vi) con la

propiedad de que ρViVi∩Vj
(si) = ρVjVi∩Vj

(sj) para todo i, j ∈ I, entonces
existe s ∈ F(U) tal que ρUVi

(s) = si para todo i ∈ I. Si además para cada
i ∈ I se tiene que ρUVi

(s) = 0, entonces s = 0.
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En la definición anterior, los primeros dos items definen lo que usualmente se
llama un prehaz (de k-álgebras, en este caso). Observar que estamos admitiendo
que en una k-álgebra el elemento nulo pueda ser igual al elemento neutro para
el producto, en este caso el álgebra es el álgebra trivial {0} y el cuerpo k no
es un subanillo del álgebra. Además no existe un morfismo del álgebra trivial a
una k-álgebra no trivial, porque el 0 va al 0 y el 1 debe tener imagen 1. Sí existe
para cualquier anillo A un mapa trivial A→ {0}.

Con respecto a la nomenclatura: es usual escribir s|U para denotar ρV U (s);
un elemento de F(V ) es llamado una sección de F sobre V y los mapas ρV U son
llamados restricciones. Si es necesario denotamos por FX al haz para indicar
que es un haz sobre X.

Observación 1.2.4. Es importante mencionar que en el tercer item de la de-
finición 1.2.3, la condición sobre el 0 es equivalente a pedir que exista un único
s ∈ F(U) con la propiedad de que ρUVi

(s) = si para todo i.

Definición 1.2.5. Sean F y G dos haces en un espacio topológico X. Decimos
que G es un sub-haz de F y lo denotamos por G ⊂ F , si G(U) ⊂ F(U) para
todo abierto U ⊂ X y los mapas restricción de F inducen los mapas restricción
de G, es decir ρGUV (s) = ρFUV (s) para todo s ∈ G(U).

Definición 1.2.6. Sean X un espacio topológico y U ⊂ X un abierto de X. Si
F es un haz en X y consideramos a U con la topología inducida de X, entonces
F induce un haz en U al que denotaremos por F|U . Dicho haz está definido de
la siguiente manera: si V ⊂ U es un abierto de U , entonces V es abierto en X,
por lo tanto definimos F|U (V ) = F(V ), y los mapas restricciones están dados
simplemente por las restricciones del haz F . Es claro que F|U es un haz en U .

Ejemplo 1.2.7 (Haz de las funciones continuas). Sea (X, τ) un espacio topo-
lógico. Para cada abierto U ⊂ X no vacío consideramos la k-álgebra CX(U) =
{f : U → k / f es continua}, donde k tiene la topología de Zariski y CX(∅) = 0.
Entonces la familia de k-álgebras CX = {CX(U)}U∈τ junto con los mapas res-
tricción ρV U dados por la restricción de funciones ρV U (f) = f |U si U ̸= ∅ y
ρV∅ = 0 forman un haz para X. Es claro que CX verifica 1 y 2 de la definición
1.2.3. El punto 3 se verifica definiendo s de tal forma que s|Vi = si; no hay
problema con la definición ya que si Vi ∩ Vj ̸= ∅ entonces si y sj coinciden en
la intersección. Además la función s es continua porque su restricción a cada
abierto es continua. La unicidad es inmediata en este caso.

Definición 1.2.8. Dados un espacio topológico X y dos haces F y G en X,
un morfismo de haces φ : F → G es una familia de morfismos de k-álgebras
φV : F(V ) → G(V ) para todo V abierto de X tal que el siguiente diagrama
conmuta para cada par de abiertos U ⊂ V ⊂ X:

F(V )
φV //

ρFV U

��

G(V )

ρGV U

��
F(U)

φU

// G(U)
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Si tenemos dos morfismos de haces φ : H → F y ψ : F → G en X, entonces
se puede definir la composición de estos morfismos ψ ◦φ : H → G de la siguiente
manera: si V ⊂ X es un abierto, (ψ ◦ φ)V = ψV ◦ φV : H(V ) → G(V ) es la
composición de morfismos de álgebras. Si U ⊂ V es otro abierto, entonces el
siguiente diagrama conmuta

H(V )
φV //

ρHV U

��

F(V )
ψV //

ρFV U

��

G(V )

ρGV U

��
H(U)

φU

// F(U)
ψU

// G(U)

Si F es un haz en X, entonces se puede definir el morfismo identidad idF :
F → F , tal que para cada V ⊂ X abierto, está dado por el morfismo identidad
idFV : F(V ) → F(V ) de k-álgebras. Si U ⊂ V son dos abiertos entonces el
diagrama siguiente conmuta

F(V )
idF

V //

ρV U

��

F(V )

ρV U

��
F(U)

idF
U

// F(U)

De la definición se deduce inmediatamente que la composición de morfismos
de haces es asociativa, es decir que dados tres morfismos de haces en X, φ :
H → F , ψ : F → G y ξ : G → P tenemos que (ξ ◦ ψ) ◦ φ = ξ ◦ (ψ ◦ φ);
además idF ◦ φ = φ y ψ ◦ idF = ψ, por lo tanto tenemos una categoría donde
los objetos son los haces de k-álgebras en un espacio topológico X y las flechas
son los morfismos de haces en X. Nos referiremos a esta categoría simplemente
como la categoría de haces en X. Un morfismo de haces φ : F → G en X es
un isomorfismo si es un isomorfismo en la categoría de haces en X, es decir si
existe un morfismo de haces ψ : G → F en X tal que ψ ◦φ = idF y φ ◦ψ = idG .

Definición 1.2.9. Sea F un haz sobre un espacio topológico X y x ∈ X un
punto. Sea τx el conjunto de abiertos de X que contienen a x. Consideramos
en dicho conjunto el orden parcial dado por la inclusión: V ≤ U si y sólo si
U ⊂ V ; por lo que τx con este orden es un conjunto dirigido, ya que si U y V
son entornos abiertos de x, entonces U∩V es un entorno abierto de x. Definimos
la fibra Fx (a veces también denotada por FX,x) de F en el punto x ∈ X como
ĺım
x∈V

F(V ), es decir el límite directo del sistema directo {F(V ), ρV U}V,U∈τx .

Los elementos de Fx pueden verse como clases de equivalencias de la si-
guiente manera: consideramos la unión disjunta de todas las secciones de F ,⊔
x∈V⊂X

F(V ) con la siguiente relación de equivalencia: sean s ∈ F(V ) y t ∈

F(U), s ∼ t si y sólo si existe W ⊂ V ∩ U abierto tal que x ∈W y s|W = t|W .
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Si s es una sección, entonces denotamos por sx a la clase de s en Fx y por
πV : F(V ) → Ox a las proyecciones canónicas πV (s) = sx. El elemento sx es
llamado germen de s en x.

Observación 1.2.10. 1. La fibra Fx de un haz F en un punto x es una k-
álgebra, por ser el límite directo de una familia directa de k-álgebras.
2. Si α : F → G es un morfismo de haces en X, entonces α induce un morfismo
αx : Fx → Gx de k-álgebra en las fibras, tal que para todo V abierto de X que
contiene a x, el siguiente diagrama conmuta:

F(V )
αV //

πV

��

G(V )

πV

��
Fx αx

// Gx

Definición 1.2.11. Sean X e Y espacios topológicos, f : X → Y una función
continua y F un haz en X. Definimos el haz imagen directa f∗F en Y de la
siguiente manera: f∗F(V ) = F(f−1(V )) para todo abierto V de Y ; las restric-
ciones son los mapas ρf∗FV U = ρFf−1(V )f−1(U) : F(f−1(V )) → F(f−1(U)) donde
V ⊂ U son abiertos.

Es fácil ver que la imagen directa de un haz es un haz, por lo que omitimos
la prueba.

Observación 1.2.12. Si f : X → Y y g : Y → Z son funciones continuas,
donde X, Y , Z son espacios topológicos y F es un haz en X, se tiene que el haz
(g ◦f)∗F en Z es igual al haz g∗f∗F ; en efecto, si V ⊂ Z es un abierto, entonces

(g◦f)∗F(V ) = F
(
(g◦f)−1(V )

)
= F

(
f−1

(
g−1(V )

))
= f∗F

(
g−1(V )

)
= g∗f∗F(V ).

Definición 1.2.13. Sean X e Y dos espacios topológicos y f : X → Y una
función continua. Si φ : F → G es un morfismo de haces en X, definimos el
mapa

f∗φ : f∗F → f∗G

dado para cada abierto V ⊂ Y por (f∗φ)V = φf−1(V ).

Es inmediato verificar que f∗φ es un morfismo de haces en Y : si V ⊂ U son
dos abiertos de Y , entonces el siguiente diagrama conmuta debido a que φ es
un morfismo de haces en X

f∗F(U)
(f∗φ)U //

��

f∗G(U)

��
f∗F(V )

(f∗φ)V // f∗G(V )

donde los mapas verticales son los mapas restricción dados en la definición 1.2.11.
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Si φ : F → G y ψ : G → H son dos morfismos de haces en X, entonces
f∗(ψ ◦ φ) = (f∗ψ) ◦ (f∗φ); en efecto, si V ⊂ Y es un abierto [f∗(ψ ◦ φ)]V =
(ψ ◦ φ)f−1(V ) = ψf−1(V ) ◦ φf−1(V ) = (f∗ψ)V ◦ (f∗φ)V . Además tenemos que(
f∗id

F)
V

= idFf−1(V ) = id
f∗F

V , es decir f∗idF = idf∗F , por lo tanto el mapa f∗
es un functor de la categoría de haces en X en la categoría de haces en Y .

Definición 1.2.14. Diremos que un par (X,F) es un k-espacio anillado o
simplemente un espacio anillado si X es un espacio topológico y F es un haz
de k-álgebras en X.

Definición 1.2.15. Sean (X,FX) e (Y,FY ) dos espacios anillados. Un morfismo
de espacios anillados es un par (f, φ) : (X,FX) → (Y,FY ), donde f : X → Y
es una función continua y φ : FY → f∗FX es un morfismo de haces en Y .

Observación 1.2.16. Sean (f, φ) : (X,FX) → (Y,FY ) un morfismo de espacios
anillados y x ∈ X. Para cada V ⊂ Y abierto tal que f(x) ∈ V , consideramos el
morfismo de k-álgebras αV : FY (V ) → FX,x dado por la composición πf−1(V ) ◦
φV :

FY (V )
φV // f∗FX(V ) = FX(f−1(V ))

πf−1(V )// FX,x

donde π denota la proyección canónica. Como φ es un morfismo de haces y
los πf−1(V ) son las proyecciones de las secciones sobre la fibra, se tiene que los
mapas αV conmutan con las restricciones de FY , es decir αV = αV ′ ◦ ρFY

V V ′

para todo par de abiertos V ′ ⊂ V ⊂ Y que contienen a f(x). Entonces, por la
propiedad universal del límite directo (ver la observación 1.2.2), existe un único
morfismo φx : FY,f(x) → FX,x tal que para todo V ⊂ Y abierto, con f(x) ∈ V ,
el diagrama conmuta:

FY (V )
αV //

πV

��

FX,x

FY,f(x)

φx

;;

y tenemos la siguiente definición.

Definición 1.2.17. Diremos que φx es el morfismo inducido en las fibras por
el morfismo (f, φ).

Ejemplo 1.2.18. Sea (X,F) un espacio anillado e id : X → X la función
identidad. Es claro que que los haces id∗F y F coinciden; si consideramos
el morfismo de haces identidad idF : F → F = id∗F , entonces el mapa(
id, idF

)
: (X,F) → (X,F) es un morfismo de espacios anillados al que lla-

maremos morfismo identidad.

Definición 1.2.19. Sean (f, φ) : (X,FX) → (Y,FY ) y (g, ψ) : (Y, FY ) →
(Z,FZ) dos morfismos de espacios anillados. Definimos la composición (g, ψ) ◦
(f, φ) como el morfismo de espacios anillados

(g ◦ f, (g∗φ) ◦ ψ) : (X,FX) → (Z,FZ),
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donde g ◦ f : X → Z es la composición de funciones y (g∗φ) ◦ ψ es el morfismo
de haces en Z dado por la composición de ψ con g∗φ:

FZ
(g∗φ)◦ψ //

ψ ""

g∗f∗FX = (g ◦ f)∗(FX)

g∗FY

g∗φ

66

Es claro que la composición de morfismos de espacios anillados es asociativa
y que para cada morfismo (f, φ) : (X,F) → (Y,G) de espacios anillados, se
tiene que (f, φ) ◦

(
id|X , idF

)
= (f, φ) =

(
id|Y , idG

)
◦ (f, φ), entonces tenemos

una categoría donde los objetos son los k-espacios anillados y las flechas son los
morfismos de k-espacios anillados, llamaremos categoría de espacios anillados
a dicha categoría. Un isomorfismo de k-espacios anillados es simplemente un
isomorfismo en la categoría de espacios anillados.

Observación 1.2.20. Si (f, φ) : (X,F) → (Y,G) es un isomorfismo de espacios
anillados y (g, ψ) es la inversa de (f, φ), entonces es claro que f : X → Y es
un homeomorfismo y f−1 = g. Además, por la definición de composición de
morfismos de haces, tenemos que (g∗φ) ◦ ψ = idF y (f∗ψ) ◦ φ = idG , lo que
implica que φV es invertible para todo abierto V ⊂ Y y φ−1

V = ψf−1(V ). Así
que (f, φ) es un isomorfismo si y sólo si f es un homeomorfismo y φ : G → f∗F
es un isomorfismo de haces en Y .

Definición 1.2.21. Sean X e Y espacios topológicos y f : X → Y una función
continua. Si FX ⊂ CX y FY ⊂ CY son sub-haces de las funciones continuas en X
e Y respectivamente tal que para todo V ⊂ Y abierto y para todo α ∈ FY (V )
se tiene que

α ◦ f |f−1(V ) ∈ FX(f−1(V )),

podemos definir el morfismo de haces en Y :

f# : FY → f∗FX

dado por la pre-composición con f , es decir, si V ⊂ Y es un abierto y α ∈ FY (V ),
definimos f#V (α) = α ◦ f |f−1(V ).

f#V : FY (V ) → FX
(
f−1(V )

)
α 7→ α ◦ f |f−1(V )

f−1(V )
f //

α◦f
##

V

α

��
k



1.2. HACES 29

Si V ⊂ U ⊂ Y son abiertos, la conmutatividad del diagrama:

FY (U)
f#
U //

��

f∗FX(U)

��
FY (V )

f#
V // f∗FX(V )

es inmediata debido a que las restricciones (los mapas verticales) son de funcio-
nes.

Ejemplo 1.2.22. Si X es un espacio topológico, entonces el par (X, CX) es
un espacio anillado. Si f : X → Y es una función continua entre espacios
topológicos, entonces (f, f#) : (X, CX) → (Y, CY ) es un morfismo de espacios
anillados.

1.2.1. Variedades afines como espacios anillados

En esta sección definiremos un haz, tanto para un conjunto algebraico como
para el espacio topológico subyacente de una variedad afín, pudiendo verlos de
esta manera como espacios anillados. Ya vimos que un conjunto algebraico de kn
puede verse como una variedad afín (proposición 1.1.32). Más aún, vimos que
tenemos una correspondencia entre los conjuntos algebraicos y las variedades
afines (ver la observación 1.1.33). Probaremos mediante dicha corresponden-
cia que toda variedad afín es isomorfa, como espacio anillado, a un conjunto
algebraico (proposición 1.2.38).

Definición 1.2.23. Sea X un conjunto algebraico de kn. Decimos que una
función f : X → k es polinomial o regular en X si existe un polinomio p ∈
k[x1, . . . , xn] tal que f = p|X . Usamos la notación k[X] para el conjunto de las
funciones polinomiales en X.

Observación 1.2.24. 1. Si X ⊂ kn es un conjunto algebraico, el conjunto
de funciones polinomiales k[X] es una sub-álgebra del álgebra de funciones
kX . Si consideramos el morfismo de k-álgebras R : k[x1, . . . , xn] → kX
dado por la restricción R(f) = f |X , entonces

k[X] = R
(
k[x1, . . . , xn]

) ∼= k[x1, . . . , xn]
I

,

donde I = ker(R) = I(X) es un ideal radical, así que k[X] no tiene
nilpotentes no nulos; por lo tanto el álgebra k[X] es finitamente generada
y reducida, pero no necesariamente es un domino de integridad a menos
que X sea irreducible, pero esto lo vemos más adelante.

2. Observar que si f ∈ k[X] es una función polinomial y p ∈ k[x1, . . . , xn] es
un polinomio tal que f = p|X , entonces Xp = {x ∈ X / p(x) ̸= 0} = {x ∈
X / f(x) ̸= 0}, por lo que no hay riesgo de confusión si usamos la notación
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Xf := {x ∈ X / f(x) ̸= 0} cuando f es una función polinomial en X. De
la sección 1.1.1, se deduce inmediatamente que la familia de conjuntos Xf

con f ∈ k[X] forman una base para la topología de Zariski de X y que
Xf ∩Xg = Xfg para todo f, g ∈ k[X].

3. Al igual que como definimos un conjunto algebraico (los ceros comunes
de un conjunto de polinomios), podemos considerar para un conjunto de
funciones polinomiales S ⊂ k[X], los ceros de S (en X):

V(S) = {x ∈ X / f(x) = 0 para todo f ∈ S}.

Es claro que sigue siendo válida la igualdad V(S) = V(⟨S⟩), donde ⟨S⟩
es el ideal generado por S en k[X] (ver la proposición 1.1.10). Si π :
k[x1, . . . , xn] → k[X] es la proyección canónica, hay una correspondencia
biyectiva (que preserva el orden de inclusión) entre los ideales J ⊂ k[X]
y los ideales de k[x1, . . . , xn] que contienen a I dada por J 7→ π−1(J).
Tener en cuenta que π−1(J) es un ideal en el anillo de polinomios, y que
por lo tanto J son las funciones polinomiales que se obtienen restringiendo
dichos polinomios al conjunto X. Es decir, que cuando J ⊂ k[X] es un
ideal, tenemos que:

V(J) =V
(
π−1(J)

)
∩X

=V
(
π−1(J)

)
∩ V(I)

=V
(
π−1(J) ∪ I

)
=V
(
π−1(J)

)
,

donde la última igualdad es porque π−1(J) es un ideal que contiene a I.
Por lo tanto el conjunto V(J) es un cerrado de X con la topología de
Zariski y es claro que Xf = X \ V(f) para f ∈ k[X].

4. El álgebra de funciones k[X] separa puntos de cerrados: si Y ⊂ X es un
cerrado contenido en X y x ∈ X \ Y , se tiene que x /∈ Y = Y = V(I(Y ))
(proposición 1.1.29), entonces existe p ∈ I(Y ) ⊂ k[x1, . . . , xn] tal que
p(x) ̸= 0, por lo que existe f = p|X ∈ k[X] tal que f |Y = p|Y = 0 y
f(x) ̸= 0. En particular si x, y ∈ X con x ̸= y, existe f ∈ k[X] tal que
f(x) ̸= f(y).

5. Por último, la relación entre los ideales de k[X] y los ideales de k[x1, . . . , xn]
que contienen a I, hace corresponder ideales maximales, primos y radicales
con ideales maximales, primos y radicales respectivamente. Por lo tanto,
y debido al teorema de los ceros de Hilbert, hay una correspondencia bi-
yectiva (que invierte el orden de inclusión) entre los conjuntos cerrados
de X y los ideales radicales de k[X]. Si J, J ′ ∈ k[X] son ideales tal que
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V(J) ⊂ V(J ′), entonces

V
(
π−1(J)

)
⊂ V

(
π−1(J ′)

)
I
(
V
(
π−1(J)

))
⊃ I

(
V
(
π−1(J ′)

))√
π−1(J) ⊃

√
π−1(J ′) en k[x1, . . . , xn]

√
J ⊃

√
J ′ en k[X].

Lema 1.2.25. Si X es un conjunto algebraico y f : X → k es una función
polinomial en X, entonces f es continua con la topología de Zariski.

Demostración. La topología de Zariski en k coincide con la topología de los
complementos finitos, en otras palabras: un conjunto es cerrado si y sólo si es
finito. Por lo tanto es suficiente con ver que la preimagen de un punto a ∈ k, a
través de la función f , es un cerrado de X:

f−1(a) = {x ∈ X / f(x) = a} = {x ∈ X / f(x)− a = 0} = (Xg)
c,

donde g = f − a ∈ k[X].

Definición 1.2.26. SeaX un conjunto algebraico y U ⊂ X un abierto. Decimos
que una función f : U → k es regular en x si existe un abierto V ⊂ U con x ∈ V

y funciones g, h ∈ k[X] tales que h(y) ̸= 0 ∀y ∈ V y f |V =
( g
h

) ∣∣∣
V

.

Si f : U → k es una función regular en todo punto x ∈ U , decimos que f es
regular en U . Denotamos por OX(U) a las funciones regulares en U .

Observación 1.2.27. Si consideramos V ⊂ U dos abiertos de X, entonces el
mapa ρUV : OX(U) → OX(V ) dado por la restricción de funciones ρUV (f) =
f |V es un morfismo de k-álgebras. La familia {OX(U) / U es abierto de X}
junto con los mapas restricción ρUV : U → V forman un haz de k-álgebras
para X; es claro que que si f es regular en U , entonces f es continua (sigue
inmediatamente de la definición y del lema 1.2.25), por lo tanto OX es un sub-
haz del haz de funciones continuas CX (ejemplo 1.2.7).

Definición 1.2.28. Sea X un conjunto algebraico. Llamaremos haz de funcio-
nes regulares en X al haz dado en la observación 1.2.27.

Ahora queremos identificar o describir el álgebra de funciones regulares
OX(U) en un abierto básico de un conjunto algebraico (teorema 1.2.31). Pa-
ra esto es útil el siguiente lema y su corolario, que permite de alguna manera
controlar mejor el entorno de un punto donde una función es regular.

Lema 1.2.29. Sea X un conjunto algebraico; sea U ⊂ X un abierto. Si f :
U → k es una función regular en x ∈ U , entonces existen funciones polinomiales
g, r ∈ k[X] tales que x ∈ Xr ⊂ U y f |Xr

=
g

r

∣∣∣
Xr

.
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Demostración. Como f es regular en x, existen un abierto V ⊂ U con x ∈ V y
funciones polinomiales p, q ∈ k[X] tal que

f |V =
p

q

∣∣∣
V

(1.2)

donde q(y) ̸= 0 para todo y ∈ V ; por lo tanto V ⊂ Xq. Podemos tomar un
abierto básico Xs, con s ∈ k[X], tal que x ∈ Xs ⊂ V ⊂ Xq, entonces V(⟨s⟩) ⊃
V(⟨q⟩), por lo tanto s ∈

√
⟨q⟩ (observación 1.2.24), así que existen k > 0 y

h′ ∈ k[X] tal que sk = qh′. Como Xs = Xsk = Xq ∩ Xh′ , h′ no se anula en
Xs, por lo tanto podemos multiplicar por h′ el numerador y denominador de la
ecuación 1.2 y obtener la igualdad:

f |Xs =
ph′

qh′

∣∣∣
Xs

=
ph′

sk

∣∣∣
Xs

.

Tomando g = ph′ y r = sk terminamos la prueba.

Corolario 1.2.30. Sea X un conjunto algebraico y U ⊂ X un abierto. Si
f : U → k es una función regular en U , entonces existen una cantidad finita de
funciones polinomiales gi, hi ∈ k[X] con i = 1, 2 . . . , n tal que

U =

n⋃
i=1

Xhi

y
f |Xhi

=
gi
hi

∣∣∣
Xhi

Demostración. Debido a que U es compacto, se deduce inmediatamente del lema
1.2.29.

Teorema 1.2.31. Sean X un conjunto algebraico y h ∈ k[X] un elemento no
nulo, entonces k[X]h ∼= OX(Xh), en particular OX(X) ∼= k[X].

Demostración. Para esta prueba seguimos [6, Lema 3.10 y Proposición 3.11].
Veamos que es posible definir el siguiente mapa:

Φ : k[X]h → OX(Xh)
g

hn
7→ g

hn
: Xh → k,

es decir Φ
( g

hn

)
(x) =

g(x)

hn(x)
para todo x ∈ Xh. Este mapa no depende de la

clase de equivalencia: si tenemos otro representante de
g

hn
en k[X]h, digamos

g′

hm
, entonces existe k ≥ 0 tal que hk(g′hn − ghm) = 0 en k[X], y como h no

se anula en Xh, necesariamente se tiene que g′hn = ghm en Xh y por lo tanto
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g′(x)

hm(x)
=

g(x)

hn(x)
para todo x ∈ Xh. Además es claro que el mapa definido de

esta manera es un morfismo de k-álgebras. Probemos ahora que es inyectivo: si
g

hn
= 0 en Xh, es decir

g(x)

hn(x)
= 0 para todo x ∈ Xh, entonces g(x) = 0 para

todo x ∈ Xh y como h se anula en X \Xh, se tiene que el producto gh se anula

en X, entonces
g

1
=

0

1
= 0 en k[X]h ya que (g · 1 − 0 · 1)h = gh = 0 y por lo

tanto
g

hn
= 0 en k[X]h.

Para probar que el mapa es sobreyectivo consideramos una función regular
f ∈ OX(Xh) y queremos ver que proviene de un elemento de k[X]h por medio
de la función Φ. Por el corolario 1.2.30 existen una cantidad finita de funciones
polinomiales gi, hi ∈ k[X] con i = 1, 2 . . . , n tal que

Xh =

n⋃
i=1

Xhi

y
f |Xhi

=
gi
hi

∣∣∣
Xhi

.

Dados dos abiertosXhi
yXhj

tenemos queXhi
∩Xhj

= Xhihj
(ver la observación

1.2.24) y por lo tanto
gi
hi

y
gj
hj

deben coincidir en Xhihj
, entonces gihj−gjhi = 0

en Xhihj
. Como hihj = 0 en X \Xhihj

tenemos que hihj(gihj − gjhi) se anula
en X, por lo tanto

gihih
2
j = gjh

2
ihj en X. (1.3)

Para cada i, Xhi
= Xhi

∩Xhi
= Xh2

i
, entonces Xh =

⋃n
i=1Xh2

i
, así que h(x) = 0

si y sólo si h2i (x) = 0 para cada i = 1, . . . , n, por lo tanto V(h) = V(h21, . . . , h2n).
Entonces tenemos que h ∈

√
⟨h1, . . . , hn⟩, por lo que existen ai ∈ k[X] con

i = 1, . . . , n y m > 0 tal que

hm =

n∑
i=1

aih
2
i .

Afirmamos que f =

∑n
i=1 aigihi
hm

∣∣∣
Xh

.

Para demostrar la afirmación podemos ver que la igualdad se cumple res-
tringiendo a cada Xhj

. Como f |Xhj
=
gj
hj

∣∣∣
Xhj

, tenemos que (fhj)|Xhj
= gj |Xhj

.

Por otro lado, usando la igualdad 1.3, tenemos lo siguiente:

h2j
∑
i

aigihi =
∑
i

ai

︷ ︸︸ ︷
gihih

2
j =

∑
i

ai

︷ ︸︸ ︷
gjh

2
ihj

= gjhj
∑
i

aih
2
i

= gjhjh
m,
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restringiendo a Xhj tenemos:(
h2j
∑
i

aigihi

)∣∣∣
Xhj

= (gj)|Xhj
(hjh

m)|Xhj
= (fhj)|Xhj

(hjh
m)|Xhj

= (fh2jh
m)|Xhj

.

Como h2j no se anula en Xhj lo podemos cancelar para obtener la igualdad

n∑
i=1

aigihi = fhm en Xhj ,

luego

f |Xhj
=

∑n
i=1 aigihi
hm

∣∣∣
Xhj

.

Concluimos que f = Φ
( g

hm

)
, donde g =

∑n
i=1 aigihi ∈ k[X].

Proposición 1.2.32. Sea X un conjunto algebraico y O el haz de funciones
regulares. Si x ∈ X y Mx es el ideal maximal de k[X] correspondiente al punto
x, entonces Ox

∼= k[X]Mx .

Demostración. La fibra Ox es el límite directo del sistema (O(U), ρUV )x∈U don-
de O(U) son las funciones regulares en el abierto U y los mapas ρUV : O(U) →
O(V ) están dados por la restricción de funciones para todo V ⊂ U . Veamos
que podemos definir mapas µU : O(U) → k[X]Mx

para cada abierto U ⊂ X
que contiene a x de tal manera que se verifiquen las tres propiedades del límite
directo dadas en la definición 1.2.1. Si f ∈ O(U), como f es regular en x ∈ U ,
existen g, h ∈ k[X] tales que x ∈ Xh ⊂ U y f |Xh

=
g

h

∣∣∣
Xh

; ya que h /∈ Mx

definimos:
µU (f) =

g

h
∈ k[X]Mx .

Comprobamos primero que µU no depende g, h: Si f |Xh′ =
g′

h′

∣∣∣
Xh′

con g′, h′ ∈

k[X] y x ∈ Xh′ ⊂ U , entonces x ∈ Xh ∩Xh′ = Xhh′ ⊂ U y

g

h

∣∣∣
Xhh′

= f |Xhh′ =
g′

h′

∣∣∣
Xhh′

,

entonces, multiplicando por h y h′ tenemos:

gh′

hh′

∣∣∣
Xhh′

=
g′h

h′h

∣∣∣
Xhh′

.

Por el teorema 1.2.31 tenemos que
g′h

h′h
=

gh′

hh′
en k[X]hh′ . Como el mapa

k[X]h → k[X]Mx
, dado por

a

h
7→ a

h
es un morfismo de k-álgebras para todo h, se

tiene que
g′h

h′h
=
gh′

hh′
en k[X]Mx , entonces

g′

h′
=
g

h
en k[X]Mx . Una vez probado



1.2. HACES 35

que µU no depende de la elección de g, h ∈ k[X], es claro que µU es un morfismo
de k-álgebras para cada entorno abierto U de x. Queremos ver que k[X]Mx junto
con los mapas µU es el límite directo del sistema

(
O(U), ρUV

)
. El item 1) y 2) de

la definición 1.2.1 se verifican inmediatamente; para verificar 3) sea f ∈ O(U) tal
que µU (f) = 0 en k[X]Mx

. Sean g, h ∈ k[X] tal que f |Xh
=
g

h

∣∣∣
Xh

, entones
g

h
= 0

en k[X]Mx
, por lo tanto existe h′ ∈ k[X] \Mx tal que h′g = 0. Como h′|Xh′ ̸= 0

se tiene que g|Xh′ = 0, entonces f |Xhh′ =
g

h

∣∣∣
Xhh′

= 0 ya que Xhh′ = Xh ∩Xh′ ,

por lo tanto ρUXhh′ (f) = 0. Se concluye que ĺım
x∈U

O(U) ∼= k[X]Mx
.

Ahora, dada una variedad algebraica afín (X,A,φ), queremos definir un haz
de k-álgebras en X, el haz estructural de la variedad X. Comenzamos con un
lema y un par de observaciones antes de definir dicho haz.

Lema 1.2.33. Sea A una k-álgebra afín y R ⊂ A la intersección de todos los
ideales maximales de A, entonces R = {0}.

Demostración. Como A es afín, tenemos que A ∼= k[x1, . . . , xn]/I, con I un ideal
radical (ver la observación 1.1.33). Entonces los ideales maximales de A están
en correspondencia con los ideales maximales de k[x1, . . . , xn] que contienen a
I [1, Proposición 1.1.], pero I es igual a la intersección de todos estos ideales
(teorema 1.1.31), por lo tanto se tiene que la intersección de todos los ideales
maximales de A es {0}.

Observación 1.2.34. 1. Si A es una k-álgebra finitamente generada y M ⊂
A es un ideal maximal, entonces A/M es un cuerpo que también es una
k-álgebra finitamente generada. Recordar que k puede verse como un sub-
cuerpo del álgebra A y que además es algebraicamente cerrado, entonces
si restringimos al cuerpo k la proyección canónica π : A → A/M , es
decir π|k(λ) = λ +M para cada λ ∈ k, por el teorema de los ceros de
Hilbert (teorema 1.1.21) tenemos que π|k establece un isomorfismo entre
los cuerpos k y A/M .

2. Mostraremos ahora que el álgebra A asociada a la variedad afín (X,A,φ)
puede verse como una sub-álgebra del álgebra de funciones kX :

Sea ϕ : A→ kX , dada para cada a ∈ A y x ∈ X por [ϕ(a)](x) = a+Mx ∈
A/Mx

∼= k (vía el isomorfismo del item 1), donde Mx = φ(x) es el ideal
maximal correspondiente a x. Es claro que ϕ define un morfismo de k-
álgebras; podemos ver que es inyectivo ya que si [ϕ(a)](x) = a +Mx = 0
para todo x ∈ X, entonces a ∈ Mx para todo x ∈ X, es decir que a
pertenece a todos los ideales maximales de A, por lo tanto a = 0 (lema
1.2.33).

3. Observemos que para cada a ∈ A, la función ϕ(a) : X → k definida en el
item anterior, es continua; en efecto, un abierto básico del cuerpo k es el
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complemento de un elemento, digamos {λ}c ⊂ k con λ ∈ k, entonces:[
ϕ(a)

]−1({λ}c) = {x ∈ X
/
ϕ(a)(x) ̸= λ

}
=
{
x ∈ X

/
a− λ /∈ φ(x)

}
=
{
x ∈ X

/
φ(x) ∈ Spm(A)a−λ

}
=φ−1

(
Spm(A)a−λ

)
,

que es un abierto en X.

4. Cuando X = V(I) es un conjunto algebraico con I ⊂ k[x1, . . . , xn] un
ideal radical, ya vimos que la terna (X,A,φI) es una variedad afín, donde
A = k[x1, . . . , xn]/I ∼= k[X] y φI(x) = Mx + I (proposición 1.1.32). Para
esta variedad afín tenemos que ϕ(f) = f para toda f ∈ k[X]; en efecto,
si x ∈ X, tenemos que ϕ(f)(x) = f + (Mx + I), vía el isomorfismo π|k :
k→ k[X]/(Mx + I) ∼= k[x1, . . . , xn]/Mx existe λ ∈ k tal que f − λ ∈Mx,
es decir que f(x)− λ = 0 así que f(x) = λ. Entonces ϕ(f)(x) = f(x).

Motivado por estas observaciones tenemos la siguiente definición de función
regular para una variedad afín, dicha definición coincide con la definición 1.2.26
de función regular cuando la variedad afín es un conjunto algebraico.

Definición 1.2.35 (Funciones regulares en una variedad afín). Sea (X,A,φ)
una variedad algebraica afín y ϕ el mapa dado en la observación 1.2.34. Diremos
que una función f : U → k con U abierto de X es regular en x ∈ U si existen
Ux ⊂ U abierto de X que contiene a x y elementos a, b ∈ A tales que f |Ux

=
ϕ(a)

ϕ(b)

∣∣∣
Ux

, donde [ϕ(b)](y) ̸= 0 para todo y ∈ Ux, es decir que b /∈ My para todo

y ∈ Ux. Si f es regular para todo x ∈ U diremos que f es regular en U o
simplemente que f es regular.

Observación 1.2.36. Como las funciones ϕ(a) son continuas para cada a ∈ A,
tenemos que el conjunto de las funciones regulares en un abierto U , al que deno-
taremos por OX(U), es una sub-álgebra de la k-álgebra de funciones continuas
CX(U). Si en la definición 1.2.35 consideramos V ⊂ U otro abierto de X, se
tiene que si f es regular en U , entonces f es regular en V , esto quiere decir
que f |V ∈ OX(V ); por lo tanto se puede considerar el morfismo de k-álgebras
ρUV : OX(U) → OX(V ) dado por la restricción de funciones. Al igual que las
funciones regulares en un conjunto algebraico (ver la observación 1.2.27), la fa-
milia de k-álgebras OX(U) junto con la restricción de funciones forman un haz
para X; dicho haz es un sub-haz del haz de funciones continuas CX .

Definición 1.2.37. Si (X,A,φ) es una variedad afín, llamaremos haz estructu-
ral de la variedad afín al haz enX dado por las funciones regulares. Denotaremos
a este haz por OX .

Proposición 1.2.38. Sea (X,A,φ) una variedad algebraica afín y OX el haz
estructural de la variedad afín X. Entonces existe un conjunto algebraico Y ⊂
An para algún n ∈ N tal que (X,OX) ∼= (Y,OY ) como espacios anillados, donde
OY es el haz de funciones regulares en Y .
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Demostración. Como A es afín, existe un n tal que A ∼= k[x1, . . . , xn]/I donde
I ⊂ k[x1, . . . , xn] es un ideal radical. Si consideramos el conjunto algebraico
Y = V(I), entonces A ∼= k[Y ]. De la observación 1.1.33 sabemos que el mapa
f = φ−1

I ◦ φ : X → Y es un homeomorfismo,

X
φ //

f ##

Spm(A)

φ−1
I

��
V(I)

donde φI : V(I) → Spm(A) ∼= Spm
(
k[Y ]

)
está dado por φI(y) = My + I

(proposición 1.1.32).
Vamos a definir ahora un morfismo de haces ξ : OY → f∗OX en Y , dado

para cada V ⊂ Y abierto de Y y para cada α ∈ OY (V ) por ξV (α) = α◦f |f−1(V ).

OY (V )
ξV // f∗OX(V ) = OX(f−1(V ))

f−1(V )

ξV (α)

))

f // V

α∈OY (V )

��
k

El par (f, ξ) será el isomorfismo entre (X,OX) e (Y,OY ). Primero tenemos que
verificar que ξV (α) ∈ f∗OX(V ) = OX(f−1(V )) para toda α ∈ OY (V ), es decir
que ξV (α) es regular en f−1(V ). Sea x0 ∈ f−1(V ) y por lo tanto f(x0) ∈ V .
Como α es regular en V ⊂ Y (que es un conjunto algebraico), existen un abierto
U tal que f(x0) ∈ U ⊂ V y funciones g, h ∈ k[Y ] tales que α|U =

g

h

∣∣∣
U

con

h(y) ̸= 0 para todo y ∈ U . Entonces para todo x ∈ f−1(U) ⊂ f−1(V ), es decir
f(x) ∈ U , tenemos que

ξV (α)(x) = (α ◦ f)(x) = g(f(x))

h(f(x))

Es decir que ξV (α)|f−1(U) =
g ◦ f
h ◦ f

∣∣∣
f−1(U)

donde f−1(U) es un abierto de X

(porque f es continua) y x0 ∈ f−1(U) ⊂ f−1(V ). Sólo nos queda ver que
g ◦ f, h ◦ f ∈ ϕ(A) = ϕ (k[Y ]). Veamos que para toda g ∈ k[Y ] se tiene que

g ◦ f ∈ ϕ(A) = ϕ
(
k[Y ]

)
. (1.4)

Afirmamos que g ◦ f = ϕ(g); en efecto, f(x) = φ−1
I

(
φ(x)

)
, si y ∈ Y es tal que

φ(x) =My + I ⊂ k[Y ], entonces

f(x) = φ−1
I (My + I) = y,
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así que (g ◦ f)(x) = g(y) ∈ k y de la observación 1.2.34 item 4. sabemos que

g = ϕ(g). Así que hemos probado que ξV (α)|f−1(U) =
ϕ(g)

ϕ(h)

∣∣∣
f−1(U)

para g, h ∈ A,

por lo tanto (α ◦ f)|f−1(V ) ∈ OX(f−1(V )). Una vez verificado esto, es claro que
si U ⊂ V son abiertos de Y , el siguiente diagrama conmuta, donde ρV U y µV U
son los mapas restricción:

OY (V )
ξV //

ρV U

��

f∗OX(V )

µV U

��
OY (U)

ξU

// f∗OX(U)

ya que los haces son de funciones y los mapas restricción están dados por la
restricción de funciones; por lo tanto ξ es un morfismo de haces en Y .

Queda probar que (f, ξ) es un isomorfismo. Como f es un homeomorfismo,
podemos definir ζ : OX → (f−1)∗OY un morfismo de haces en X, dado para
cada U ⊂ X abierto y β ∈ OX(U) por ζU (β) = β ◦ f−1|f(U). Tenemos que
verificar que ζU (β) pertenece a OY (f(U)): sea y0 = f(x0) ∈ f(U), con x0 ∈ U .
Como β es regular en U , existe U0 ⊂ U conteniendo x0 y funciones polinomiales

g, h ∈ k[Y ] = A, tales que β|U0
=
ϕ(g)

ϕ(h)

∣∣∣
U0

, entones

ζU (β)|f(U0) = β ◦ f−1|f(U0) =
ϕ(g) ◦ f−1

ϕ(h) ◦ f−1

∣∣∣
f(U0)

=
g

h

∣∣∣
f(U0)

,

donde la última igualdad es porque si g ∈ k[Y ], ya vimos que g ◦ f = ϕ(g). Por
lo tanto ζU (β) ∈ OY (f(U)). Es claro que ζ es compatible con las restricciones,
entonces tenemos que ζ es un morfismo de haces en X. El morfismo (f−1, ζ) :
(Y,OY ) → (X,OX) de espacios anillados es el inverso de (f, ξ); en efecto, si
β ∈ OX(U) tenemos que((

(f−1)∗ξ
)
◦ ζ
)
U
(β) =

((
(f−1)∗ξ

)
U
◦ ζU

)
(β) = ξf(U)

(
ζU (β)

)
= β,

por lo que
(
(f−1)∗ξ

)
◦ ζ = idOX (el morfismo identidad de haces en OX , defini-

ción 1.2.8). Similarmente (f∗ζ) ◦ ξ = idOY , lo que concluye la prueba.

Definición 1.2.39. Sean X,Y variedades afines y OX ,OY sus haces estruc-
turales, respectivamente. Diremos que una función continua f : X → Y es un
morfismo de variedades afines si (f, f#) : (X,OX) → (Y,OY ) es un morfismo
de espacios anillados, donde f# es la precomposición con f (definición 1.2.21),
es decir que para todo V ⊂ Y abierto y para todo α ∈ OY (V ) se tiene que
α ◦ f |f−1(V ) ∈ OX(f−1(V )) (observación 1.2.40.2).

Recordar que el morfismo f# es un morfismo de haces en Y dado por f#V :

OY (V ) → f∗OX(V ) = OX

(
f−1(V )

)
, para cada V ⊂ Y abierto, donde f#V (α) =

α ◦ f |f−1(V ).
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Observación 1.2.40. 1. Si (X,A,φ) es una variedad afín y OX es el haz
estructural, es claro que las funciones ϕ(A) son regulares en X. De la
prueba de la proposición 1.2.38, es fácil ver que OX(X) = ϕ(A), ya que si
β ∈ OX(X) se tiene que β ◦f−1 ∈ OY (Y ) = k[Y ], entonces β = (β ◦f−1)◦
f ∈ ϕ(A) (1.4). A partir de ahora también denotaremos por k[X] al álgebra
OX(X), o al álgebra A. La topología de X puede describirse fácilmente
por medio del álgebra k[X]: los abiertos básicos de la topología de X están
dados, para g ∈ k[X], por Xg = {x ∈ X / g(x) ̸= 0}, esto es porque si g =
ϕ(a), con a ∈ A, entonces Xg = φ−1

(
Spm(A)a

)
que es un abierto básico

de X ya que Spm(A)a es un abierto básico de Spm(A). En particular, ya
habíamos visto que Spm(A)a es una variedad afín (observación 1.1.6), por
lo tanto Xg es una variedad afín cuya álgebra asociada es k[X]g. En este
caso se puede verificar fácilmente que el haz de funciones regulares (el haz
estructural) de la variedad afín Xg, es la restricción del haz de X, es decir,
para cada V ⊂ Xg abierto se tiene que OXg

(V ) = OX(V ).

Sin riesgo de confusión denotamos por V(S) a los ceros comunes de un
subconjunto S ⊂ k[X], es decir que V(S) =

{
x ∈ X

/
g(x) = 0 ∀g ∈ S

}
=(⋃

g∈S Xg

)c
es un cerrado de X.

2. Observar que la función f : X → Y de la proposición 1.2.38 es un morfismo
de variedades afines ya que el mapa ξ : OY → f∗OX es la precomposición
con f y (f, ξ) es un morfismo de espacios anillados. En general, si f :
X → Y es una función continua entre dos espacios topológicos subyacentes
de variedades afines, tal que α ◦ f ∈ k[X] para toda función α ∈ k[Y ],
entonces f induce un morfismo de espacios anillados (f, f#) : (X,OX) →
(Y,OY ); en efecto, es suficiente verificar que si V es un abierto de Y y
α ∈ OY (V ), entonces α ◦ f |f−1(V ) ∈ OX

(
f−1(V )

)
; para esto sea x0 ∈

f−1(V ), por lo tanto y0 = f(x0) ∈ V , como α es regular, existe V0 un
entorno abierto de y0 tal que V0 ⊂ V y existen elementos g, h ∈ k[Y ] tal

que α|V0
=
g

h

∣∣∣
V0

. Si x ∈ f−1(V0), entonces α ◦ f(x) = g ◦ f(x)
h ◦ f(x)

y por lo

tanto α ◦ f |f−1(V0) =
g ◦ f
h ◦ f

∣∣∣
f−1(V0)

. Como g ◦ f, h ◦ f ∈ k[X], se tiene que

α ◦ f |f−1(V ) ∈ OX(f−1(V )).

Si f : X → Y es un morfismo de variedades afines, al morfismo de álgebras
f#Y : OY (Y ) → f∗OX(Y ) = OX(X), si no hay peligro de confusión, lo
denotamos simplemente por f# : k[Y ] → k[X].

Observación 1.2.41. Sea (X,A,φ) una variedad afín. Sea ϵx : k[X] → k
la evaluación en x, es decir ϵx(α) = α(x), que es un morfismo de k-álgebras,
entonces ker(ϵx) es un ideal maximal de k[X]; definimos el mapa EX : X →
Spm(k[X]) como EX(x) = ker(ϵx). Si ϕX : A → k[X] es el mapa dado en la
observación 1.2.34, es decir ϕX(a)(x) = a+ φ(x) ∈ k, entonces es fácil verificar
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que el siguiente diagrama conmuta:

X
φ

xx
EX

��
Spm(A) Spm(k[X])

ϕ∗
X

oo

donde ϕ∗X(M) = ϕ−1
X (M) (ver la definición 1.1.36),

ϕ∗X
(
EX(x)

)
= ϕ−1

X

(
ker(ϵx)

)
=
{
a ∈ A

/
a ∈ φ(x)

}
= φ(x).

Por el corolario 1.1.38 tenemos que ϕ∗X es un homeomorfismo, por lo tanto EX
es un homeomorfismo.

Si ahora tenemos otra variedad afín (Y,B, ψ) y un morfismo f : X → Y de
variedades afines, se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

X
f //

EX

��

Y

EY

��
Spm(k[X])

f#∗
// Spm(k[Y ])

que será útil para trabajar con morfismos de variedades afines. Podemos verificar
la conmutatividad de dicho diagrama:

(EY ◦ f)(x) = EY
(
f(x)

)
= ker

(
ϵf(x)

)
=
{
α ∈ k[Y ]

/
α(f(x)) = 0

}
=
{
α ∈ k[Y ]

/
f#(α) ∈ ker(ϵx)

}
= f#

−1(
ker(ϵx)

)
= f#

∗
(EX(x)) =

(
f#

∗ ◦ EX
)
(x).

Observar que a partir de estos diagramas conmutativos, se obtiene el siguiente
diagrama conmutativo:

X
f //

φ

��

Y

ψ

��
Spm(A)

g
// Spm(B)

donde g = ϕ∗Y ◦ f#∗ ◦ ϕ∗X
−1.

Se puede probar que si f : X → Y es una función continua y F : B → A es
un morfismo de k-álgebras tal que que el siguiente diagrama conmuta:

X
f //

φ

��

Y

ψ

��
Spm(A)

F∗
// Spm(B)
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entonces f es un morfismo de variedades afines y además F está determinado
por f de manera única. Un morfismo de variedades afines puede definirse como
un par del tipo (f, F ), que hace conmutar el diagrama de arriba. Para más
detalles puede verse [2, Lema 1.4.22].

1.3. Variedades algebraicas

En esta sección daremos la definición de variedad algebraica que generaliza
el concepto de variedad afín o de conjunto algebraico. Una variedad (o más
precisamente una prevariedad) será un objeto que localmente es una variedad
afín.

1.3.1. Variedad afín como espacio localmente anillado

Nuestra definición de variedad afín como terna (X,A,φ) resulta algo incon-
veniente a la hora de definir variedad algebraica a partir de un haz, por este
motivo también llamaremos variedad afín al espacio anillado (X,OX) donde
OX es el haz estructural de la variedad afín. Equivalentemente, una variedad
afín es un espacio anillado que es isomorfo a uno del tipo (Y,OY ) donde Y es
un conjunto algebraico y OY es el haz de funciones regulares.

Definición 1.3.1. Decimos que un k-espacio anillado (X,F) es un espacio
localmente anillado si para cada x ∈ X, la fibra Fx es un anillo (k-álgebra)
local, es decir, un anillo con un único ideal maximal. A este ideal maximal lo
denotamos por mx y al cuerpo residual Fx/mx por k(x).

Ejemplo 1.3.2. Sea Y = V(I) un conjunto algebraico y OY el haz de funciones
regulares en Y , entonces el espacio anillado (Y,OY ) es localmente anillado; en
efecto OY,y

∼= k[Y ]My
para todo y ∈ Y (1.2.31) que es un anillo local. El ideal

maximal de k[Y ]My
es el ideal my =

{
g/h : g ∈ My, h /∈ My

}
(ver [1, Capítulo

3. Ejemplo 1]).

Ejemplo 1.3.3 (Haz constante). Sean A una k-álgebra yX un espacio topológi-
co. Si para cada abierto U ̸= ∅ definimos F(U) = A y ρUV = id : F(U) → F(V )
el mapa identidad para cada par de abiertos V ⊂ U ⊂ X, entonces (F , ρUV ) es
un haz de k-álgebras en X. Es claro que Fx = A para todo x ∈ X. En el caso de
que A no sea un anillo local, como por ejemplo el anillo de polinomios A = k[t],
el espacio anillado (X,F) no es localmente anillado.

Observación 1.3.4. 1. Es claro que si (f, ξ) : (X,F) → (Y,G) es un isomor-
fismo de espacios anillados, entonces el morfismo inducido en las fibras (1.2.15)
ξx : Gf(x) → Fx es un isomorfismo de álgebras para cada x ∈ X, por lo tanto,
si uno de los dos espacios es localmente anillado, el otro lo es.

2. Si X es una variedad afín, entonces por la proposición 1.2.38 tenemos que el
espacio anillado (X,OX) es isomorfo al espacio anillado (Y,OY ) dado por un
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conjunto algebraico y el haz de funciones regulares. Luego (X,OX) es localmente
anillado ya que (Y,OY ) es localmente anillado (ejemplo 1.3.2).

Definición 1.3.5. Sean (X,F) e (Y,G) dos espacios localmente anillados. De-
cimos que un morfismo de espacios anillados (f, ξ) : (X,F) → (Y,G) es un
morfismo de espacios localmente anillados si el morfismo inducido en las fibras
ξx : Gf(x) → Fx es un morfismo local, es decir que ξx(mf(x)) ⊂ mx.

Observación 1.3.6. Observar que el morfismo dado en la proposición 1.2.38 es
un morfismo de espacios localmente anillados. Es más, recordar que un morfismo
(f, f#) entre variedades afines es un morfismo de espacios anillados donde f#
es la precomposición con f y en este caso (f, f#) siempre es un morfismo de
espacios localmente anillados. El siguiente teorema establece el recíproco de esta
propiedad.

Teorema 1.3.7. Sean X e Y variedades afines y (f, ξ) : (X,OX) → (Y,OY ) un
morfismo de espacios localmente anillados. Entonces ξ = f#, la precomposición
con f .

Demostración. Recordar que OY (Y ) = k[Y ] y f∗OX(Y ) = OX(f−1(Y )) =
OX(X) = k[X]. Probaremos primero que ξY : k[Y ] → k[X] está dado por la
precomposición con f , es decir que ξ(α) = α ◦ f para toda α ∈ k[Y ].

Sea x ∈ X; si consideramos el morfismo en las fibras ξx : OY,f(x) → OX,x,
entonces el siguiente diagrama conmuta:

k[Y ]
ξY //

πf(x)

��

k[X]

πx

��
OY,f(x)

ξx

// OX,x

donde los mapas π son las proyecciones canónicas. Si denotamos por [Y, α] a la
clase de α ∈ k[Y ] en la fibra OY,f(x), es decir que πf(x)(α) = [Y, α] (análoga-
mente πx(β) = [X,β] para β ∈ k[X]), el diagrama conmutativo de arriba nos
dice que

ξx
(
[Y, α]

)
= [X, ξY (α)]. (1.5)

Sean Mx ⊂ k[X] el ideal maximal correspondiente a x y Mf(x) ⊂ k[Y ] el
ideal maximal correspondiente a f(x), entonces OX,x

∼= k[X]Mx
y OY,f(x)

∼=
k[Y ]Mf(x)

(proposición 1.2.32); explícitamente, si α ∈ k[Y ], el elemento [Y, α] ∈
OY,f(x) se identifica con α

1 ∈ k[Y ]Mf(x)
y β ∈ OY,f(x) se identifica con β

1 ∈
k[X]Mx

; con esta identificación podemos reescribir la ecuación (1.5):

ξx

(α
1

)
=
ξY (α)

1
.

Si α ∈ Mf(x), entonces α
1 ∈ mf(x) (el ideal maximal de k[Y ]Mf(x)

). Como el
morfismo es de espacios localmente anillados se tiene que

ξY (α)

1
= ξx

(α
1

)
∈ ξx(mf(x)) ⊂ mx,
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entonces ξY (α) ∈Mx, lo que prueba lo siguiente:

ξY (Mf(x)) ⊂Mx.

Por lo tanto ξY induce un morfismo de cuerpos ξ̃Y : k[Y ]/Mf(x) → k[X]/Mx

que hace conmutar el diagrama:

k[Y ]
ξY //

��

k[X]

��
k[Y ]/Mf(x)

ξ̃Y

// k[X]/Mx

donde las flechas verticales son las proyecciones canónicas. Recordar que las
proyecciones restringidas al cuerpo k establecen un isomorfismo de cuerpos (ob-
servación 1.2.34 item 1), así que si α ∈ k[Y ], existe λ ∈ k tal que α +Mf(x) =
λ+Mf(x), es decir que α− λ ∈Mf(x), entonces

α(f(x)) = λ.

Además, como ξY (Mf(x)) ⊂ Mx y ξY es un morfismo de k-álgebras, tenemos
que ξY (α − λ) = ξY (α) − λ ∈ Mx, por lo tanto ξY (α)(x) = λ. Entonces, para
todo α ∈ k[Y ] y para todo x ∈ X tenemos:

ξY (α)(x) = α ◦ f(x),

como queríamos probar. Ahora estamos en condiciones de demostrar que el
morfismo de haces ξ : OY → f∗OX está dado por la precomposición con f . Sea
V ⊂ Y un abierto y α ∈ OY (V ); por definición de función regular, para todo
y ∈ V existen g, h ∈ k[Y ] (que dependen de y) y un abierto Vy ⊂ V con y ∈ Vy

tal que h no se anula en Vy y α|Vy
=
g

h

∣∣∣
Vy

, entonces, como (f, ξ) es un morfismo

de espacios anillados, el siguiente diagrama conmuta

OY (V )

restricción
��

ξV // OX(f−1(V ))

restricción
��

OY (Vy)
ξVy

// OX(f−1(Vy))

entonces tenemos que

ξV (α)|f−1(Vy) = ξVy
(α|Vy

) =
ξVy (g|Vy )

ξVy
(h|Vy

)

=
ξY (g)

ξY (h)

∣∣∣
f−1(Vy)

=
g ◦ f
h ◦ f

∣∣∣
f−1(Vy)

= α ◦ f |f−1(Vy).

Dado que f−1(V ) =
⋃
y∈V f

−1(Vy), se cumple que ξV (α) = α ◦ f |f−1(V ).
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Definición 1.3.8. Una k-prevariedad algebraica, o simplemente una prevarie-
dad, será un k-espacio localmente anillado (X,O) tal que existe un cubrimiento
finito {Vi}i=1,...,k por abiertos de X, donde cada espacio anillado (Vi,O|Vi

) es
una variedad afín. El abierto Vi es considerado con la topología inducida de X
y el haz O|Vi

es la restricción del haz O al abierto Vi (definición 1.2.6).

Observar que en la definición anterior, si U ⊂ Vi ∩ Vj es un abierto de X,
entonces

OVi(U) := O|Vi(U) = O(U) = OVj (U) = O|Vj (U) ⊂ CX(U) ⊂ kU .

Por lo tanto, para todo U ⊂ X abierto de X, los elementos del álgebra O(U)
pueden verse como funciones continuas en CX(U) ya que para todo a ∈ O(U) se
tiene que a|U∩Vi ∈ OVi(U ∩Vi) para cada i. Entonces, definiendo fa ∈ kU como
fa|U∩Vi

= a|U∩Vi
para cada i tal que U ∩ Vi ̸= ∅, se tiene que la asignación

O(U) → CX(U)

a 7→ fa

es un morfismo de álgebras. Como O es un haz, si b|U∩Vi
= a|U∩Vi

para todo i,
entonces a = b, por lo tanto el morfismo es inyectivo. En particular tenemos la
siguiente observación:

Observación 1.3.9. Si (X,O) es una prevariedad, entonces el haz O es un
sub-haz del haz de funciones continuas CX .

Definición 1.3.10. Sean (X,OX) e (Y,OY ) dos prevariedades y f : X → Y
una función continua. Decimos que f es un morfismo de prevariedades si para
cada V ⊂ Y abierto y para cada α ∈ OY (V ) se tiene que f#V (α) = α◦f |f−1(V ) ∈
OX(f−1(V )) = f∗OX(V ) ⊂ f∗CX(V ), en otras palabras:

(f, f#) : (X,OX) → (Y,OY )

es un morfismo de espacios anillados.

Es claro que si X es una variedad afín y OX es el haz estructural de la
variedad afín, entonces (X,OX) es una prevariedad, además un morfismo de
variedades afines es un morfismo de prevariedades.

En particular, las prevariedades son espacios localmente anillados y un mor-
fismo de prevariedades es un morfismo de espacios localmente anillados.

Una k-variedad será una prevariedad que cumpla cierta condición de sepa-
rabilidad que veremos en la sección 1.3.2.

El espacio proyectivo (ver [2, 1.4.35]) es un ejemplo de prevariedad (k-
variedad) que no es una variedad afín.

1.3.2. Prevariedad producto

Sean X e Y dos prevariedades algebraicas. Queremos definir la prevariedad
producto X × Y , que como conjunto será el producto cartesiano usual, aunque
no tendrá la topología producto.
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Primero empecemos porX e Y variedades afines y observemos que el produc-
to tensorial de k-álgebras k[X]⊗k[Y ] puede considerarse como una sub-álgebra
de la k-álgebra de funciones kX×Y ([5, Teorema 3.1.3]) por medio del morfismo
inyectivo δ : k[X]⊗ k[Y ] → kX×Y , dado por

δ
(∑

i

fi ⊗ gi

)
(x, y) =

∑
i

fi(x)gi(y) (1.6)

(la suma es finita), esto implica en particular que k[X]⊗ k[Y ] es una k-álgebra
reducida (no tiene elementos nilpotentes no nulos). Además, como k[X] y k[Y ]
son finitamente generadas, su producto tensorial es una k-álgebra finitamente
generada. Dicha álgebra será el álgebra asociada a la variedad afín X × Y . El
siguiente lema permite caracterizar el espectro maximal de k[X]⊗ k[Y ].

Lema 1.3.11. Si X,Y son variedades afines, entonces existe la siguiente bi-
yección:

Spm(k[X])× Spm(k[Y ]) // Spm(k[X]⊗ k[Y ])

(M,N)
� // M ⊗ k[Y ] + k[X]⊗N.

Demostración. Debemos probar que si M,N son ideales maximales de k[X] y
k[Y ] respectivamente, entonces M⊗k[Y ]+k[X]⊗N es un ideal maximal del pro-
ducto tensorial y que todo ideal maximal del producto tensorial k[X]⊗ k[Y ] es
de esa forma. Por la proposición 1.2.38 podemos suponer que X ⊂ kn e Y ⊂ km
son conjuntos algebraicos para ciertos n,m ∈ N. Denotamos por k[y1, . . . , ym]
al anillo de polinomios con m indeterminadas a las que llamamos yi. Sean
I ⊂ k[x1, . . . , xn] y J ⊂ k[y1, . . . , ym] ideales radicales tales que X = V(I) e
Y = V(J). Si consideramos la inclusión canónica I, J ⊂ k[x1, . . . , xn, y1, . . . , ym]
(anillo de polinomios en n+m indeterminadas), denotamos por ⟨I⟩, ⟨J⟩ e ⟨I, J⟩
a los ideales generados por I, J e I ∪ J en k[x1, . . . , xn, y1, . . . , ym] respectiva-
mente. Observar que V(I, J) = V(I ∪ J) = V

(
⟨I⟩
)
∩ V
(
⟨J⟩
)
⊂ kn × km = kn+m

(proposición 1.1.10). Además es fácil verificar que se cumple lo siguiente:

V
(
⟨I⟩
)
∩ V

(
⟨J⟩
)
=
(
V(I)× km

)
∩
(
kn × V(J)

)
= V(I)× V(J) = X × Y.

Consideremos el morfismo de k-álgebras

φ :
k[x1, . . . , xn]

I
⊗ k[y1, . . . , ym]

J
→ k[x1, . . . , xn, y1, . . . , ym]

⟨I, J⟩

dado por φ
(
(f + I)⊗ (g + J)

)
= fg + ⟨I, J⟩, donde identificamos f y g con sus

imágenes en k[x1, . . . , xn, y1, . . . , ym]. Afirmamos que φ es un isomorfismo. Cla-
ramente el morfismo es sobreyectivo porque todo polinomio en n+m variables se
escribe como una suma de monomios con dos factores, uno en las primeras n va-
riables y el otro en las últimasm variables, es decir

∑
i fi(x1, . . . , xn)gi(y1, . . . , ym).
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Para probar que es inyectivo sea
∑
i(fi + I)⊗ (gi + J) ∈ k[X]⊗ k[Y ] (podemos

suponer que los elementos gi+J forman un conjunto linealmente independiente
viendo a k[Y ] como un k-espacio vectorial) tal que

∑
i figi+ ⟨I, J⟩ = 0, es decir∑

i

figi ∈ ⟨I, J⟩,

entonces
∑
i figi(a, b) =

∑
i fi(a)gi(b) = 0 para todo (a, b) ∈ V(I, J) = V(I) ×

V(J) = X × Y , donde a ∈ kn, b ∈ km y adoptamos la notación (a, b) para
referirnos al correspondiente punto en kn × km. Si fijamos a ∈ X tenemos que∑
i fi(a)gi(b) = 0 para todo b ∈ V(J), entonces

∑
i fi(a)gi ∈ I(V(J)) =

√
J =

J , entonces
∑
i fi(a)(gi+J) = 0 y como los gi+J son linealmente independientes

se tiene que fi(a) = 0 para todo i. Como a ∈ X = V(I) es arbitrario, tenemos
que fi ∈ I(V(I)) = I para todo i, por lo tanto

∑
i(fi + I) ⊗ (gi + J) = 0 y

concluimos que φ es un isomorfismo de k-álgebras.
Una vez que tenemos ese isomorfismo es casi inmediato ver cuáles son los

ideales maximales de k[X]⊗ k[Y ]: como k es algebraicamente cerrado, recordar
que los ideales maximales de k[x1, . . . , xn, y1, . . . , yn] son de la forma M(a,b) (teo-
rema 1.1.23) para (a, b) ∈ kn+m con a = (a1, . . . , an) ∈ kn y b = (b1, . . . , bm) ∈
km. Es decir que los ideales maximales del cociente por ⟨I, J⟩ son de la forma
M(a,b) + ⟨I, J⟩ y este ideal se corresponde, mediante el isomorfismo φ, con

(Ma + I)⊗ k[Y ] + k[X]⊗ (Nb + J)

donde Ma = ⟨x1−a1, . . . , xn−an⟩ y Nb = ⟨y1− b1, . . . , ym− bm⟩ son los ideales
maximales de k[x1, . . . , xn] y k[y1, . . . , ym] respectivamente.

El lema anterior (1.3.11) muestra que los morfismos canónicos k[X] → k[X]⊗
k[Y ] y k[Y ] → k[X] ⊗ k[Y ] dados por f 7→ f ⊗ 1 y g 7→ 1 ⊗ g, inducen una
biyección φ : Spm

(
k[X] ⊗ k[Y ]

)
→ Spm

(
k[X]

)
× Spm

(
k[Y ]

)
→ X × Y ; si

le damos a X × Y la topología inducida por esta biyección, entones la terna
(X × Y,k[X]⊗ k[Y ], φ−1) es una variedad afín, es la variedad producto entre X
e Y .

Resulta ser que el mapa δ (ecuación 1.6) es igual al mapa ϕ dado en la
observación 1.2.34 (el morfismo que identifica el álgebra de la variedad afín con
las funciones). Entonces, los abiertos básicos de la topología de X × Y son de
la forma

(X × Y )f =
{
(x, y) ∈ X × Y

/
f(x, y) ̸= 0

}
,

con f =
∑
i fi ⊗ gi para funciones regulares fi ∈ k[X] y gi ∈ k[Y ], donde iden-

tificamos, por medio del morfismo δ, los elementos de k[X]⊗ k[Y ] directamente
con funciones de kX×Y .

Cuando X e Y son prevariedades que no necesariamente son afines, ne-
cesitamos el siguiente lema de “pegado” para poder definir X × Y como una
prevariedad.

Lema 1.3.12. Sea X un espacio topológico que puede ser cubierto por una
cantidad finita de abiertos afines, es decir: existen V1, V2, . . . , Vr abiertos de X
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tal que X =
⋃
i Vi, donde cada Vi tiene un haz de k-álgebras OVi de tal manera

que (Vi,OVi) es una variedad afín y Vi es considerado con la topología inducida
de X. Supongamos que el cubrimiento {Vi}i tiene la siguiente propiedad: si
Vi ∩ Vj ̸= ∅ se cumple que para todo V ⊂ Vi ∩ Vj abierto OVi

(V ) = OVj
(V ) ⊂

kV , entonces existe un único haz en X, al que denotamos por OX , tal que
OX(Vi) = OVi(Vi).

Demostración. La prueba consiste simplemente en definir OX(U), para cada
abierto U ⊂ X no vacío, como el álgebra de todas las funciones f : U → k tal
que f |U∩Vi

∈ OVi
(U ∩ Vi) para cada i con U ∩ Vi ̸= ∅. [2, Lema 1.4.28].

Sean (X,OX) e (Y,OY ) prevariedades algebraicas. Entonces existen dos cu-
brimientos X = V1∪ . . .∪Vn e Y =W1∪ . . .∪Wk por abiertos de tal manera que
cada

(
Vi,OX |Vi

)
y
(
Wi,OY |Wi

)
son variedades afines. Al producto X × Y le

damos la topología que tiene como base los abiertos de los productos de abiertos
afines, es decir que la base es⋃

i,j

{
U ⊂ Vi ×Wj

/
U es abierto de Vi ×Wj

}
Así que tenemos un cubrimiento finito de X × Y por abiertos afines:

X × Y =
⋃
i,j

Vi ×Wj .

El cubrimiento {Vi ×Wj ,OVi×Wj} cumple con la condición de pegado del lema
1.3.12, por lo tanto definimos la prevariedad (X × Y,OX×Y ) como el espacio
anillado tal que OX×Y |Vi×Wj

= OVi×Wj
.

Observación 1.3.13. La topología que tiene la prevariedad producto es más
fina que la topología producto. Recordamos que siX,Y son espacios topológicos,
los abiertos de la topología producto son aquellos de la forma U ×V con U ⊂ X
y V ⊂ Y abiertos de X y de Y respectivamente. Veamos que estos conjuntos
también son abiertos de la prevariedad producto. Consideremos primero que X
e Y son afines y observar que podemos escribir

U × V = (U × Y ) ∩ (X × V ),

así que bastaría probar, por ejemplo, que U×Y es abierto. Sean f1, . . . , fr ∈ k[X]
tales que

U = Xf1 ∪ · · · ∪Xfr .

Nuevamente es suficiente con ver que Xfi×Y es abierto para cada i ∈ {1, . . . , r}.
Pero es claro que

Xfi × Y = (X × Y )fi⊗1

es un abierto básico de X × Y .
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Si X,Y no son afines, basta tomar cubrimientos (finitos) por afines {Vi}i y
{Wj}j de X e Y respectivamente y observar que U × V se puede escribir como

U × V =
⋃
i,j

(U ∩ Vi)× (V ∩Wj)

y cada U ∩ Vi y V ∩Wj son abiertos de los afines Vi y Wj respectivamente, por
lo que (U ∩ Vi) × (V ∩Wj) es abierto de Vi ×Wj para cada i, j, así que son
abiertos de la base de la topología que le dimos a X × Y , entonces U × V es
abierto de la prevariedad producto X × Y .

Ejemplo 1.3.14. Veamos un ejemplo sencillo de lo anterior, consideremos la
variedad afín A1 y el producto de prevariedades A1 × A1. La topología de Za-
riski de A1 coincide con la topología de los complementos finitos, todo cerrado
propio es un conjunto finito de puntos, por lo tanto, si consideramos la topo-
logía producto en A1 × A1, los cerrados también son conjuntos formados por
una cantidad finita de puntos. Sin embargo con la topología de prevariedad el
conjunto

H = {(x, y) ∈ A1 × A1 : xy = 1}

es un cerrado propio, pero no es finito. Para ver que es cerrado, consideramos
f, g ∈ k[x] dadas por f(x) = x y g(y) = y, entonces:

H =
[
(A1 × A1)f⊗g−1⊗1

]c
.

Comentamos aquí que en general A1 × · · · × A1 n veces, es isomorfo a An
como variedades afines. Para más detalles se puede consultar por ejemplo [6].

Definición 1.3.15. Diremos que una prevariedad X es una variedad algebraica
o simplemente una variedad si el mapa diagonal △ : X → X × X, dado por
△(x) = (x, x), tiene imagen cerrada. Un mapa entre variedades algebraicas es
un morfismo si es un morfismo de prevariedades.

Una prevariedad o un espacio anillado que cumple con que el mapa diagonal
es cerrado, se dice que es separado. Algunos autores no consideran a las va-
riedades como espacios separados, pero nosotros queremos evitar algunos casos
patológicos. ([6, Ejemplo 5.10], la recta con un punto doble).

La siguiente proposición muestra lo que mencionamos al inicio de la sección,
que una variedad afín es en particular una variedad algebraica. Sólo nos queda
verificar que el mapa diagonal de una variedad afín es un morfismo con imagen
cerrada.

Proposición 1.3.16. Si X es una variedad afín, entonces el mapa diagonal
△ : X → X×X es un morfismo de variedades afines; además, △(X) es cerrada
en X ×X, es decir que X es una variedad algebraica.

Demostración. Veamos que △ es continua: sea (X ×X)f = {(x, y) ∈ X ×X /
f(x, y) ̸= 0} un abierto básico, con f =

∑
i fi⊗gi donde fi, gi ∈ k[X] para cada
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i, entonces, si nombramos h =
∑
i figi ∈ k[X], tenemos que

△−1
(
(X ×X)f

)
=
{
x ∈ X

/
(x, x) ∈ (X ×X)f

}
=
{
x ∈ X

/∑
i

fi(x)gi(x) ̸= 0
}

= Xh,

que es un abierto de X.
Para terminar de probar que △ es un morfismo, debido a la observación

1.2.41, es suficiente con ver que f ◦ △ ∈ k[X] para cada f ∈ k[X × X] =
k[X] ⊗ k[X] ⊂ kX×X ; pero una tal f es de la forma f(x, y) =

∑
i fi(x)gi(y)

(suma finita), con fi, gi ∈ k[X], entonces f ◦ △(x) = f(x, x) =
∑
i fi(x)gi(x).

Por lo tanto f ◦ △ =
∑
i figi ∈ k[X].

Para probar que la imagen es cerrada, observemos que △(X) ⊂ V
({
f ⊗ 1−

1 ⊗ f
/
f ∈ k[X]

})
y que si (x, y) /∈ △(X), entonces x ̸= y, así que por la

observación 1.2.24. item 4 tenemos que existe f ∈ k[X] tal que f(x) ̸= f(y) de
lo que se deduce la igualdad:

△(X) = V
({
f ⊗ 1− 1⊗ f

/
f ∈ k[X]

})
,

por lo que △(X) es cerrado.

Observación 1.3.17. 1. Si X es una variedad afín y U ⊂ X es un abierto
no vacío, entonces U es una variedad algebraica ([2, Ejemplo 1.4.36]), puede
ser cubierto por una cantidad finita de abiertos afines de manera que quede
“coherente” con el haz deX. Sabemos que U puede ser cubierto por una cantidad
finita de abiertos básicos:

U = Xf1 ∪ · · · ∪Xfr

donde fi ∈ k[X] para todo i. Además cada Xfi es afín (observación 1.2.40)
y Xfi ∩ Xfj = Xfifj . El haz que le dimos a Xfi para que sea una variedad
afín coincide con la restricción del haz de X, OXfi

= OX |Xfi
, por lo que si

V ⊂ Xfi ∩ Xfj es un abierto no vacío se tiene que OXfi
(V ) = OX(V ) =

OXfigj
(V ) = OXfj

(V ). La diagonal de U es △(U) = U ∩△(X) que es cerrado
en U porque la diagonal de X es cerrada.

Si consideramos, más en general, una variedad algebraica y un abierto no
vacío de la variedad, entonces este también puede verse como una variedad alge-
braica. Basta con tomar un cubrimiento por afines de la variedad e intersectar
el abierto con cada uno de estos abiertos afines, luego cada intersección es un
abierto de un afín y por lo tanto una variedad con el haz restringido, en total el
abierto es unión de abiertos afines. Diremos en este caso que el abierto es una
subvariedad abierta.

2. Muchas veces, para comprobar si una función continua entre prevariedades
(o variedades) es un morfismo, es suficiente considerar que las prevariedades son
afines ([6, Proposición 5.4.]). La idea es la siguiente: sean X e Y prevariedades
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algebraicas y f : X → Y una función continua. Consideremos V ⊂ Y un abierto
no vacío de Y y α ∈ OY (V ). Para probar que f es un morfismo hay que verificar
que α ◦ f |f−1(V ) ∈ OX(f−1(V )). Si {Vi}i es un cubrimiento finito por abiertos
afines de Y , entonces para cada i tal que V ∩Vi ̸= ∅, se tiene que f−1(V ∩Vi) ⊂ X
es un abierto no vacío de X por lo tanto puede ser cubierto por una cantidad
finita de abiertos afines de X, es decir f−1(V ∩ Vi) =

⋃
j Uij con Uij abiertos

afines de X y podemos escribir:

f−1(V ) =
⋃
ij

Uij ,

como una unión finita de abiertos afines. En realidad los índices j’s dependen
de i, pero lo dejamos así para simplificar la notación. Si asumimos que fji :=
f |Uij : Uij → Vi es un morfismo (donde Uij y Vi son afines) para cada i, j,
entonces (α|V ∩Vi

) ◦ fji ∈ OUij
(Uij) = OX(Uij) (porque α|V ∩Vi

∈ OY (V ∩ Vi) =
OVi(V ∩ Vi) y f−1

ji (V ∩ Vi) = f−1(V ∩ Vi) ∩ Uij = Uij), como OX es un haz y
f−1(V ) =

⋃
i f

−1(V ∩ Vi) =
⋃
ij Uij se tiene que α ◦ f |f−1(V ) ∈ OX(V ).

En general, si tenemos una función continua f : X → Y entre dos variedades,
con Y =

⋃
i Vi, unión finita de abiertos afines, existe un cubrimiento finito

X =
⋃
j Uj por abiertos afines de X tal que para cada j, f(Uj) está contenido

en algún Vi, y por lo tanto f |Uj
: Uj → Vi es un morfismo de variedades afines.

Este resultado es útil porque, como los Uj cubren todo X, muchas pruebas
pueden reducirse al caso afín.

Observación 1.3.18. Una de las consecuencias importantes de considerar la
propiedad de que las variedades sean separadas, es que si la diagonal es ce-
rrada entonces la intersección de abiertos afines es afín. Tenemos la siguiente
proposición de la cual omitiremos la prueba, se puede consultar [6, Teorema
5.29].

Proposición 1.3.19. Sea X una variedad algebraica y U, V ⊂ X dos abiertos
afines (no vacíos). Entonces U ∩ V es un abierto afín y el mapa

ψ : k[U ]⊗ k[V ] → k[U ∩ V ]

dado por ψ(f ⊗ g) = (fg)|U∩V es sobreyectivo.

Teorema 1.3.20. Sean X,Y variedades algebraicas. Las proyecciones p1 : X ×
Y → X y p2 : X × Y → Y , dadas por p1(x, y) = x, p2(x, y) = y son morfismos
abiertos (la imagen de un conjunto abierto es abierto).

Demostración. Probaremos que p1 : X×Y → X es un morfismo abierto, la otra
es análoga. La continuidad es inmediata; en efecto, si U ⊂ X es un abierto de
X, se tiene que p−1

1 (U) = {(x, y) : x ∈ U, y ∈ Y } = U × Y es abierto; recordar
que la topología de la variedad X × Y es más fina que la topología producto.
Para probar que es un morfismo, tomamos un elemento f ∈ OX(U) y queremos
ver que f ◦ p1|p−1

1 (U) ∈ OX×Y (p
−1
1 (U)) = OX×Y (U × Y ). Por la observación
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1.3.17.2 podemos suponer que X e Y son afines. Así que es suficiente tomar
f ∈ k[X] y verificar que f ◦ p1 ∈ k[X × Y ] = k[X]⊗ k[Y ]:

f ◦ p1(x, y) = f(x) = f ⊗ 1(x, y)

y f ⊗ 1 ∈ k[X]⊗ k[Y ]. Luego p1 es un morfismo. Ahora queremos probar que es
abierto. Con la misma idea de la observación 1.3.17.2 podemos suponer que X e
Y son afines. Sea U ⊂ X×Y un abierto. Como todo abierto es unión de abiertos
del tipo (X×Y )f con f =

∑r
i=1 fi⊗gi, fi ∈ k[X] y gi ∈ k[Y ], es suficiente probar

que p1
(
(X × Y )f

)
es abierto. Sea U = (X × Y )f . Un elemento a ∈ p1(U) si y

sólo si existe b ∈ Y tal que f(a, b) =
∑r
i=1 fi(a)gi(b) ̸= 0. Podemos suponer que

los gi son linealmente independientes, por lo que f(a, y) =
∑r
i=1 fi(a)gi(y) = 0

para todo y ∈ Y si y sólo si fi(a) = 0 para todo i. Entonces el complemento de
p1(U) es cerrado, los ceros de {fi}i, así que p1(U) es abierto como queríamos
probar.

Como un corolario del teorema 1.3.20 veremos la siguiente proposición que
será útil más adelante.

Proposición 1.3.21. Sean X,Y variedades algebraicas y A ⊂ X, B ⊂ Y dos
subconjuntos no vacíos. Entonces A×B = A×B.

Demostración. Como A × B es un cerrado que contiene a A × B, la inclusión
A×B ⊂ A×B es inmediata. Para demostrar la igualdad lo que queremos probar
es que el conjunto A×B es denso en A×B. Para esto sea U ⊂ A×B un abierto no
vacío. Como la proyección en la primera coordenada p1 : A×B → A es abierta,
se tiene que p1(U) ⊂ A es un abierto no vacío de A, por lo que p1(U) ∩A ̸= ∅.
Sea a ∈ p1(U) ∩ A y consideremos la variedad cerrada Ba = {a} × B. Ahora
consideramos el abierto no vacío Ua = Ba ∩ U de Ba y la proyección en la
segunda componente p2 : Ba → B, como esta es abierta, se tiene que p2(Ua) es
un abierto no vacío de B, por lo tanto B ∩ p2(Ua) ̸= ∅. Entonces existe b ∈ B
tal que (a, b) ∈ Ua, es decir (a, b) ∈ (A × B) ∩ U y por lo tanto la intersección
es no vacía.

En la siguiente observación vemos cómo un conjunto cerrado de una variedad
algebraica puede verse él mismo como una variedad algebraica, lo que será una
subvariedad cerrada.

Observación 1.3.22. Sea X una variedad algebraica. Si Y ⊂ X es un conjunto
cerrado de X, siendo un espacio topológico con la topolgía relativa, puede verse
como una subvariedad algebraica de X, en el sentido de que Y sea una variedad
algebraica de tal forma que el mapa inclusión ι : Y ↪→X es un morfismo de va-
riedades algebraicas. El haz de k-álgebras que consideramos en Y , que cumple
estas condiciones, es el haz de funciones OY definido de la siguiente manera: si
V ⊂ Y es un abierto, f ∈ OY (V ) si y sólo si para todo x ∈ V existe g ∈ OX(Ux),
con x ∈ Ux ⊂ X abierto tal que f |Ux∩V = g|Ux∩V . (Ver [2, Lema 1.4.42]).
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1.4. Dimensión

En esta sección repasamos el concepto de dimensión. Hablaremos de la di-
mensión de un espacio topológico, de un anillo, de una variedad algebraica y
de cómo se relacionan entre sí. Cuando se trabaja con espacios vectoriales o va-
riedades diferenciables es común usar argumentos de dimensión de los espacios
para sacar conclusiones. De igual modo en variedades algebraicas puede usarse
este tipo de argumentos. Un resultado muy útil en este sentido es que la dimen-
sión de un cerrado propio de una variedad irreducible es estrictamente menor
que la dimensión de la variedad.

Definición 1.4.1. Decimos que un espacio topológico X es irreducible si es no
vacío y no se puede escribir como unión de dos cerrados propios, es decir, si
X = A ∪ B, con A ⊂ X y B ⊂ X cerrados, entonces A = X o bien B = X.
Cuando decimos que un subconjunto Y ⊂ X es irreducible siempre consideramos
a Y con la topología relativa.

Observación 1.4.2. 1. Un conjunto algebraico X es un espacio topológico
irreducible si y sólo si I(X) es un ideal primo ([2, Teorema 1.3.20]). Por ejemplo,
V(xy − 1) ⊂ A2 es irreducible pero V(xy) ⊂ A2 no es irreducible, en efecto
V(xy) = V(x) ∪ V(y).

2. Un espacio topológico es irreducible si y sólo si todo abierto no vacío es
denso; equivalentemente, X es irreducible si y sólo si dados dos abiertos U y V
no vacíos de X se tiene que U ∩ V ̸= ∅.

3. Es importante mencionar lo siguiente: cuando tenemos un par de subcon-
juntos Y,Z ⊂ X de un espacio topológico X, tal que Y ⊂ Z ⊂ X, si Z también
tiene la topología relativa heredada de X, entonces Y será o no irreducible
independientemente de si lo vemos como subconjunto de X o de Z.

Definición 1.4.3. SeaX un espacio topológico, consideramos todas las cadenas
finitas de cerrados irreducibles en X:

X0 ⊊ X1 ⊊ . . . ⊊ Xp,

la longitud de dicha cadena es p, con p ≥ 0 (un entero no negativo). Definimos la
dimensión de X, y la denotamos por dim(X), como el supremo de las longitudes
de todas las cadenas de ese tipo. Es decir que la dimensión de X es el supremo
de las longitudes de las cadenas de cerrados irreducibles; este supremo podría
ser infinito.

En el caso de ser X una variedad algebraica, la dimensión de X se define
como la dimensión del espacio topológico subyacente; veremos en esta sección
que en este caso dim(X) <∞.

Definición 1.4.4. Diremos que un espacio topológico es noetheriano si toda
cadena ascendente de abiertos:

U1 ⊆ U2 ⊆ · · · ⊆ Ui ⊆ · · · ,

estabiliza, es decir que existe n tal que Ui = Un para todo i ≥ n.
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Ejemplo 1.4.5. El espacio afín An es noetheriano: si tenemos una cadena
ascendente de abiertos U1 ⊆ U2 ⊆ · · · ⊆ Ui ⊆ · · · , tomando complementos
obtenemos una cadena descendente de cerrados: U c1 ⊇ U c2 ⊇ · · · ⊇ U ci ⊇ · · · , lo
que nos da una cadena ascendente de ideales en k[x1, . . . , xn]

I(U c1 ) ⊆ I(U c2 ) ⊆ · · · ⊆ I(U ci ) ⊆ · · · ;

como k[x1, . . . , xn] es noetheriano [1, Teorema 7.5.], existe r tal que I(U ci ) =
I(U cr ) para todo i ≥ r. Dado que V(I(U ci )) = U ci para todo i, tenemos que
U ci = U cr para todo i ≥ r, de lo que se concluye que la cadena descendente de
cerrados estabiliza y por lo tanto la cadena ascendente de abiertos estabiliza.

Observación 1.4.6. 1. Todo espacio topológico noetheriano X puede descom-
ponerse de manera única como una unión finita X = X1∪· · ·∪Xr de subconjun-
tos cerrados irreducibles Xi, de tal manera que Xi ⊈ Xj para todo i ̸= j. Cada
Xi es llamada una componente irreducible de X (ver [10, Proposición 1.5]).

2. Si X es un espacio topológico noetheriano, la dimensión de X es igual al
máximo de las dimensiones de sus componentes irreducibles. Esto es claro ya que
si descomponemos X = X1∪X2∪ . . .∪Xr como unión de sus componentes irre-
ducibles sabemos que Xi ⊈ Xj para cada i ̸= j; y si Y0 ⊊ Y1 ⊊ . . . ⊊ Yp es una
cadena de cerrados irreducibles en X entonces hay una componente irreducible
de X que contiene a Yp y por lo tanto a cada Yi, eso implica dim(X) ≤ dim(Xj)
para algún j. La desigualdad dim(Xi) ≤ dim(X) para cada i es inmediata.

Proposición 1.4.7. Sea X un espacio topológico noetheriano que puede ser
cubierto por una familia de abiertos {Ui}i∈I , X =

⋃
i∈I Ui. Entonces dim(X) =

sup
i∈I

dim(Ui).

Demostración. Sea X1 ⊊ X2 ⊊ · · · ⊊ Xr una cadena de cerrados irreducibles
de X, entonces existe i0 ∈ I tal que X1 ∩ Ui0 ̸= ∅. Probaremos que

(X1 ∩ Ui0) ⊊ (X2 ∩ Ui0) ⊊ · · · ⊊ (Xr ∩ Ui0)

es una cadena de cerrados irreducibles de Ui0 y por lo tanto tendremos que
sup
i∈I

dimUi ≥ dimX porque dada una cadena de cerrados irreducibles de X

siempre existe algún Ui que contiene una cadena de cerrados irreducibles de la
misma longitud. ComoXj es cerrado deX para cada j,Xj∩Ui0 es un cerrado no
vacío de Ui0 , además Xj ∩Ui0 es un abierto de Xj y dado que Xj es irreducible,
se tiene que Xj ∩ Ui0 es irreducible, porque un abierto de un irreducible es
irreducible. Así que cada Xj ∩Ui0 es un cerrado irreducible de Ui0 . Para probar
que las inclusiones son estrictas, veamos primero que Xj ∩ Ui0 = Xj ; en efecto,
Xj es cerrado así que Xj ∩ Ui0 ⊂ Xj , si Xj ∩ Ui0 ̸= Xj , se puede escribir:

Xj = Xj ∩ Ui0 ∪
(
Xj \Xj ∩ Ui0

)
pero Xj es irreducible y Xj \ Xj ∩ Ui0 es cerrado distinto de Xj , entonces
Xj = Xj ∩ Ui0 .
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Como Xj ⊊ Xj+1 para todo j = 1, . . . , r − 1, se tiene

Xj ∩ Ui0 ⊂ Xj+1 ∩ Ui0

Xi = Xi ∩ Ui0 ⊂ Xi+1 ∩ Ui0 = Xj+1

por lo tanto
Xj ∩ Ui0 ⊊ Xj+1 ∩ Ui0 .

Ahora tomemos un abierto U ∈ {Ui}i∈I y consideremos una cadena de
cerrados irreducibles de U de longitud n:

Y0 ⊊ Y1 ⊊ · · · ⊊ Yn.

Cada Yi es un cerrado de U , por lo tanto es la intersección de un cerrado de X
con U :

Yi = Ci ∩ U

con Ci cerrado de X. Podemos suponer que Ci es irreducible, ya que si no
lo es, como X es noetheriano, se puede escribir como una unión finita de sus
componentes irreducibles:

Ci = Z1 ∪ Z2 ∪ · · · ∪ Zs,

entonces Yi = Ci∩U = (Z1∩U)∪ (Z2∩U)∪ · · ·∪ (Zs∩U) es irreducible y cada
Zi ∩U es un cerrado de Ci ∩U , entonces Ci ∩U = Zj ∩U para algún j, con Zj
cerrado irreducible de Ci. Como Ci es cerrado de X, se tiene que Zj también
es cerrado de X. Por lo tanto suponemos que cada Ci es un cerrado irreducible
de X. Además, como Ci ∩ U = Yi ⊊ Yi+1 = Ci+1 ∩ U para cada i, se tiene que
Ci ⊊ Ci+1 para cada i, luego tenemos una cadena de cerrados irreducibles de
X de longitud n:

C0 ⊊ C1 ⊊ · · · ⊊ Cn,

lo que implica que dimU ≤ dimX, por lo tanto

sup
i∈I

dimUi ≤ dimX.

Así que dimX = sup i ∈ I dimUi.

El siguiente ejemplo muestra que la dimensión de un espacio topológico
no necesariamente es igual a la dimensión de un abierto (denso) aún siendo
noetheriano.

Ejemplo 1.4.8. Sea X = {0, 1} un conjunto con dos elementos y con la to-
pología τ = {∅, {0}, {0, 1}}. Es claro que dim{0} = 0 y dimX = 1 ya que
{0} ⊂ {0, 1} es una cadena de cerrados irreducibles. Además mencionamos aquí
que la dimensión de un espacio topológico noetheriano no necesariamente es
finita.
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Lema 1.4.9. Sea X un espacio topológico noetheriano, irreducible y de dimen-
sión finita. Si Y ⊊ X es un cerrado propio, considerado con la topología relativa,
entonces dim(Y ) < dim(X).

Demostración. Podemos suponer que Y es irreducible ya que la dimensión es
igual al máximo de las dimensiones de sus componentes irreducibles. Entonces
cualquier cadena Y0 ⊊ Y1 ⊊ . . . ⊊ Yr = Y de cerrados irreducibles de Y de
longitud r se puede extender a una cadena de cerrados irreducibles de X de
longitud r + 1: Y0 ⊊ Y1 ⊊ . . . ⊊ Yr = Y ⊊ X; como dim(X) < ∞, se tiene que
dim(Y ) < dim(X).

1.4.1. Grado de trascendencia

En esta sección relacionamos la dimensión de una variedad irreducible con
la dimensión de su álgebra asociada y con el grado de trascendencia de su
cuerpo de funciones racionales. Muchos autores definen la dimensión de una
variedad empezando por este camino, recordar que nosotros la definimos como
la dimensión del espacio topológico subyacente.

En esta sección no nos detendremos en la mayoría de las pruebas de los
resultados que son puramente algebraicos, las referencias principales son [1], [6],
[7] y [12].

Definición 1.4.10. Consideremos la extensión de cuerpos k ⊂ F. Decimos que
los elementos a1, a2, . . . , ar ∈ F son algebraicamente independientes sobre k si el
mapa evaluación ϵa : k[x1, . . . , xr] → k es inyectivo, donde a = (a1, . . . , ar) ∈ Fr.
En otro caso decimos que son dependientes.

En otras palabras, si a1, . . . , ar son elementos de F dependientes sobre k
entonces existe un polinomio no nulo en r variables f ∈ k[x1, . . . , xr] tal que
f(a1, . . . , ar) = 0.

Un subconjunto infinito A ⊂ F es algebraicamente independiente (sobre k)
si todo subconjunto finito de A es algebraicamente independiente; en otro caso
se dice que es algebraicamente dependiente.

Definición 1.4.11. Sea k ⊂ F una extensión de cuerpos. Una base de tras-
cendencia para F sobre k es un conjunto A ⊂ F algebraicamente independiente
sobre k tal que F es algebraico sobre k(A), donde k(A) es el menor subcuerpo
de F que contiene a k y al conjunto A.

Recordemos algunas de las propiedades básicas de las bases de trascendencia
y la definición de grado de trascendencia (ver [7, Capítulo 9]).

Observación 1.4.12. Si existe un conjunto finito A ⊂ F tal que F es algebraico
sobre k(A), entonces:

1. todo subconjunto algebraicamente independiente maximal de F es base de
trascendencia de F sobre k.
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2. todo subconjunto B ⊂ F minimal entre aquellos donde F es algebraico
sobre k(B) es una base de trascendencia.

3. toda base de trascendencia de F sobre k tiene el mismo número de ele-
mentos que A, a ese número lo llamamos grado de trascendencia y lo
denotamos por degk(F).

Lema 1.4.13. Si K ⊂ L ⊂ F es una cadena de extensiones de cuerpos, entonces
vale la igualdad:

degK(F ) = degK(L) + degL(F ).

Mas aún, si A es base de trascendencia de L sobre K y B es base de tras-
cendencia de F sobre L entonces A ∪ B es base de trascendencia de F sobre
K.

Demostración. Ver [12, Capítulo VI, Teorema 1.11]

Definición 1.4.14 (Dimensión de un anillo). Sea A un anillo y

P0 ⊊ P1 ⊊ · · · ⊊ Pd

una cadena finita de ideales primos de A. Decimos que la longitud (o altura)
de una tal cadena es d; llamamos dimensión de A y lo denotamos por dim(A),
al supremo de las longitudes de esas cadenas, que eventualmente podría ser
infinito. Esta es la llamada dimensión de Krull, debida al matemático alemán
Wolfgang Krull.

Como ejemplo consideremos el anillo de polinomios k[x] en una variable.
Como es un dominio de ideales principales, todo ideal es de la forma I = ⟨f⟩
con f ∈ k[x]; además I ̸= {0} es un ideal primo si y sólo si f es primo, por lo
que si ⟨f⟩ ⊊ ⟨g⟩ y f es primo necesariamente g es invertible y ⟨g⟩ = k[x]; en el
caso de ser g primo y cumplirse esa inclusión, se tiene que necesariamente f = 0.
La conclusión es que todas las cadenas maximales de ideales primos constan de
dos elementos:

{0} ⊊ ⟨f⟩

con f primo. La altura de esas cadenas es 1, por lo que

dim(k[x]) = 1.

Tener en cuenta que como k[x] es un dominio de integridad, el ideal {0} es
primo. Si A no es un dominio, el cero no es un ideal primo.

Los siguientes resultados nos permiten relacionar la dimensión de una varie-
dad afín irreducible con el grado de trascendencia del cuerpo de fracciones del
álgebra asociada.

Teorema 1.4.15. Sea A una k-álgebra finitamente generada sin divisores de
cero. Si denotamos por [A] al cuerpo de fracciones de A, entonces:

degk
(
[A]
)
= dim(A).
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Demostración. Ver [6, Cor. 2.56].

Observación 1.4.16. Si X una variedad afín irreducible, entonces su k-álgebra
asociada es un dominio de integridad ya que I(X) es un ideal primo (observación
1.4.2) y k[X] ∼= k[x1, . . . , xn]

/
I(X). Por el teorema 1.4.15 tenemos que el grado

de trascendencia del cuerpo de fracciones de k[X] es igual a la dimensión del
anillo k[X]:

degk
([
k[X]

])
= dim(k[X]).

Dado que existe una correspondencia entre los ideales primos de k[X] y los
cerrados irreducibles de X de tal manera que una cadena de irreducibles se
corresponde con una cadena de primos de la misma longitud y viceversa, tenemos
que la dimensión de X es igual a la dimensión de su álgebra asociada:

dim(X) = dim(k[X]),

entonces la dimensión de X es igual al grado de trascendencia del cuerpo de
fracciones de k[X] sobre k y por lo tanto es finita:

dim(X) = degk
([
k[X]

])
<∞.

En particular, si consideramos el espacio afín An, su álgebra asociada es el anillo
de polinomios con n indeterminadas k[x1, . . . , xn], su cuerpo de fracciones lo
denotamos por k(x1, . . . , xn) y es claro que degk(k(x1, . . . , xn)) = n, entonces
dimAn = n. Como cualquier prevariedad puede ser cubierta por una cantidad
finita de abiertos afines tenemos la siguiente proposición:

Proposición 1.4.17. Si X es una prevariedad algebraica, entonces

dim(X) <∞.

Demostración. Sigue de la observación anterior y de la proposición 1.4.7.

Los elementos del cuerpo de fracciones de una variedad afín X, pueden verse
como funciones racionales, en el sentido de que si f/g ∈

[
k[X]

]
se puede definir:

f/g : Xg → k

por (f/g)(x) = f(x)
g(x) . Dada la relación que hay entre la dimensión de X y el

grado de trascendencia del cuerpo de fracciones sobre k, nos interesa extender
la noción de función racional a una variedad algebraica. Definiremos el cuerpo de
funciones racionales de una variedad irreducible; luego veremos que en el caso
afín esta definición nos devuelve el cuerpo de fracciones del álgebra asociada.
Concluiremos que la dimensión de una variedad algebraica irreducible es igual
al grado de trascendencia del cuerpo de funciones racionales.
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Definición 1.4.18. Sea X una variedad algebraica irreducible. Definimos el
cuerpo de funciones racionales k(X) como el límite directo de la familia(

OX(U), ρUV
)
U,V⊂Xabiertos,

donde los abiertos están ordenados por inclusión (U ≤ V si y sólo si U ⊃ V ) y
ρUV : OX(U) → OX(V ) es la restricción de funciones para cada par de abiertos
V ⊂ U ⊂ X. En otras palabras, k(X) son clases de equivalencia de funciones
regulares de tal manera que f ∈ OX(U) es equivalente a g ∈ OX(V ) si y sólo
si existe un abierto no vacío W ∈ U ∩ V tal que f |W = g|W . Observamos que
como X es irreducible, el abierto W es denso, por lo que f y g coinciden en todo
U ∩ V .

Observación 1.4.19. Es claro que si X es una variedad algebraica irreducible
y U ⊂ X es un abierto no vacío, este es denso e irreducible y se tiene que
k(X) ∼= k(U), viendo a U como una subvariedad abierta de X.

Observación 1.4.20. El cuerpo de funciones racionales es, en efecto, un cuerpo:
si f ∈ k(X) es no nulo, haciendo abuso de notación, existe U ⊂ X un abierto
no vacío tal que f |U ∈ OX(U) es no nulo. Dado que X puede ser cubierto
por abiertos afines podemos suponer que U es afín (más chico si es necesario).
Consideramos el abierto afín:

Uf = {x ∈ U / f |U (x) ̸= 0} ⊂ U

y definimos g = f |Uf
∈ OX(Uf ) = OU (Uf ) ∼= k[U ]f |U ; entonces

1

g
∈ OX(Uf ) es

un representante del inverso de f .

La siguiente proposición nos da una caracterización más amigable del cuerpo
de funciones racionales. De hecho, en [6] se define este cuerpo como el cuerpo
de fracciones de un abierto afín cualquiera de la variedad y se prueba que no
depende del abierto elegido.

Proposición 1.4.21. Sea X una variedad algebraica irreducible. Si V ⊂ X es
un abierto afín, entonces k(X) ∼=

[
k[V ]

]
. En particular, si X es afín, tenemos

k(X) ∼=
[
k[X]].

Demostración. Vamos a definir, para cada abierto U ⊂ X no vacío, un mapa

αU : OX(U) →
[
k[V ]

]
.

Como X es irreducible, el abierto U ∩ V es denso X y la restricción

OX(U) → OX(U ∩ V ) = OV (U ∩ V )

es inyectiva. Si f ∈ OX(U), se tiene que f |U∩V ∈ OV (U∩V ) y existen g, h ∈ k[V ]

tal que f |Vh
=
g

h

∣∣∣
Vh

, con Vh ⊂ U ∩ V abierto básico. Definimos:

αU (f) =
g

h
∈
[
k[V ]

]
.
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La definición de αU no depende de g y h; en efecto, si g′, h′ ∈ k[V ] son tales que

f |Vh′ =
g′

h′

∣∣∣
Vh′

entonces, tomando W = Vh ∩ Vh′ ̸= ∅ (porque X es irreducible), tenemos que

g

h

∣∣∣
W

=
g′

h′

∣∣∣
W
,

entonces (gh′ − g′h)|W = 0. Como W es un abierto no vacío, es denso en V ,
por lo que gh′ − g′h = 0 en V (por continuidad de las funciones regulares), así

que
g

h
=
g′

h′
en
[
k[V ]

]
. Es claro que αU es un morfismo de k-álgebras para cada

abierto U ⊂ X y si U ′ ⊂ U ⊂ X son abiertos, entonces el siguiente diagrama
conmuta:

OX(U)
αU //

ρUU′

��

[
k[V ]

]

OX(U ′)

αU′

::

Además, la unión de los conjuntos αU (OX(U)), para U ⊂ X abierto, es igual
al cuerpo de fracciones de k[V ] ya que si

g

h
∈
[
k[V ]

]
este es la imagen por

αXh
de la función regular

g

h

∣∣∣
Xh

∈ OX(Xh). Por último, si αU (f) = 0 para

algún f ∈ OX(U), existen g, h ∈ k[V ] tal que g/h|Xh
= f |Xh

= 0, por lo que
ρUXh

(f) = 0. Luego, el cuerpo de fracciones de k[V ] es el límite directo de(
OX(U), ρUU ′

)
, es decir el cuerpo de funciones racionales de X.

Observación 1.4.22. Sea X es una variedad algebraica irreducible y U ⊂ X
es un abierto afín. Si X =

⋃r
i=1 Vi es un cubrimiento finito por abiertos afines

de X, entonces dimX = supi dimVi (proposición 1.4.7). Como el cubrimiento
es finito, existe i0 tal que dimX = dimVi0 , entonces

dimX = dimVi0 = degk
([
k[Vi0 ]

])
= degk(k(X)) = degk

([
k[U ]

])
= dimU.

Observación 1.4.23. [6, Proposición 5.35.]. Si X e Y son dos variedades alge-
braicas irreducibles entonces

dim(X × Y ) = dimX + dimY.

Se puede suponer que X e Y son afines y la prueba consiste en tomar una base
de trascendencia {x1, . . . , xm} ⊂ k[X] y {y1, . . . , yn} ⊂ k[Y ] de k(X) y k(Y )
respectivamente (sobre k) y ver que {xi ⊗ 1, 1⊗ yj : i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n}
es una base de trascendencia de k(X × Y ) =

[
k[X]⊗ k[Y ]

]
sobre k.
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Capítulo 2

Resultados centrales sobre
morfismos

En este capítulo presentaremos los teoremas referentes a morfismos de varie-
dades que necesitaremos para el resto de la monografía. Los teoremas centrales
son el teorema de Chevalley (teorema 2.2.1) y el teorema sobre la dimensión de
las fibras de un morfismo (teorema 2.2.9). Enunciamos también una versión del
teorema principal de Zariski (corolario 2.3.11).

2.1. Definiciones básicas y resultados
preliminares

Definición 2.1.1. Sea X un espacio topológico, decimos que Y ⊂ X es local-
mente cerrado si es la intersección de un conjunto cerrado con uno abierto, es
decir Y = A ∩B donde A ⊂ X es abierto y B ⊂ X es cerrado.

Decimos que Y es constructible si es unión finita de conjuntos localmente
cerrados.

Lema 2.1.2. Sea X un espacio topológico. Un subconjunto Y ⊂ X es localmente
cerrado si y sólo si es abierto en Y .

Demostración. Sea Y = A∩B con A abierto y B cerrado; es claro que Y ⊂ A∩Y .
Como Y ⊂ B con B cerrado e Y es el menor cerrado que contiene a Y , se tiene
que Y ⊂ B, entones Y = A ∩ Y . Por lo tanto Y es un abierto de Y .

En el otro sentido, si Y es abierto en Y entonces existe A abierto de X tal
que Y = A ∩ Y , y como Y es cerrado se tiene que Y es localmente cerrado.

Proposición 2.1.3. Sean X un espacio topológico noetheriano e Y ⊂ X un
conjunto constructible en X. Entonces existe U ⊂ Y ⊂ Y tal que U es un
abierto denso de Y .

61
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Demostración. Sea Y =
⋃n
i=1 Yi donde cada Yi es localmente cerrado. Como

la unión es finita se tiene que Y =
⋃
i Yi. En el caso de ser Y un conjunto

irreducible se tiene que Y es irreducible, entonces Yi = Y para algún i. Como Yi
es localmente cerrado, es abierto en su clausura. Entonces Yi ⊂ Y es un abierto
y denso de Y .

Si Y se descompone como unión de cerrados irreducibles, Y =
⋃m
j=1 Cj .

Cada Cj es cerrado en Y, es decir que existen Bj cerrados en X tal que Cj =
Y ∩Bj = (

⋃n
i=1 Yi) ∩Bj =

⋃
i(Yi ∩Bj) que es constructible en X porque cada

Yi∩Bj es localmente cerrado. Por lo tanto tenemos que los Cj son constructibles
en X e irreducibles, entonces por lo anterior se tiene que cada Cj contiene
un abierto denso de su clausura, digamos Uj ⊂ Cj ⊂ Cj . Por otro lado se
tiene la igualdad Y =

⋃m
j=1 Cj y se puede probar fácilmente que los Cj son

las componentes irreducibles de Y ; si para cada j consideramos el conjunto
C ′
j = Y \

(⋃
i ̸=j Ci

)
= Cj \

(⋃
i ̸=j Ci

)
este es un abierto no vacío de Y contenido

en Cj , por lo que Uj ∩ C ′
j es un abierto de Y que es denso en Cj . Entonces

U =
⋃
j

(
Uj ∩ C ′

j

)
es un abierto denso de Y contenido en Y .

Observación 2.1.4. No es válido el recíproco de la proposición anterior, es
decir, si Y contiene un abierto denso de su clausura no necesariamente es cons-
tructible. Como ejemplo consideremos el espacio afín A2 = C2 y el cerrado
V = V (xy − 1) = {(a, b) ∈ C2 : ab− 1 = 0} la hipérbola, el abierto U = C2 \ V
y el conjunto Y = U ∪C, donde C = {

(
n, 1

n

)
∈ C2 : n ∈ N} un conjunto infinito

de puntos de la hipérbola (observar que C no es un conjunto cerrado). Entonces
Y es un conjunto irreducible que claramente no es constructible, pero U ⊂ Y es
un abierto denso de Y = C2.

Definición 2.1.5. Sea f : X → Y un morfismo de variedades. Decimos que f
es dominante si f(X) = Y y si para cada componente irreducible Xi de X se
cumple que f(Xi) es una componente irreducible de Y .

Lema 2.1.6. Si X e Y son variedades afines irreducibles, entonces un morfismo
f : X → Y es dominante si y sólo si f# : k[Y ] → k[X] es inyectivo.

Demostración. Sea f dominante y α ∈ k[Y ] tal que f#(α) = α ◦ f = 0 ∈ k[X].
Entonces α se anula en la imagen de f que es densa en Y , por lo tanto se anula
en Y (por continuidad de las funciones regulares, ya que α−1(0) es cerrado y
contiene a f(X), Y = f(X) ⊂ α−1(0) = α−1(0)). Así se tiene que α debe ser
0 ∈ k[Y ], luego f# es inyectiva.

En el otro sentido, sea f# inyectiva y supongamos por absurdo que f(X)
no es denso en Y , entonces existe y ∈ Y \ f(X) y α ∈ k[Y ] tal que α(y) ̸= 0 y
α|
f(X)

≡ 0 (observación 1.2.24 item 4) luego f#(α) = α ◦ f = 0 contradiciendo
que f# es inyectivo.

Lema 2.1.7. Sean X e Y variedades irreducibles. Si f : X → Y es un morfismo
dominante, entonces dim(Y ) ≤ dim(X).
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Demostración. Sea V ⊂ Y un abierto afín no vacío de Y . Como f(X) es denso
en Y , entonces V ∩ f(X) ̸= ∅ y por lo tanto f−1(V ) ⊂ X es un abierto no
vacío. Sean OX el haz de X y OY el haz de Y . Como f es un morfismo, tenemos
el morfismo de haces f# : OY → f∗(OX) que nos da un morfismo de álgebras
f#V : OY (V ) → OX(f−1(V )). El cuerpo de fracciones de OY (V ) es k(Y ) y el
de OX(f−1(V )) es k(X). El morfismo f#V induce un morfismo en el cuerpo de
fracciones k(Y ) → k(X) (de forma canónica, [1, Proposición 3.1]) y como todo
morfismo de cuerpos es inyectivo tenemos la extensión

k ⊂ k(Y ) ⊂ k(X),

entonces degk(k(Y )) ≤ degk(k(X)), por lo que dim(Y ) ≤ dim(X).

2.2. Teorema de Chevalley

Teorema 2.2.1 (Chevalley). Sea f : X → Y un morfismo entre las variedades
X e Y . Entonces existe un abierto y denso U de f(X) tal que U ⊂ f(X).

Demostración. Ya que el teorema es sobre la imagen de f podemos suponer que
f es dominante. Además podemos suponer que X es irreducible y por lo tanto
Y también lo será. Cuando X no es irreducible basta con aplicar el teorema a
cada componente irreducible.

Primero probaremos el teorema para el caso en que X e Y son afines. Por
la observación 1.2.41 tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

X

EX

��

f // Y

EY

��
Spm(k[X])

f#∗
// Spm(k[Y ])

donde EX y EY son homeomorfismos. Así que es suficiente probar la existencia
de un abierto V de Spm(k[Y ]) tal que V ⊂ f#

∗
(Spm(k[X])), luego U = E−1

Y (V ).
Queremos probar la existencia de un elemento g ∈ k[Y ] tal que

V = Spm(k[Y ])g ⊂ f#
∗(
Spm(k[X])

)
=
{
f#

−1
(N) / N ∈ Spm(k[X])

}
.

Equivalentemente queremos probar la existencia de un elemento g ∈ k[Y ] de
tal manera que si M es un ideal maximal de k[Y ] con g /∈M entonces existe un
ideal maximal N ⊂ k[X] tal que M = f#

−1
(N), es decir f#(M) ⊂ N (recordar

que f#−1
(N) es maximal, lema 1.1.34).

Si M es un ideal maximal de k[Y ], su imagen f#(M) es un ideal maximal
de f#(k[Y ]) ⊂ k[X]. Entonces existe α : f#(k[Y ]) → k tal que f#(M) =
ker(α) (recordar que todo ideal maximal es de esta forma para una k-álgebra
finitamente generada, donde k es algebraicamente cerrado).
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Por el lema 1.1.20, existe u ∈ f#(k[Y ]) ⊂ k[X] tal que todo morfismo
α : f#(k[Y ]) → k con α(u) ̸= 0 se puede extender a un morfismo α̃ : k[X] → k,
por lo que

ker(α) = ker(α̃) ∩ f#(k[Y ]),

además ker(α̃) es un ideal maximal de k[X].
Como f es dominante, f# : k[Y ] → k[X] es inyectivo, así que es suficiente

tomar g ∈ k[Y ] tal que f#(g) = u, ya que para todo ideal maximal M ⊂ k[Y ]
tal que g /∈M , se tiene que u = f#(g) /∈ f#(M) = ker(α), para algún morfismo
α : f#(k[Y ]) → k, por lo que α(u) ̸= 0. Entonces existe un ideal maximal N de
k[X] tal que

f#(M) = N ∩ f#(k[Y ]),

así que f#(M) ⊂ N como queríamos probar.
Cuando X e Y no son afines, consideramos un cubrimiento por afines de Y :

Y =

r⋃
i=1

Vi.

Mediante la observación 1.3.17 existe un cubrimiento finito por abiertos afines
de X:

X =

s⋃
j=1

Uj

de tal manera que para j existe i (que depende de j) tal que f(Uj) ⊂ Vi. Como
f(X) =

⋃
j f(Uj), se tiene que

Y = f(X) =
⋃
j

f(Uj),

pero como Y es irreducible, existe j0 tal que Y = f(Uj0). Por otro lado existe
i0 tal que f(Uj0) ⊂ Vi0 . Tenemos el morfismo f |Uj0

: Uj0 → Vi0 entre variedades

afines, entonces existe U ⊂ f(Uj0) tal que U es abierto de f(Uj0)
Vi0 , donde −Vi0

representa la clausura en Vi0 , pero como Vi0 es un abierto de Y se tiene que
U es un abierto de f(Uj0) = Y . Así que U es un abierto de Y contenido en
f(Uj0) ⊂ f(X).

Corolario 2.2.2. La imagen de un morfismo entre variedades algebraicas es
un conjunto constructible.

Demostración. Sea f : X → Y un morfismo de variedades algebraicas, entonces
por el teorema anterior podemos encontrar un abierto U de f(X) contenido en
f(X) y podemos escribir

f(X) = U ∪ f
(
X \ f−1(U)

)
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Como U es abierto en f(X) es la intersección de un abierto de Y con
el cerrado f(X) entonces U es localmente cerrado en Y . Resta probar que
f
(
X \ f−1(U)

)
es unión finita de conjuntos localmente cerrados.

Como f es continua y U es un abierto no vacío de f(X) se tiene que f−1(U)
es un abierto no vacío de X, luego X \ f−1(U) es un cerrado propio de X.
Entonces:

dim
(
X \ f−1(U)

)
< dim(X)

Razonando por inducción en la dimensión de X, si dim(X) = 0 entonces X
es una colección finita de puntos y por lo tanto también lo es f

(
X \ f−1(U)

)
,

así que es localmente cerrado.
Ahora sea dim(X) = n+1 y supongamos válido el teorema para dim(X) ≤ n.

Como dim
(
X \ f−1(U)

)
< dim(X) = n + 1, entonces dim

(
X \ f−1(U)

)
≤ n,

por hipótesis de inducción se tiene que f
(
X \ f−1(U)

)
es constructible en Y .

Definición 2.2.3. Un morfismo f : X → Y entre variedades algebraicas es afín
si existe un cubrimiento por afines Ui de Y tal que f−1(Ui) = Vi es afín. Diremos
que el morfismo es finito si además cada k[Vi] es un k[Ui]-módulo finitamente
generado.

Nos interesa presentar una prueba del teorema de Chevalley (2.2.9) sobre
la dimensión de las fibras de un morfismo (la dimensión de la preimagen de un
punto), este es un teorema central para esta monografía. Para la prueba seguimos
principalmente las ideas de [2] y necesitamos una serie de lemas previos (lemas
2.2.4, 2.2.5, 2.2.7 y corolario 2.2.8) que presentamos a continuación. Dado que
son resultados meramente técnicos remitimos las pruebas a las referencias.

Lema 2.2.4. Sea f : X → Y un morfismo finito y sobreyectivo entre variedades
algebraicas. Entonces dim f−1(Z) = dimZ para toda subvariedad cerrada Z ⊂
Y .

Demostración. [2, Lema 2.2.24].

Lema 2.2.5. Sean X e Y dos variedades afines irreducibles y f : X → Y un
morfismo dominante. Entonces existe un abierto U ⊂ Y no vacío tal que la
función f |f−1(U) : f

−1(U) → U se puede factorizar de la siguiente manera:

f−1(U)
g //

f
%%

Ar × U

p2

��
U

donde g es un morfismo finito y sobreyectivo, p2 es la proyección en la segunda
coordenada, r = dimX − dimY y el diagrama de arriba conmuta: f |f−1(U) =
p2 ◦ g.

Demostración. [2, Lema 1.5.2]
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Definición 2.2.6. Sea X una variedad irreducible e Y ⊂ X una subvariedad.
Definimos la codimensión de Y como codim(Y ) = dimX − dimY .

Lema 2.2.7. Sea X una variedad afín.

1. Si f ∈ k[X] es no constante, entonces las componentes irreducibles de
V(f) tienen codimensión uno.

2. Si Y ⊂ X una subvariedad irreducible de codimensión m ≥ 1, entonces
existen f1, . . . , fm ∈ k[X] tal que Y es una componente irreducible de
V(f1, . . . , fm).

Demostración. Ver [8, X.1.5 y X.1.9].

Corolario 2.2.8. Sea X una variedad afín y f1, · · · , fm ∈ k[X], entonces, si Z
es una componente irreducible de V(f1, . . . , fm), se tiene que

dimX − dimZ ≤ m

Demostración. Ver [8, X.1.7].

Teorema 2.2.9. Sean X,Y variedades irreducibles y f : X → Y un morfismo
dominante. Si y ∈ f(X), entonces:

1. Para cada componente irreducible Z de f−1(y) se tiene que dim(Z) ≥
dim(X)− dim(Y ).

2. Existe U abierto no vacío de Y contenido en f(X) tal que para todo y ∈ U
y para toda componente irreducible Z de f−1(y) se cumple que dim(Z) =
dim(X)− dim(Y ).

3. La función x 7→ dim f−1(f(x)) es semi-continua superiormente, es decir
que el conjunto {x ∈ X / dim f−1(f(x)) ≥ n} es cerrado ∀ n ∈ Z≥0.

Demostración.

1. Si dimY = 0 entonces Y = {y} es un punto porque es irreducible y
por lo tanto f−1(y) = X, así que no hay nada que probar en este ca-
so. Consideremos ahora que dimY > 0. Podemos suponer que X,Y son
afines, ya que si y ∈ Y podemos tomar un abierto afín V ⊂ Y (que
será irreducible) con y ∈ V y un abierto afín W ⊂ X (también irre-
ducible) tal que f(W ) ⊂ V (observación 1.3.17.2 ), de tal modo que
f |W : W → V es un morfismo de afines donde Z ∩ W es una compo-
nente irreducible f−1(y) ∩ W = (f |W )−1(y). Además, como Z ∩ W es
un abierto de Z, se tiene que dimZ = dim(Z ∩W ) (proposición 1.4.7).
También tenemos que dimY = dimV , dimX = dimW y f |W es domi-
nante porque f(X) = f(W ) ⊂ f(W ) y entonces Y = f(W ), por lo que
f(W )

V
= f(W ) ∩ V = V .
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Por lo tanto suponemos que Y es afín, al igual que X. Entonces por el lema
2.2.7 existen m = dimY = codim{y} ≥ 0 funciones regulares f1, · · · , fm ∈
k[Y ] tal que {y} es una componente irreducible de V(f1, . . . , fm). Para
cada i = 1, . . . ,m consideremos las funciones regulares en X dadas por
gi = fi ◦ f ∈ k[X] (porque f es un morfismo). Si Z es una componente
irreducible de f−1(y) entonces Z ⊂ V(g1, . . . , gm), pues

Z ⊂ f−1(y) ⇒ f(Z) = y ⇒ gi(Z) = fi ◦ f(Z) = fi(y) = 0 ∀i = 1, . . . ,m.

Sea Z0 una componente irreducible de V(g1, . . . , gm) tal que Z ⊂ Z0,
entonces f(Z0) es irreducible y además fi

(
f(Z0)

)
= gi(Z0) = 0 para todo

i, por lo que tenemos

y = f(Z) ⊂ f(Z0) ⊂ V(f1, . . . , fm)

pero {y} es una componente irreducible de V(f1, . . . , fm), entonces

f(Z) = f(Z0) = {y},

por lo tanto Z0 ⊂ f−1(y), entonces Z = Z0. Es decir que Z es una
componente irreducible de V(g1, . . . , gm), por el corolario 2.2.8 se tiene
que

dimX − dimZ ≤ m = dimY

entonces
dimZ ≥ dimX − dimY.

2. Suponemos que X,Y son afines. Por el Lema 2.2.5 existe U abierto no
vacío de Y y g : f−1(U) → Ar × U un morfismo finito y sobreyectivo,
donde r = dimX − dimY , tal que f |f−1(U) = p2 ◦ g. Si y ∈ U y Z es
una componente irreducible de f−1(y), entonces, usando también el Lema
2.2.4 tenemos

dimZ ≤ dim f−1(y) = dim g−1(Ar × {y}) = dim(Ar × {y}) = r

y de la parte anterior sabemos que

dimZ ≥ r

entonces dimZ = dimX − dimY . Además como g y p2 son sobreyectivas
U = f(f−1(U)) ⊂ f(X).

3. Sea n ∈ Z, queremos ver que el conjunto

Vn = {x ∈ X / dim f−1(f(x)) ≥ n}

es cerrado. Haremos la demostración por inducción en la dimensión de
X. Si dimX = 0, entonces no hay nada que probar dado que X es una
colección finita de puntos; en este caso Vn = ∅ para todo n > 0 y V0 = X.
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Suponemos válida la tesis para dimensión del dominio de f < dimX. Por
la parte 1. tenemos que

dim f−1(f(x)) ≥ dimX − dimY = r ∀ x ∈ X

y si r ≥ n entonces Vn = X y por lo tanto es cerrado. Si r < n tomamos
U abierto no vacío como en el item anterior, entonces

dim f−1(f(x)) = r < n ∀ x ∈ f−1(U)

lo que implica que Vn ⊂ X \ f−1(U) pero dimX \ f−1(U) < dimX,
entonces por hipótesis de inducción, el conjunto Vn es cerrado.

2.3. Teorema principal de Zariski

Esta sección está dedicada a exponer brevemente las definiciones y resultados
previos (que remitimos a las referencias) necesarias para entender los enunciados
de unas de las versiones del teorema principal de Zariski (teorema 2.3.10 y
corolario 2.3.11).

Definición 2.3.1. Sea A un anillo conmutativo que además es un dominio de
integridad. Decimos que A es integralmente cerrado si es integralmente cerrado
en el cuerpo de fracciones, es decir que si b ∈ [A] es tal que existe un polinomio
mónico p ∈ A[x] con p(b) = 0 entonces b ∈ A ([1, Capítulo 5]).

Ejemplo 2.3.2. El anillo de los números enteros Z es integralmente cerrado;
en efecto, por el teorema de la raíz racional, si p/q ∈ Q es raíz de un polinomio
mónico (con p y q primos entre sí), entonces q|1, por lo que p/q ∈ Z.

Ejemplo 2.3.3. Si consideramos el anillo de polinomios k[t] con la indetermi-
nada t y el subanillo k[t2, t3] ⊊ k[t], entonces el cuerpo de fracciones de k[t2, t3]
es
[
k[t2, t3]

]
= k(t). La indeterminada t /∈ k[t2, t3], pero si consideramos el po-

linomio mónico p(x) = x3 − t2x ∈ k[t2, t3][x], se tiene que p(t) = 0, por lo que
k[t2, t3] no es integralmente cerrado.

Definición 2.3.4. Sea X es una variedad algebraica irreducible. Decimos que
un punto x ∈ X es normal si existe un abierto afín U ⊂ X con x ∈ U tal que k[U ]
es integralmente cerrado, equivalentemente x es normal si OX,x es integralmente
cerrado. Decimos que X es normal si todos sus puntos son normales.

Recordamos que si X es una variedad afín irreducible, el cuerpo de fraccio-
nes de k[X] es k(X). En este caso tenemos la siguiente proposición. ([2, Lema
1.4.106]).

Proposición 2.3.5. Si X es una variedad afín e irreducible, entonces X es
normal si y sólo si k[X] es integralmente cerrado.
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Ejemplo 2.3.6. La variedad C = V(y2−x3) ⊂ A2 no es normal porque k[C] ∼=
k[t2, t3] que no es integralmente cerrado.

Recordemos que si X,Y son variedades algebraicas irreducibles y f : X →
Y es un morfismo dominante, entonces f induce un morfismo inyectivo en el
cuerpo de funciones racionales f̃# : k(Y ) → k(X) (ver el lema 2.1.7). En estas
condiciones tenemos la siguiente definición.

Definición 2.3.7. Sea f : X → Y un morfismo dominante entre variedades
irreducibles.

1. Decimos que f es birracional si el morfismo inducido f̃# : k(Y ) → k(X)
es un isomorfismo.

2. Decimos que f es separable si la extensión de cuerpos k(Y ) ⊂ k(X) es
separable.

Recordamos que una extensión de cuerpos K ⊂ F es separable si es una
extensión algebraica tal que para todo elemento a ∈ F existe un polinomio
p ∈ K[x] sin raíces múltiples (en una clausura algebraica deK) tal que p(a) = 0.
Por ejemplo, R ⊂ C es separable: si z ∈ C este es raíz del polinomio (x −
z)(x − z) = x2 − (z + z)x + |z|2 ∈ R[x] sin raíces múltiples. En realidad, en
característica 0 todas las extensiones son separables; en efecto, si K es un cuerpo
de característica 0 y p ∈ K[x] \K es un polinomio irreducible, entonces todas
sus raíces son simples [7, proposición 2.12], lo que implica que si a pertenece a
alguna extensión algebraica de K, su polinomio minimal en K[x] se anula en
a y no tiene raíces múltiples. Entonces cualquier extensión algebraica K ⊂ F
donde Car(K) = 0 es separable.

Ejemplo 2.3.8. Como ejemplo de un morfismo birracional tenemos f : A1 → C
(donde C = V(y2 − x3) ⊂ A2) dado por f(t) = (t2, t3). Como el cuerpo de
fracciones de k[C] es isomorfo a k(t) = k(A1), f es un morfismo birracional.

La siguiente proposición caracteriza en un sentido geométrico los morfismos
birracionales ([13, 5.1.2]).

Proposición 2.3.9. Un morfismo f : X → Y es birracional si y sólo si existe
un abierto U ⊂ X tal que f(U) ⊂ Y es abierto de Y y f |U : U → f(U) es un
isomorfismo.

Observar que un morfismo birracional no necesariamente es un isomorfismo
(ejemplo 2.3.8, C no es normal). En este sentido tenemos el siguiente teorema
y su corolario que son dos versiones del teorema principal de Zariski. No habla-
remos de la versión original ni de otras versiones, para esto se puede consultar
por ejemplo [6] o [13] entre otros.

Teorema 2.3.10. Sean X e Y dos variedades irreducibles tal que Y es normal.
Si f : X → Y un morfismo birracional y biyectivo, entonces f es un isomorfis-
mo.
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Demostración. [6, Proposición 8.59].

Observar que el ejemplo 2.3.8 muestra que la hipótesis de normalidad es
necesaria.

Corolario 2.3.11. Sean X e Y variedades algebraicas irreducibles tal que Y
es normal, si f : X → Y un morfismo biyectivo y separable, entonces f es un
isomorfismo.

Demostración. [6, proposición 8.60].

Observación 2.3.12. Para nuestros fines será de particular interés el corolario
2.3.11, porque recordemos que nuestro cuerpo de base k en esta monografía es
de característica 0, lo que implica que todo cuerpo de funciones racionales k(X)
de una variedad irreducible es de característica 0 y por lo tanto todo morfismo
dominante f : X → Y entre variedades irreducible es separable.

Para terminar con esta sección hablaremos de una clase particular de pun-
tos de una variedad algebraica, los puntos no-singulares o regulares. Resultará
que un grupo algebraico irreducible consiste sólo de puntos regulares, es decir
que es una variedad no-singular o regular. Comenzamos recordando algunas
definiciones sobre anillos locales.

Sea A un anillo local noetheriano y M su ideal maximal. El cociente k :=
A/M es un cuerpo. Además M/M2 es naturalmente un k-espacio vectorial:
(a +M)(m +M2) = am +M2 ∈ M/M2, con a ∈ A y m ∈ M . Como A es
noetheriano, M es un ideal finitamente generado por lo tanto es un A-módulo
finitamente generado, lo que implica que dimk

(
M/M2

)
<∞. En general tene-

mos el siguiente resultado.

Proposición 2.3.13. Sea A es un anillo local y noetheriano. Si M es su ideal
maximal y k = A/M su cuerpo residual, entonces

dimA ≤ dimk(M/M2).

Demostración. [1, corolario 11.15].

Definición 2.3.14. SeaA un anillo local y noetheriano. Si dimA = dimk(M/M2)
se dice que A es regular.

Recordamos que si (X,OX) es una variedad algebraica, la fibra en un punto
x ∈ X, denotada por OX,x, es un anillo local, mx ⊂ OX,x es el ideal maximal y
k(x) el cuerpo residual.

Definición 2.3.15. Sea X una variedad algebraica. Decimos que un punto
x ∈ X es no-singular, suave o regular si la fibra OX,x es regular, es decir que
dimk(x)(mx/m

2
x) = dimOX,x. Si todo punto de X es regular, decimos que X es

regular.
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Proposición 2.3.16. Sea X es una variedad algebraica irreducible. Si x ∈ X
es un punto no-singular, entonces

dimk(x)(mx/m
2
x) = dimX.

Demostración. Sea U un abierto afín de X tal que x ∈ U . Sabemos que dimX =
dimU (proposición 1.4.7) y que OX,x

∼= OU,x porque uno puede considerar el
límite directo ĺım

x∈V
OX(V ) sólo tomando los abiertos V en una base local de

entornos de x, es decir OX,x
∼= ĺım

x∈V⊂U
OX(V ) = ĺım

x∈V
OU (V ) ∼= OU,x, por lo

que dimOX,x = dimOU,x. Así que podemos suponer que X es afín, entonces el
resultado sigue inmediatamente de que dimX = dimOX,x ([1, teorema 11.25]).

Teorema 2.3.17. Si x ∈ X es un punto no-singular de una variedad algebraica
irreducible X, entonces x es normal.

Demostración. [2, lema 1.4.108].

Teorema 2.3.18. El conjunto de puntos no-singulares de una variedad alge-
braica es abierto y denso.

Demostración. [3, corolario AG.17.2].
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Capítulo 3

Monoides y grupos

3.1. Monoides y grupos abstractos

Definición 3.1.1 (Monoide). Sea M un conjunto, 1M ∈M un elemento parti-
cular del conjunto que llamamos elemento neutro y µ :M ×M →M un mapa.
Decimos que la terna (M, 1M , µ) es un monoide si los siguientes diagramas con-
mutan:

M ×M ×M

µ×id
��

id×µ // M ×M

µ

��
M ×M

µ
// M

M

id

��

M × {1M}

p1
%%

µ

99

{1M} ×M

µ

ee

p2
yy

M

donde p1 y p2 son las proyecciones en la primera y segunda coordenada, e id×µ :
M ×M ×M →M es el mapa dado por (id× µ)(x, y, z) = (x, µ(y, z)).

Para las imágenes del mapa µ generalmente escribimos xy := µ(x, y) y de-
cimos que µ es una multiplicación. Al elemento neutro, si no hay peligro de
confusión, lo denotamos por 1. Entonces los diagramas de arriba se pueden
escribir así:

1. x(yz) = (xy)z =: xyz ∀ x, y, z ∈M .

2. m1 = 1m = m ∀ m ∈M .

Observación 3.1.2. El elemento neutro de un monoide es único. Si M es un
monoide con elemento neutro 1 y existe un elemento u ∈M tal que um = mu =
m para todo m ∈M , entonces en particular u = u1 = 1.

73
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Para un monoide M existen dos tipos de elementos de M que resultan muy
importantes para su estudio, los elementos idempotentes y los elementos inver-
tibles.

Definición 3.1.3. Sea M un monoide y e ∈M :

1. Decimos e es idempotente si ee = e2 = e.

2. Decimos que e tiene inverso a izquierda si existe u ∈M tal que ue = 1.

3. Decimos que e tiene inverso a derecha si existe u ∈M tal que eu = 1.

4. Decimos que e tiene inverso (o que es invertible) si existe u ∈ M que es
inverso a izquierda y a derecha.

Observación 3.1.4. Si e ∈ M tiene inverso a izquierda e inverso a derecha
entonces estos son iguales, en particular e tiene un único inverso que lo denota-
mos por e−1. Para demostrar esto simplemente tomamos u, v ∈M tal que u es
inverso a izquierda de e y v es inverso a derecha

ue = 1 y ev = 1

entonces
u = u1 = u(ev) = (ue)v = 1v = v

Definición 3.1.5. Un submonoide de un monoide M es un subconjunto S ⊂M
tal que 1M ∈ S y que es cerrado por la multiplicación, es decir, si x e y pertenecen
a S entonces xy ∈ S.

Denotamos por E(M) a los elementos idempotentes de un monoide M y por
G(M) a los elementos invertibles.

Definición 3.1.6. Si M es un monoide tal que M = G(M) decimos que M es
un grupo. Equivalentemente, un grupo es un monoide donde todo elemento es
invertible.

Veamos algunas propiedades de estos conjuntos.

Proposición 3.1.7. Si M es un monoide entonces el conjunto de invertibles
G(M) es un grupo.

Demostración. El elemento neutro 1M es invertible dado que (1M )(1M ) = 1M
y (1M )−1 = 1M , entonces 1M ∈ G(M). Si x e y son invertibles, entonces
(xy)(y−1x−1) = x(yy−1)x−1 = x1Mx

−1 = xx−1 = 1M , lo que nos dice que
xy tiene inverso a derecha, y con una cuenta análoga se puede ver que xy tiene
inverso a izquierda y por lo tanto es invertible. Así que G(M) es un submonoide
de M donde todo elemento es invertible, luego G(M) es un grupo.

Debido a la proposición anterior llamamos grupo de invertibles de M al
conjunto G(M).
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Definición 3.1.8. Un morfismo entre dos monoides (M, 1M , µM ) y (N, 1N , µN )
será un mapa φ :M → N tal que φ(xy) = φ(x)φ(y) y φ(1M ) = φ(1N ). Tenemos
el siguiente diagrama conmutativo

M
φ // N

M ×M

µM

OO

φ×φ
// N ×N

µN

OO

En el caso de ser M y N grupos, decimos que φ es un morfismo de grupos.

Observemos que f : G → H es un morfismo de grupos si y sólo si f(xy) =
f(x)f(y). No es necesario imponer la condición f(1) = 1 ya que se deduce
inmediatamente de lo siguiente:

f(1) = f
(
(1)(1)

)
= f(1)f(1) ∈ H,

pero como H es un grupo, si se multiplica de ambos lados por el inverso de f(1)
se obtiene que f(1) = 1. Por otro lado, haciendo la siguiente operación para
x ∈ G:

1 = f(1) = f
(
(x)(x−1)

)
= f(x)f

(
x−1

)
se deduce que f(x−1) = (f(x))

−1 ∀x ∈ G.
El siguiente ejemplo sencillo ilustra la necesidad de imponer que en un mor-

fismo de monoides la imagen del neutro sea el neutro.

Ejemplo 3.1.9. Sea (R, 1, ·) el monoide de los números reales con el producto
usual. Sea M2×2(R) las matrices reales de tamaño 2× 2, con el producto usual
de matrices es un monoide donde el neutro es la identidad. Si consideramos el
mapa φ : R→M2×2(R) dado por:

φ(x) =

(
x 0
0 0

)
,

es claro que φ(xy) = φ(x)φ(y), pero φ(1) =
(
1 0
0 0

)
que no es la matriz iden-

tidad.

Si bien el neutro no se aplica en el neutro, sí sucede que que la imagen
del neutro es idempotente. La siguiente proposición ilustra este hecho algo más
general.

Proposición 3.1.10. Sea f :M → N un morfismo de monoides, entonces

1. f(E(M)) ⊂ E(N).

2. Consideremos la fibra de f en un elemento y ∈ N , es decir el conjunto
f−1(y) = {x ∈ M / f(x) = y} ⊂ M tal que f−1(y) ̸= ∅. Este conjunto
es cerrado por la multiplicación (es un subsemigrupo de M) si y sólo si
y ∈ E(N).
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3. Sea y ∈ N , 1M ∈ f−1(y) si y sólo si 1N = y.

4. f−1(1N ) es un submonoide de M .

Demostración.

1. Si f(x) ∈ f(E(M)) ⊂ N con x ∈ E(M) entonces (f(x))2 = f(x)f(x) =
f(xx) = f(x2) = f(x), así que f(x) ∈ E(N).

2. (⇐) Consideremos primero y ∈ E(N) y sean x y x′ dos elementos perte-
necientes a f−1(y),

f(xx′) = f(x)f(x′) = yy = y2 = y

entonces xx′ ∈ f−1(y).
(⇒) Ahora sea y ∈ N tal que la fibra es cerrada por la multiplicación. Sea
x ∈ f−1(y) ̸= ∅, entonces xx = x2 ∈ f−1(y) ⇒ f(x2) = y, por lo tanto

y2 = (f(x))2 = f(x)f(x) = f(x2) = y

entonces y ∈ E(N).

3. Como f es morfismo de monoides f(1M ) = 1N , por lo tanto

1M ∈ f−1(y) ⇔ f(1M ) = y ⇔ y = 1N

4. Como 1N ∈ E(N) entonces la afirmación se concluye de 2) y 3).

3.2. Monoides y grupos algebraicos

Definición 3.2.1. Un monoide algebraico es un monoide (M,µ) tal que M
tiene una estructura de variedad algebraica donde el producto µ :M ×M →M
es un morfismo de variedades algebraicas. Aquí M ×M es la variedad producto
de M con M .

Definición 3.2.2. Un grupo algebraico es un grupo G equipado con una estruc-
tura de variedad donde el producto y el mapa inversión ι :M →M , ι(x) = x−1,
son morfismos de variedades algebraicas.

Observación 3.2.3. Recordar que una variedad algebraica es una prevariedad
X con la condición extra de ser separado, es decir que la diagonal △(X) =
{(x, x) : x ∈ X} es cerrado en el producto. Si G es un grupo con una estructura
de prevariedad donde la multiplicación y el mapa inversión son continuas, en-
tonces G es separado; en efecto, un elemento está en la diagonal (g, h) ∈ △(G)
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si y sólo si gh−1 = µ(g, ι(h)) = 1, así que △(G) es cerrado porque es la ima-
gen inversa por una función continua del conjunto {1} que es cerrado ([5, 3.4]).
Así que en la definición de grupo algebraico podemos sólo pedir que G es una
prevariedad, pero la realidad es que no es un aporte significativo.

Un hecho más interesante sobre la definición de grupo algebraico, que es parte
principal de esta monografía, es que es posible probar que el mapa inversión es
un morfismo de variedades si se omite en la definición, además si un monoide
tiene inverso a izquierda (o derecha), entonces es invertible [11]. En este trabajo,
ver el teorema 3.3.2.

Definición 3.2.4. Sea G un grupo algebraico (o monoide algebraico) y H ⊂ G
un subgrupo (resp. un submonoide). Si H es además un conjunto cerrado de la
variedad G decimos que es un subgrupo cerrado o un subgrupo algebraico (resp.
submonoide algebraico) de G.

Definición 3.2.5. Sean G y H dos grupos algebraicos (o monoides algebraicos).
Un morfismo de grupos algebraicos (resp. monoides algebraicos) es morfismo
de grupos φ : G → H (resp. de monoides) que también es un morfismo de
variedades algebraicas.

Proposición 3.2.6. Sea (M, 1, µ) un monoide algebraico.

1. Existe una única componente irreducible de M que contiene al elemento
neutro. Denotamos a esta componente como M0.

2. Para toda componente irreducible X de M se cumple que XM0 =M0X =
X.

3. Si x ∈ M es invertible, entonces existe una única componente irreducible
de M que contiene a x, esta es xM0 = {xm : m ∈M0}.

Demostración.

1. Sean X e Y dos componentes irreducibles de M tales que 1 ∈ X y 1 ∈ Y .
La subvariedad X × Y de M ×M es irreducible, entonces µ(X × Y ) =
XY = {xy ∈M / x ∈ X, y ∈ Y } es irreducible enM porque µ es un mapa
continuo. Además X ⊂ XY ya que 1 está en Y e Y ⊂ XY porque 1 ∈ X.
Pero X e Y son componentes irreducibles de M , entonces X = XY = Y .

2. Como M0X, XM0 son irreducible y X ⊂ M0X, X ⊂ XM0, entonces
X =M0X = XM0 porque X es una componente irreducible.

3. La multiplicación a izquierda por x, ℓx : M → M dada por ℓx(y) = xy,
es un isomorfismo (ℓ−1

x = ℓx−1) que lleva M0 en xM0, una componente
irreducible de M que contiene a x. Si Mx es otra componente irreducible
que contiene a x, entonces xM0 ⊂MxM

0 =Mx por lo tanto xM0 =Mx.
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Observación 3.2.7.

1. Del item 2 de la proposición anterior se deduce en particular que M0 es
un submonoide de M dado que M0M0 =M0.

2. Si G es un grupo algebraico entonces para cada elemento x de G existe
una única componente irreducible de G que contiene a x.

Lema 3.2.8. Sea G un grupo algebraico. Si U ⊂ G es un abierto no vacío y
V ⊂ G es un abierto denso, entonces G = UV = {uv / u ∈ U, v ∈ V }.

Demostración. Como V es denso enG se tiene que V −1 := ι(V ) = {ι(v) = v−1 ∈
G / v ∈ V } es denso en G porque ι : G→ G es un isomorfismo (de variedades).
Si x ∈ G entonces también es denso el conjunto xV −1 := {xv−1 : v−1 ∈ V −1}
ya que es la imagen de V −1 por el mapa ℓx. Entonces xV −1 ∩ U ̸= ∅, por lo
tanto existe v ∈ V y u ∈ U tal que

xv−1 = u

x = uv

entonces x ∈ UV .

Lema 3.2.9. Sea M un monoide algebraico y H ⊂M un submonoide abstracto
(no necesariamente un conjunto cerrado). Entonces la clausura de H, H, es un
submonoide algebraico.

Demostración. Sólo hay que probar que H es un submonoide. Tenemos que
H ×H = H×H (proposición 1.3.21). Dado que la multiplicación µ : M ×M →
M es un mapa continuo y H es un submonoide, se tiene:

H H = µ
(
H ×H

)
= µ

(
H ×H

)
⊂ µ(H ×H) = HH = H.

Corolario 3.2.10. Sea G un grupo algebraico y H ⊂ G un subgrupo abstracto.
Entonces H es un subgrupo algebraico.

Demostración. El mapa inversión ι : G → G x → x−1 es continuo entonces
ι(H) ⊆ ι(H) ⊆ H

Teorema 3.2.11. Sea G un grupo algebraico y H un subgrupo de G (abstracto)
tal que H es un subconjunto constructible de G. Entonces H es un subgrupo
algebraico de G.

Demostración. Por el corolario 3.2.10, H es un grupo algebraico. Sólo hay que
probar que H = H. Como H es constructible, existe un conjunto abierto U ̸= ∅
de H con U ⊂ H. Al conjunto H lo podemos escribir de la siguiente forma:

H =
⋃
x∈H

xU
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donde xU = {xu : u ∈ U}, porque si u ∈ U ⊂ H, entonces u−1 ∈ H y por lo
tanto para todo h ∈ H se tiene que h = hu−1u ∈ hu−1U , con hu−1 ∈ H. La
multiplicación a izquierda es un homeomorfismo, así que xU es un abierto de
H para todo x ∈ H y por lo tanto H es un abierto de H. Así que por el lema
3.2.8 tenemos que H = HH ⊂ H, de donde se concluye que H = H.

Corolario 3.2.12. Todo morfismo f : M → G de grupos algebraicos tiene ima-
gen cerrada.

Demostración. La imagen de f es un subgrupo de G y además, por el corolario
2.2.2, es un conjunto constructible, por lo tanto es un conjunto cerrado de G.

3.3. Grupo de invertibles

Si (M,µ, 1) es un monoide algebraico, definimos el grupo de invertibles de
M como el conjunto

G(M) = {x ∈M / x es invertible}

Sabemos que G(M) es un grupo (abstracto), nuestro objetivo es probar que
G(M) es un grupo algebraico y que además es un conjunto abierto en M .
Sean p1 : M ×M → M y p2 : M ×M → M las proyecciones en la primer y
segunda coordenada: p1(x, y) = x y p2(x, y) = y.
Consideremos los conjuntos:

Md = {x ∈M / x tiene inverso a derecha}

y
Mi = {x ∈M / x tiene inverso a izquierda}

Entonces tenemos que G(M) = Md ∩Mi, esto es por la observación 3.1.4. (si
un elemento tiene inverso a izquierda y a derecha, entonces estos coinciden).
Además es claro que Md = p1

(
µ−1(1)

)
y Mi = p2

(
µ−1(1)

)
Observación 3.3.1. Las proyecciones p1 y p2 son morfismos de variedades
algebraicas y el conjunto µ−1(1) es una subvariedad de M ×M entones G(M)
es un conjunto constructible de M .

Teorema 3.3.2. Sea M un monoide algebraico y G(M) su grupo de invertibles,
entonces G(M) es un grupo algebraico que es abierto en M .

La prueba del teorema se basa en los siguientes lemas y observaciones, donde
se considera que M es irreducible. Al final se incluye una prueba para el caso
no irreducible.

En lo que sigue, se considera G = G(M) y µ−1(1)◦ una componente irredu-
cible de µ−1(1) que contiene a (1, 1).
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Además, por la observación anterior, G es constructible en M y podemos
escribir

G = p1
(
µ−1(1)

)
∩ p2

(
µ−1(1)

)
.

Observación 3.3.3. Supongamos que M es irreducible. Entonces M ×M es
irreducible y

dim(M ×M) = dim(M) + dim(M) = 2 dim(M).

Como el mapa µ : M × M → M es sobreyectivo ( µ(1, x) = x ∀x ∈ M ),
aplicando el teorema de la dimensión de las fibras (teorema 2.2.9) tenemos que

dim
(
µ−1(1)◦

)
≥ dim(M ×M)− dim(M) = dim(M).

Lema 3.3.4. El mapa ρ1 : µ−1(1)◦ → M dado por ρ1 = p1|µ−1(1)◦ es un mor-
fismo dominante. En particular, existe un abierto no vacío de M contenido en
p1(µ

−1(1)◦).

Demostración. Es suficiente probar que

dim ρ1(µ−1(1)◦) = dimM

ya que el lema 1.4.9 garantiza que ρ1(µ−1(1)◦) no puede ser un cerrado propio
de M .

Por el teorema 2.2.9 existe U abierto no vacío de ρ1(µ−1(1)◦) contenido en
ρ1(µ

−1(1)◦) tal que para todo u ∈ U se tiene que

dim
(
ρ−1
1 (u)

)
= dim

(
µ−1(1)◦

)
− dim

(
ρ1(µ−1(1)◦)

)
. (3.1)

La función (x, y) 7→ dim
(
ρ−1
1 (ρ1(x, y))

)
es semicontinua superiormente, por lo

que el conjunto V = {(x, y) ∈ µ−1(1)◦ / dim
(
ρ−1
1 (ρ1(x, y))

)
= 0} es abierto en

µ−1(1)◦. Además ρ−1
1 (ρ1(1, 1)) = ρ−1

1 (1) = {(x, y) ∈ µ−1(1)◦ / xy = 1 y x =
1} = {(1, 1)}. Entonces dim ρ−1

1 (ρ1(1, 1)) = 0, por lo tanto V ̸= ∅.
El mapa ρ1 es una función continua, entonces ρ−1

1 (U) es un abierto no vacío
de µ−1(1)◦ porque U es un abierto no vacío de la imagen de ρ1. Por lo tanto
W = ρ−1

1 (U) ∩ V es un abierto no vacío de µ−1(1)◦.
Si (x, y) ∈W , entonces ρ1(x, y) ∈ U y dim ρ−1

1 (ρ1(x, y)) = 0. De la ecuación
(3.1) tenemos que:

dimµ−1(1)◦ = dim ρ1(µ−1(1)◦),

entonces
dimM ≤ dimµ−1(1)◦ = dim ρ1(µ−1(1)◦) ≤ dimM.

Así que tenemos la igualdad dim ρ1(µ−1(1)◦) = dimM , como queríamos probar.
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Observación 3.3.5. Observar que el lema 3.3.4 prueba que G = G(M) es
abierto de M, ya que por simetría existe además un abierto no vacío de M
contenido en p2(µ−1(1)◦) y

p1(µ
−1(1)◦) ∩ p2(µ−1(1)◦) ⊂ G.

Como M es irreducible existe un abierto no vacío U de M contenido en G.
Luego por traslación tenemos que G es abierto:

G =
⋃
g∈G

gU =
⋃
g∈G

ℓg (U) ,

porque la multiplicación a izquierda es un isomorfismo. Además como sabemos
que el conjunto de puntos regulares en una variedad algebraica es abierto no
vacío y un isomorfismo lleva puntos regulares en puntos regulares, se concluye
que los puntos de G son regulares.

Lema 3.3.6. Sea M irreducible y x ∈ M un elemento que tiene inverso a
izquierda o inverso a derecha, entonces x es invertible.

Demostración. Supongamos que x tiene inverso a izquierda (el otro caso es
análogo), así que existe y ∈M que verifica yx = 1. Entonces ℓx tiene inverso ℓy
a izquierda: ℓy ◦ ℓx = id|M

M
ℓx //

id !!

M

ℓy
��
M

Luego ℓx es inyectivo, por lo que las fibras del mapa ℓx|G : G → M constan de
un sólo punto, así que en particular, por el teorema 2.2.9, se tiene que:

dim ℓx(G) = dimG = dimM,

donde la última igualdad es porque G es un abierto de M . De esto se deduce que
ℓx(G) no puede ser un cerrado propio de M (lema 1.4.9), entonces ℓx(G) =M .
Como G es constructible ℓx(G) es constructible, entonces existe U abierto de
ℓx(G) =M tal que U ⊂ ℓx(G).

Como M es irreducible y G es abierto se tiene que U ∩ G ̸= ∅. Entonces
existe g ∈ G tal que g ∈ U ⊂ ℓx(G), es decir que existe g ∈ G y h ∈ G tal que
g = xh, entonces x = gh−1 ∈ G, por lo que x es invertible.

Observación 3.3.7. Observemos que del lema 3.3.6 se deduce que

G = p2
(
µ−1(1)

)
= p1

(
µ−1(1)

)
.

y por lo tanto
µ−1(1) = {(x, x−1) ∈M ×M/ x ∈ G}.
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Lema 3.3.8. Si M es irreducible, entonces µ−1(1) es irreducible, es decir
µ−1(1) = µ−1(1)◦ (la componente irreducible que contiene al (1, 1)).

Demostración. SiX1 es una componente irreducible de µ−1(1), entonces el mapa
p1|X1

: X1 → M es dominante (la prueba es análoga al lema 3.3.4 ya que las
fibras de la proyección constan de un solo punto). Entonces existe U1 abierto no
vacío de M contenido en p1(X1). Si U es un abierto no vacío de M contenido en
p1(µ

−1(1)◦), como M es irreducible, se tiene que U ∩ U1 es un abierto no vacío
de M tal que

U ∩ U1 ⊂ p1
(
µ−1(1)◦

)
∩ p1(X1).

Como las fibras de p1|µ−1(1) tienen un sólo elemento, si x ∈ U ∩ U1, entonces
p1|−1

µ−1(1)(x) = (x, x−1) ∈ µ−1(1)◦ ∩X1, así que

p1|−1
µ−1(1)(U ∩ U1) ⊂ µ−1(1)◦ ∩X1

es un abierto no vacío, entonces µ−1(1)◦ = X1 porque son irreducibles.

Ahora veamos la prueba del teorema 3.3.2.

Demostración. (del teorema 3.3.2). Para probar que G es un grupo algebraico
hay que probar que tomar inversos es un morfismo de variedades, es decir que
ι : G→ G, ι(x) = x−1 es un morfismo.

Si M es irreducible, entonces µ−1(1) y G son irreducibles. El morfismo
ρ1 = p1|µ−1(1) : µ

−1(1) → G es biyectivo y separable (recordar que k tiene
característica 0). Como G es no-singular (observación 3.3.5), se tiene que es
normal (teorema 2.3.17). Entonces, por el teorema principal de Zariski (2.3.11),
tenemos que ρ1 es un isomorfismo. Del mismo modo ρ2 es un isomorfismo y
es claro que ι = ρ2 ◦ ρ−1

1 , entonces ι es un morfismo. Luego G es un grupo
algebraico.

Si M no es irreducible, sea M = M0 ∪X1 ∪X2 ∪ . . . ∪Xn, donde M0 es la
componente irreducible que contiene al neutro (proposición 3.2.6) y los Xi son
las otras componentes irreducibles de M .

La componente M0 es un submonoide algebraico de M (observación 3.2.7)
cuyo grupo de invertibles G(M0) ⊂ M0 es un grupo algebraico abierto en M0

(probado en la parte anterior). La primera observación es que

G(M0) = G(M) ∩M0;

para probar eso, sea x ∈ M0 invertible en M , por la proposición 3.2.6 hay una
única componente irreducible que contiene a x (cuando x es invertible), entonces
hay una única componente irreducible que contiene a x−1, esta es x−1M0. Como
x ∈ M0, se tiene que 1 = x−1x ∈ x−1M0 y por lo tanto x−1M0 = M0, por lo
que x−1 ∈M0. Ahora, con cierto abuso de notación, sea G(Xi) = G(M) ∩Xi.

Tenemos que

G(M) = G(M0) ∪
n⋃
i=1

G(Xi).
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Para probar que G(M) es abierto en M , vamos a probar que cada uno de los
G(M0), G(Xi) son abiertos en M . Si x ∈ G(Xi) (podría ocurrir el caso G(Xi) =
∅, que es abierto) se tiene que x es invertible, así que Xi = xM0 y además
G(Xi) es la imagen de G(M0) por el isomorfismo ℓx : M → M ; en efecto, los
elementos de xG(M0) ⊂ xM0 son invertibles, por lo tanto xG(M0) ⊂ G(xM0)
y si y ∈ G(xM0), entonces x−1y ∈ M0 es invertible, así que y ∈ xG(M0). Si
G(M0) es abierto en M , esto probaría que G(Xi) = G(xM0) = ℓx(G(M

0)) es
abierto en M . Veamos por lo tanto que G(M0) es abierto en M (sabemos que
es abierto en M0). Sea

M̃0 =M \
n⋃
i=1

Xi ⊂M0.

Como los Xi son cerrados en M , M̃0 es abierto de M . Además G(M0) ⊂ M̃0

porque G(M0)∩Xi = ∅ dado que por cada elemento invertible existe una única
componente irreducible a la cual pertenece (proposición 3.2.6). Luego tenemos

G(M0) ⊂ M̃0 ⊂M0 ⊂M

donde G(M0) es abierto en M0 (con la topología relativa de M) y M̃0 es abierto
de M , entonces G(M0) es abierto de M . Queda probado que G(M) es abierto
en M .

Probemos ahora que G := G(M) es un grupo algebraico. Para esto sólo hay
que probar que la función ι : G(M) → G(M), ι(x) = x−1 es un morfismo. Ya
tenemos probado el caso

ι|G(M0) : G(M
0) → G(M0) ⊂ G(M).

Si x es invertible, y X = xM0 es la componente irreducible que contiene a x,
entonces podemos escribir

ι|G(X) : G(X) →M

como
ι|G(X) = rx−1 ◦ ι|G(M0) ◦ ℓx−1 ,

donde r es la multiplicación por derecha, entonces ι|G(X) es un morfismo. Luego
ι : G → G es un morfismo porque restringido a cada abierto G(Xi) ̸= ∅ lo
es.

3.4. Acciones

En esta última sección veremos que si M es un monoide algebraico irreduci-
ble, entonces la acción de G(M) sobre M por traslación a izquierda y derecha,
tiene al menos una órbita abierta y una única órbita cerrada. Se dice en este
caso que M es una inmersión simple de G(M) [11].

Recordamos primero algunas definiciones.
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Definición 3.4.1. Si (G,µ, 1) es un grupo y S es un conjunto, diremos que G
actúa en S si existe un mapa

ρ : G× S → S

tal que los siguientes diagramas conmutan

G×G× S
µ×id //

id×ρ
��

G× S

ρ

��
G× S

ρ
// S

{1} × S
ρ //

p2

��

S

S

id

;;

Diremos que ρ es una acción de G en S.
Usaremos la notación ρ(g, s) = g · s para todo g ∈ G y para todo s ∈ S; así

los diagramas anteriores pueden escribirse de la siguiente manera

1. (gh) · s = g · (h · s) para g, h ∈ G y s ∈ S

2. 1 · s = s para todo s ∈ S.

Si s ∈ S se define la órbita de s como el conjunto:

G · s = {g · s : g ∈ G} ⊂ S

y el grupo de isotropía o estabilizador de s es el conjunto:

Gs = {g ∈ G : g · s = s}.

Observar que Gs es un subgrupo de G.

Definición 3.4.2. Sea G un grupo algebraico. Una G-variedad es una variedad
algebraica X equipada con una acción del grupo G tal que el mapa:

ρ : G×X → X, (g, x) 7→ g · x

es un morfismo de variedades.

Ejemplo 3.4.3. Sea M un monoide algebraico y G = G(M) su grupo de
invertibles. Entonces el morfismo

ρ : (G×G)×M →M, ((g, h),m) 7→ gmh−1

es una acción del grupo G×G en M , es decir que M es una (G×G)-variedad.
Para esta acción la órbita de 1 es G, por lo tanto G · 1 es una órbita abierta de
M . Además veremos que existe una única órbita cerrada en M para esta acción,
que es el núcleo de M [11].

Definición 3.4.4. Sea M un monoide. Decimos que un subconjunto I ⊂M no
vacío es un ideal de M si MIM ⊂ I; es decir que man ∈ I para todo a ∈ I y
para todo m,n ∈ M . Si existe un ideal contenido en todos los ideales de M , se
dice que este ideal es el núcleo de M .
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Observación 3.4.5. Si I ⊂M es un ideal, observar que como 1 ∈M , se tiene
que

II ⊂ IM ⊂MIM ⊂ I,

entonces I es cerrado por la multiplicación, es decir que es un semigrupo (no
necesariamente el 1 pertenece a I). Si I y J son dos ideales de M , entonces
∅ ̸= IJ ⊂ IM ⊂MIM ⊂ I; del mismo modo IJ ⊂ J , así que ∅ ̸= IJ ⊂ I ∩ J .
Además M(I ∩ J)M ⊂ I ∩ J , por lo que I ∩ J es un ideal de M . Si {Ij}j es una
familia arbitraria de ideales se tiene que M

(⋂
j Ij
)
M ⊂

⋂
i Ii; por lo que si M

tiene núcleo, necesariamente coincide con la intersección de todos lo ideales de
M .

Teorema 3.4.6. Sea M un monoide algebraico irreducible y G su grupo de
invertibles. La acción de G×G en M por multiplicación a izquierda y derecha
(ejemplo 3.4.3) tiene una única órbita cerrada, el núcleo de M.

Demostración. Sea I ⊂ M una órbita cerrada. Primero veamos que I es un
ideal. Como M es irreducible y G ⊂M es abierto no vacío se tiene que M = G.
Además la multiplicación es una función continua, entonces:

MIM = GIG ⊂ GIG = I,

donde en la última igualdad usamos que I es una órbita cerrada.
Si J es otra órbita cerrada, como también debe ser un ideal se tiene que

I ∩ J es un ideal (observación 3.4.5), en particular I ∩ J ̸= ∅; pero dos órbitas
o bien coinciden o son disjuntas, así que I = J , por lo que hay una única órbita
cerrada.

Veamos ahora que I es el núcleo que M , es decir que está contenido en todos
los ideales de M . Si S ⊂M un ideal, entonces I∩S ̸= ∅ y como I es una órbita:

I = GIG = G(I ∩ S)G ⊂ GSG ⊂MSM ⊂ S.

Así que I es el núcleo de M.
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