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Resumen

A partir de trabajos de Godel [T y Cohen [2], 3] del siglo XX | sabemos que la hipotesis
del continuo es independiente de la teoria de conjuntos de ZF. En base a esto, tenemos
formas de construir modelos donde la hipoétesis del continuo se cumple y modelos donde
no se cumple. Respecto a los modelos en los que la hipotesis del continuo no se cumple,
si bien se demuestra que efectivamente esta no se cumple, no parece haber una intuicion
clara detras de la construccion, més alla de aspectos abstractos de cardinalidad.

El objetivo motivador de este trabajo, fue dar una prueba de la consistencia relativa de
la negacion de la hipotesis del continuo en la que haya una explicacion intuitiva de que esta
no se cumple en el modelo considerado. Especificamente, construimos un modelo en el que
la negacion de la hipotesis del continuo se explica con intuiciones de probabilidad. Para
esto nos basamos en un articulo de Scott [4], en el que realiza una prueba de la negacion
de la hipétesis del continuo a partir de algebras booleanas que provienen de espacios de
probabilidad . Esta prueba es en un marco mas débil que la teoria de conjuntos de ZF,
esencialmente en una teoria de reales de tercer orden (con reales, funciones y funcionales).

En este trabajo, generalizamos la construccion de Scott a una teorfa de los niimeros
reales expresada en logica de orden superior, usando una presentacion en el estilo de
la teoria de tipos simples de Church [5]. Para ello, introducimos la categoria de los B-
conjuntos (a saber: conjuntos equipados con B-relaciones de equivalencia), en la cual
modelamos nuestra teoria de orden superior. Finalmente, logramos adaptar la prueba de
Scott para que la negacion de la hipdtesis del continuo tenga una explicacion intuitiva en
base a conceptos de reales aleatorios.

Estructura del documento

En el capitulo [1, presentamos las dlgebras booleanas completas y un método para
obtener una a partir de un espacio de probabilidad. Este tipo de algebras booleanas son
las que utilizaremos en el capitulo [4] para construir modelos en los que no se cumple la
hipoétesis del continuo.

En el capitulo , introducimos la categoria de los B-conjuntos (notacion: B-Set), que
brinda un marco algebraico para expresar las construcciones presentadas por Scott y
permite naturalmente generalizarlas a un marco de orden superior. Demostramos ademas
que se trata de una categoria cartesiana cerrada completa y estudiamos ciertos tipos de
B-conjuntos: los reducidos y los mezclables.

En el capitulo |3 presentamos la logica de orden superior, introducimos los modelos
sobre la categoria B-Set y demostramos varias propiedades de estos modelos, algunas de
las cuales son interesantes intrinsecamente y otras de las cuales seran ttiles en lo siguiente.

En el capitulo [d] presentamos el B-conjunto R de los ntimeros reales aleatorios, y
mostramos cémo dicho B-conjunto permite construir un modelo de nuestra teoria de los
«nimeros reales de orden superior» adentro de la categoria de los B-conjuntos. En parti-
cular, presentamos una nueva prueba de la negacion de la hipotesis del continuo, basada
en el estudio del subconjunto R (reales constantes) incluido en R (reales aleatorios).



Contribuciones

Las contribuciones de este trabajo son:

» Las nociones de B-conjunto y de B-conjunto mezclable (capitulo , asi como el
estudio de las categorias correspondientes.

» La extension del modelo de Scott '67 [4] al orden superior (capitulos [3y [, usando
la nociéon de B-conjunto mezclable para interpretar el axioma de eleccion.

» Un nuevo contraejemplo de la hipotesis del continuo (capitulo |4]) en logica de orden
superior.
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Capitulo 1

Algebras booleanas completas

En este capitulo presentamos las dlgebras booleanas y algunas propiedades que utili-
zaremos frecuentemente durante el resto del trabajo. Luego, haremos la construccion del
algebra booleana completa inducida por un espacio de probabilidad. Este tipo de &lgebras
booleanas son las que en el capitulo [4] usaremos para construir modelos de los niimeros
reales en los que no se cumple la hipotesis del continuo.

1.1. Definiciones, ejemplos y propiedades

Comenzamos con la definiciéon de algebra booleana. Cada algebra booleana se puede
utilizar como conjunto de valores de verdad para la logica clésica. La intuiciéon es que
tenemos un orden que va desde los elementos maés falsos a los mas verdaderos. Es decir,
a < b significard que a es mas falso que b, o equivalentemente b mas verdadero que a.

Definicién 1.1.1. Un dlgebra booleana es un conjunto ordenado (B, <) que cumple:
1. Existen minimo, denotado 0, y méximo, denotado 1.

2. Para todos a,b € B existen infimo y supremo de {a, b}, denotados a Aby a Vb,
respectivamente.

3. Cada una de las dos operaciones A y V es distributiva con respecto a la otra, es
decir, para todos a,b,c € B:

aN(bVe)=(aNb)V(aAc) y aV(bAc)=(aVDb)A(aVc)

4. Todo elemento a € B tiene un complemento, a* € B, definido por a Va* =1y
aNa*=0.

Decimos que el algebra booleana es completa si ademas existen infimos y supremos de
subconjuntos arbitrarios, para los que se usan los simbolos /A y \/, respectivamente.

Observar que los items 1 y 2 de la definicion implican que (B, <) es un reticulo
acotado, o equivalentemente que tiene todos los supremos e infimos de conjuntos finitos
(la existencia de 0 y 1 es importante porque A@ = 1y \/@ = 0). La distributividad
permite demostrar que los complementos son tnicos. Dados b,b complementos de a,
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tenemos que b =bA (V' Va) = (bAY)V (bAa)=bAb. Concluimos que b = bA Y, lo
cual significa que b es el infimo del conjunto {b,b'} y por lo tanto b < b'. Realizando el
razonamiento simétrico tenemos que b’ < by por lo tanto son iguales.

Dados a,b € B se definen las siguientes dos operaciones:

a—b:=a"VvVb a+b:=(a—=bADb—a)

Cuando no genere ambigiiedad, diremos que B es un algebra booleana, sin hacer re-
ferencia al orden, el cual usualmente sera denotado <. La precedencia es la siguiente:
primero los operadores unarios (_* antes que A y \/), luego las conjunciones (A), luego
las disyunciones (V) y finalmente las implicaciones y equivalencias (— y ).

Ejemplos. 1. El algebra booleana degenerada, 1 = {0}, conformada por un tnico
elemento que es a su vez minimo y maximo. Esta élgebra booleana representa una
logica inconsistente.

2. El algebra booleana trivial, 2 = {0, 1}, con 0 # 1. Esta algebra booleana representa
la logica clasica usual, en la que los dos valores de verdad son «falso» y «verdadero».

3. Dado A un conjunto, (P(A), C) es un élgebra booleana completa, donde
aNb=anb /\B:ﬂB a* = a®

aVb=aUb \/B:UB

4. Si (B, <;)icr s una familia de algebras boolenas, el producto (Il;c;B;, <) también
es una algebra booleana con el orden definido por:

f<g e Viel f(i) <ig(i)

Observar que el algebra degenerada es el producto de la familia vacia y el algebra
(P(A), <) es isomorfa (como conjunto ordenado) a 24.

En la seccion se presentan otro tipo de algebras booleanas completas, las inducidas
por espacios de probabilidad, que serdn un concepto central en el capitulo [4]

Probaremos ahora algunas propiedades de las dlgebras booleanas que serén utilizadas
extensivamente en el resto del trabajo.

Lema 1.1.2. Dada un dlgebra booleana B y tres elementos a,b,c € B:
1.c<a—=b siu cNha<b

2. a<b sit a—>b=1
sit aANb=a
sit avVb=1b

3. a=b sii a+sb=1

4.a<b su b"<a*



Demostracion. 1. (=) Por definiciéon de — tenemos ¢ < a*Vb. Se deduce cAa < (a*Vb)Aa.
Luego se concluye usando distributividad como sigue.

cha<(a*Vb)Aa
=(a"Na)V (bAa)
=0V (bAa)
=bAa<b

(<) Es el razonamiento dual. Aplicando Va* a ambos lados y usando distributiva, tenemos
cVa* <bVa*. Porlotanto,c<cVa*"<bVa*=a—b

2. La primera equivalencia se deduce del item anterior en el caso en que ¢ = 1. Por
otra parte, de las definiciones de A y V se deduce que a < b es equivalente a que a = aAb
yaqueaVb=h.

3. Es consecuencia del anterior y la antisimetria de <.

4. Usando el item 2 y que todo elementos es igual a su doble complementos, tenemos
que a <bsiysolosia—b=1,siysolosia*Vb=1,siysolosi (b*)*Va*=1,siysolo
si b* — a* =1, si y solo si b* < a*. La operacién V es conmutativa por definicion. O

Lema 1.1.3. Sea B un dlgebra booleana.
1. Dados ay,as,b € B, si a1 < ay entonces a1 Ab<ayAb y aVb<ayVb.

2. Dados un elemento a € B y una familia (b;);e; de elementos de B con supremo e
infimo, se cumplen:

a) Nierbi Na= N;er(bi A a)
b) Nierbi Va= N (bi Va)
¢) Vierbi Na =\ (bi Aa)
d) Vierbi Va =\ (b Va)

3. Dada una familia (b;);cr de elementos de B con supremo e infimo y tal que (b})er
también tiene supremo e infimo, se cumplen las leyes de De Morgan:

(- ()

el icl el el

Demostracion. 1. a; Ab es cota inferior de {ay, b}, por lo tanto es menor o igual al infimo.
Por otra parte, as Vb es cota superior de {a, b} y por lo tanto es mayor o igual al supremo.

2. Probaremos a) y b), ya que las otras dos son duales. Para probar a), alcanza
demostrar que {/\,.; bi, a} y {b; Aa}icr tienen las mismas cotas inferiores. Esto se deduce
de que ¢ < /\ielbi siysolosic<b paratodoi e I, yquec<bAasiysolosic<by
¢ < a. Veamos ahora que se cumple b).

Dado j € I, tenemos que A,.; b;Va < b;Va, por lo que /., b; Va es una cota inferior.
Sea c cota inferior de {b; V a};c;. Queremos probar ¢ < A, b; V a. Dado i € I, tenemos
que ¢ < a* — b;, lo cual equivale a que ¢ A a* < b;. Por lo tanto, c A a* < A, b; lo cual
equivale a ¢ < a* = A,.; b = N\, bi V a.



3. Observar que si probamos al primera igualdad, aplicindola a la familia (b]);cr
obtenemos la segunda. Vamos a probar que A, b; es el complemento de \/,.; b;. Primero
veamos que la disyuncién vale 1.

Vo v A\ = /\(\/ijb;f) > N@ive) =1

Jjel icl i€l \jel il

icl

Veamos ahora que la conjuncion vale 0.

\obin \Nbr = \/(bm/\b;> < \V(BiAb) =0 O

iel jeI iel jeI iel

Una propiedad de las algebras booleanas que aporta intuicion es que satisfacen todas
las tautologias de la logica clasica proposicional (sin cuantificadores). No entraremos
ahora en detalles respecto a como enunciarlo precisamente ni como demostrarlo (en el
teorema probaremos algo més general). A modo ilustrativo, asi como en logica
proposicional se puede derivar =(¢ A ©) < —¢ V =), en cualquier algebra booleana B,
para todos a,b € B se cumple (aAb)* <> a*Vb* = 1, 0 equivalentemente, (a Ab)* = a*Vb*.

Pasamos ahora a definir anticadenas, particiones de la unidad y la condicién de ca-
denas numerables, conceptos comtiinmente presentes al analizar cardinalidad en modelos
booleanos.

Definicién 1.1.4 (Anticadenas y particiones de la unidad). Una anticadena de B es un
subconjunto A C B cuyos elementos son incompatibles dos a dos, es decir que para todos
ai,as € A tales que a; # as, se cumple a; A as = 0. Una particion de la unidad es una
anticadena C' C B tal que \/ C' = 1.

Definicion 1.1.5 (Condicion de cadenas numerables). Sea B un élgebra booleana. De-
cimos que B cumple la condicion de cadenas numerables (o ccc) si todas las anticadenas
de B son de cardinal a lo sumo numerable.

Con respecto a la «condicion de cadenas numerablesy, una explicaciéon de la nomen-
clatura utilizada se encuentra en [6] (capitulo 7, pagina 84). El siguiente lema sera de
utilidad en la seccion [L.2

Lema 1.1.6. Si B es un dlgebra booleana que cumple la c.c.c. y en que toda familia
numerable tiene supremo, entonces B es completa. Ademds, cada supremo o infimo de
una familia infinita es igual al de una subfamilia numerable.

Demostracion. Por propiedad de algebras booleanas, para la completitud alcanza probar
que existen todos los supremos (el infimo de un conjunto es igual al supremo del conjunto
de sus cotas inferiores). Sin pérdida de generalidad se puede trabajar con familias indi-
zadas por ordinales. Vamos a demostrar por induccién en p que toda familia (by)a<, de
elementos de B indizada por el ordinal p tiene supremo y es igual al de un subconjunto
numerable.

Definimos otra familia (e, )a<, indizada en p:

a=bo— \/bs=0ba A\ b}

B<a B<a



Donde los supremos existen por hipotesis inductiva. Por como esta definido, {e, / a < p}
es una anticadena, lo cual por la ccc implica que es numerable. Tenemos entonces que
la imagen de la familia (eq)a<, €s numerable. Como para todos o # [ tenemos que
eq Neg = 0, el tnico elemento que puede repetirse es 0 (no pueden haber o # § tales que
e, = eg # 0). Esto implica que existe (ay,)ne, tal que para todos los otros «, tenemos
que e, = 0 (es decir, los tnicos « para los que e, puede ser no nulo son los ).
Observamos que si e, = 0, entonces b, < \/ f<a bs, por la definicién de e,. Veamos

por que para todo o < p:
bo < \/ ba,

new

donde sabemos que existe el supremo por ser de un conjunto numerable (hipotesis). Lo
probamos por inducciéon transfinita en « (debemos probarlo para cada ordinal a@ < p
teniendo como hipdtesis que se cumple para todos los f < «). El caso en que o = «,
para algin n es directo. Si a no es ningin «,,, tenemos que ¢, = 0 y por lo tanto
bo <V 5<a Ug, POT lo que se deduce de la hipédtesis inductiva.

Acabamos de probar que que \/, _ b, es cota superior de {by }a<)p. Como {ay, }rne, C p

new =
tenemos que es la menor. Por lo tanto, \/,_ P ba = V,ew Pa,- Probamos que el supremo
existe y es igual al de un subconjunto numerable, como queriamos.

Como mencionamos, la existencia de todos los supremos implica la existencia de todos
los infimos y ademas por las leyes de De Morgan, también se cumple que los infimos de

familias arbitrarias son iguales a los de una subfamilia numerable.

po (0 (4 -

a<p a<p new new

U

1.1.1. Ideales, filtros y cocientes

En la seccion [I.2] construiremos un algebra booleana completa cocientando otra res-
pecto a un ideal. En esta subseccion presentamos las definiciones y resultados necesarios.

Definicién 1.1.7 (Ideales y filtros). Un ideal de B es un subconjunto I C B no vacio,
cerrado hacia abajo y por disyunciones. Equivalentemente:

1. 0 eI
2. Para todos a,b€ B,sia<b y bel, entonces a € I.
3. Para todos a,b € I, se cumple a Vb € I.

Por otra parte, un filtro de B es un subconjunto F' C B no vacio, cerrado hacia arriba y
por conjunciones. Equivalentemente:

1. 1€ F.
2. Para todos a,b € B,sia<b y a€ F, entonces b € F.

3. Para todos a,b € F', se cumple a Ab € F.



Observar que en ambos conceptos, considerando el punto 2, el 1 es equivalente a que el
subconjunto sea no vacio. Por otra parte, ademés de ser intuitivamente conceptos duales,
estan en correspondencia uno a uno mediante la siguiente biyeccion:

[ — F=I"={a"/acl}

En palabras, dado un ideal, el conjunto de los complementos de sus elementos (que no
tiene por qué coincidir con el complemento del ideal) es un filtro y dado un filtro, el
conjunto de los complementos de sus elementos es un ideal.

Lema 1.1.8 (algebra booleana cociente). Dada un dlgebra booleana (B, <) y un ideal Z,
la siguiente es una relacion de equivalencia sobre B compatible con conjunciones disyun-
ciones y complementos:

a~b & aAbeL & (aND)V(a"Nb) €T

Ademds, el conjunto cociente B/T hereda estructura de dlgebra booleana con el orden
dado por [a] < [b] si y solo si [aA\b] = [a]. Ademds, las operaciones booleanas finitas bajan
al cociente, en el sentido de que:

1. Para todos a,b € B, [a] A[b] = [a A b].
2. Para todos a,b € B, |a]V [b] =]aVb].
3. Para todo a € B, [a]* = [a¥]

Demostracion. Que ~ es reflexiva y simétrica es directo. Veamos la transitividad. Sean
a,b,c € B tales que a ~ by b ~ c. Queremos probar que (a A c¢*) V (a* Ac) € Z. Como es
un ideal, alcanza probar que a A ¢* € Z y que a* A ¢ € Z. Veamos uno de los dos, ya que
son simétricos. Observamos que a A c¢* = aAc*AbVaAc* Ab* (usamos que bV b* =1y la
distributividad; en toda la prueba la intuicion proviene del algebra booleana (P(X), C)).
Como a A c* ANb < bAc* €T, tenemos que también esta en Z. Lo mismo se cumple para
a N\ c* ANb* con aAb*, por lo que también esta en Z y concluimos que la disyuncion entre
los dos también esté.

Veamos ahora que la relaciéon es compatible con conjunciones, disyunciones y com-
plementos. Sean ai,as, by, by € B tales que a1 ~ as y by ~ by. Queremos probar que
ay A by ~ ag A by, que a3 V by ~ ay V by y aj ~ aj. Para probar que a; A by ~ as A be
debemos ver que (a3 Aby)A(agAby) € Z. Como Z es ideal, alcanza (a; Aby) A(agAby)* € T
y (a1 Ab1)* A (ag A by) € Z. Veamos el primero, pues el otro es analogo.

(ay Aby) A (ag Abe)* = (ag Aby) A (a3 VvV by) = (a1 Aby Aal)V (ag Aby AD3)

Tenemos que a; A by Aay € T porque a3 ANay € Z y que a; A by A by € I porque
by A by € Z. Para probar que a; V by ~ as V by se razona de la misma forma. Alcanza
probar (a; V by) A (az V by)* € Z. La cuenta es muy similar a la anterior.

(ay Vb)) A (ag Vbe)* = (ag Vb)) A (a3 Aby) = (a1 Aay Abs)V (by Aay AD3)

La conclusion es analoga. Para probar que aj ~ a3 hay que probar que aj Aas € Z'y
atal € T, las cuales se deducen directamente de que a; ~ as.
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Sabiendo que ~ es una relacion de equivalencia compatible con conjunciones disyun-
ciones y complementos, podemos definir en B/T la relaciéon [a] < [b] < [a Ab] = [a].
Probaremos ahora que es un orden y luego que las conjunciones, disyunciones y comple-
mentos bajan al cociente. Luego se deducird que es una algebra booleana usando que B
lo es y que las operaciones bajan al cociente.

Veamos que la relacion definida es un orden. Dado a € B, es claro que [a] < [a]. Dados
a,b € B, si[a] < [b] y [b] < [a], usando la conmutatividad de A tenemos que [a] = [b].
Finalmente, sean a,b, ¢ € B tales que [a] < [b] y [b] < [¢]. Como [bA ¢] = [b], tenemos que
bAc~ by por la compatibilidad de A deducimos que a A (b A ¢) ~ a A b. Por lo tanto,
[a A (bAc)] = [aAb = [a] (acabamos de usar también que [a] < [b]). Por otra parte,
tenemos que a A b ~ a, por lo tanto (a Ab) Ac ~ aAcy finalmente [(a Ab) Ac] = [aAd].
Concluimos usando que A es asociativo.

Nos encaminamos a demostrar que las conjunciones, disyunciones y complementos
bajan al cociente. En el caso de las conjunciones por ejemplo, esto quiere decir que para
todos a,b € B, existe [a] A [b] (el infimo del conjunto {[a], [b]}) y es igual a [a A b]. Notar
que no se deducen directamente de que la relaciéon de equivalencia sea compatible con las
operaciones.

Vamos a utilizar que [a] < [b] es equivalente a que exista a’ ~ a tal que o’ < by también
a que exista b’ ~ b tal que a < b'. Comenzamos con la primera equivalencia. El reciproco
se deduce de que la relacion ~ es compatible con A, pues [a A b] = [a’ A b] = [d] = [a].
Para el directo, dados a,b € B tales que [a] < [b], podemos usar a’ := a A b. Por hipotesis
tenemos que a’ ~ a y por definicion tenemos que a’ < b. Para la otra equivalencia también
se utiliza la compatibilidad en una direccion y en la otra se utiliza O = bV a.

Sean a,b € B. Queremos probar que [a] A [b] = [a A b]. Sea ¢ € B tal que [¢] < [d]
y [c] < [b]. Podemos asumir que existen ¢, ¢y tales que ¢; < a, co < by cn~ ¢ ~ co.
Consideramos ¢ := ¢; A ¢co. Veamos que ¢ ~ ¢.

CNC =1 N(caNc") eNE = (cNhc))V(eNd)

Como ¢ ~ ¢ ~ cg, tenemos que cy A ¢*, ¢ A ¢ y ¢ A ¢ pertenecen a Z. Usando que
el ideal es cerrado hacia abajo y por supremos de a dos, concluimos que ¢ ~ ¢. Por lo
tanto, las cotas inferiores de {[al, [b]} son [¢] con ¢ cota inferior de {a,b}. Veamos que

esto implica que [a] A [b] = [a A b]. Tenemos que [a A b] es una cota inferior de {[al, [b]}
(es claro que si d < e, entonces [d] < [e]). Veamos que es la mayor cota inferior. Sea [c|
cualquier cota inferior. Por lo que vimos, existe ¢ cota inferior de {a, b} tal que [¢] = [¢].

Que ¢ sea cota inferior de {a, b} implica que ¢ < a A b, lo cual implica que [¢] < [a A b].
Que la disyunciéon baja al cociente se prueba de la misma forma, utilizando ¢ = ¢; V cs.
Veamos que el complemento baja al cociente. Para esto notamos primero que hay

minimo, [0], y maximo, [1]. Vamos a usar que conjunciones y disyunciones bajan al

cociente. Sea a € B.

[l Al =lana]=[0]  [dV][a]=]aVaT]=]]

Deducimos entonces que [a]* = [a*]. Veamos finalmente que (B/Z,<) es una algebra
booleana (verificando los items de la definicion [1.1.1]).

1. El minimo es [0] y el méximo [1].
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2. Probamos que [a] A [b] = [a Ab] y que [a] V [b] = [aV b]. En particular probamos que
esos infimos y supremos existen.

3. Dados a,b,c € B, las propiedades distributivas se deducen de las de B y que bajan
al cociente. Por ejemplo:

[l AV ) =[an Vel =[(anb)V(aAc)] = ([a]l Ab)V (la] Ale])

4. Probamos que para todo a € B, el complemento de [a] existe y es [a*]. O

Cabe destacar que los supremos e infimos arbitrarios no tienen por qué bajar al
cociente de la forma que lo hacen los finitos. Es decir, por ejemplo, que puede haber una
familia (a;)ic; de elementos de B tal que \/,_,[a;] exista pero sea distinto de [\/,.; a;]. Al
final de la seccién veremos un ejemplo de esto. Por otra parte, probaremos que en
ciertas condiciones los infimos y supremos numerables si bajan al cociente.

Lema 1.1.9. En el contexto del lema|1.1.8, si asumimos también que:
1. B tiene todos los infimos y supremos de subconjuntos numerables.

2. El ideal I es cerrado ademds por supremos numerables.

entonces los supremos e infimos numerables en B bajan al cociente, en el sentido de que
para toda familia numerable (a,)nen de elementos de B se cumplen:

Nlow] = [/\] Vionl = [\/]

neN neN neN neN
En particular, B/Z tiene todos los supremos e infimos numerables.

Demostracion. El razonamiento es andlogo al realizado en la demostraciéon del lema|1.1.8
para probar que las conjunciones y disyunciones bajan al cociente. Para los supremos,
dada una familia de cardinal numerable (a,),cn de elementos de B, y [c] cota superior de
{lan] / n € N}, tomamos (¢, )nen tal que para cada n se cumple a,, < ¢, y ¢ ~ ¢, (aqui
usamos que [a] < [b] si y solo si existe b' ~ b tal que a < ¥'). Luego definimos ¢ = \/, . cn.

Veamos que ¢ ~ ¢. Primero, ¢ A ¢* = ¢ A\, oy G, 10 cual estd en T (c A ¢ ya esta
en Z y los ideales son cerrados hacia abajo). Por otra parte, c¢* A ¢ = \/, .y(c* A ¢y), lo
cual pertenece a Z porque este es un ideal cerrado por supremos numerables. Finalmente,
[c] = [¢] siendo ¢ una cota superior de {a,, / n € N}. Deducimos que las cotas superiores
de {la,] / n € N} son exactamente {[¢] / \/, cyan < ¢} y por lo tanto el supremo
es [V,en @n) (esta conclusion es analoga a la que fue explicada al terminar de probar
que las conjunciones bajan al cociente en el lema . Para los infimos numerables el
razonamiento es analogo, utilizando ¢ = A ,cy cn- ]

1.2. Algebra booleana completa inducida por un espa-
cio de probabilidad

Se considera un espacio de probabilidad (£2, A, 1), formado por un conjunto 2 no vacio,
una o-algebra A sobre Q (es decir A C P(Q2) con @ € A, cerrada por complementos,
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uniones numerables y consecuentemente también por intersecciones numerables), y una
medida de probabilidad p en A, es decir: un mapa p: A — [0, 1] tal que:

L p(2)=1

2. Para toda familia numerable (A, ),cn € A" tal que para cada i # j € N se cumple
AN Aj =2, tenemos (| J;en Ai) = D ien 1(A).

Observamos primero que la condicion 2 con la familia constante vacia (notar que & es el
tnico conjunto disjunto con sigo mismo) implica que p(2&) = 0. Por lo anterior, tenemos
que la condicion 2 se extiende a familias finitas (completando con el conjunto vacio). Esto
a su vez implica que si A, B € A son tales que A C B, entonces u(A) < u(B).

Por otra parte, tenemos que pi(|J;cy Ai) < Doy #(Ai) para cualquier familia numera-
ble (A,)nen € AY, con elementos no necesariamente disjuntos dos a dos. Esto es porque

podemos definir otra familia F, := A, —J,,.,, Am, la cual:

= Tiene elementos disjuntos dos a dos, lo cual por la condicién 2 nos permite afirmar
que N(UneN E,) = ZnGN P(Ey).

» Cumple {J,, ey An = Upen En-
» Cumple que para todo n € N, u(E,) < p(A,).

En base a estas tres propiedades, concluimos (U, ey An) < D,y #(A,). También se
cumple para familias finitas. Esto se deduce completando con el conjunto vacio y usando
que u(@) = 0.

Al ser una o-algebra, el conjunto A equipado con el orden de inclusion es un élge-
bra booleana. En general esta algebra booleana no es completa, pero para interpretar
las cuantificaciones necesitaremos élgebras booleanas completas. Para solucionar esto co-
cientamos respecto al ideal de los conjuntos de medida nula, valiéndonos del lema [1.1.8]

El ideal de los conjuntos de medida nula es [ = 0] = {A € A / u(A) = 0}. Es un
ideal porque:

» Para todos A, B € A tales que A C B se cumple que p(A) < u(B).
» Dados A, B € A tales que u(A) = u(B) = 0, tenemos pu(AUB) < u(A)+u(B) =0.

Usando que p(U;cy Ai) < Y sen #(A;) para cualquier familia numerable (4,,)yen € A",
tenemos que es un ideal cerrado por supremos numerables. Esto nos permitira utilizar el

lema[1.1.9, lo cual sera relevante.

Definiciéon 1.2.1. Dado un espacio de probabilidad (€2, .4, 1) el algebra booleana com-
pleta inducida es B = A/[u = 0], siendo [u =0]={A € A/ u(A) =0}.

Al cocientar respecto al ideal de los conjuntos de medida nula tenemos las dos siguien-
tes consecuencias que nos seran tutiles:
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1. Si [A] = [B] entonces p(A) = u(B). Tenemos que AU (B — A) = BU (A — B) es
una igualdad de uniones disjuntas, por lo que p(A)+u(B —A) = u(B) + u(A - B).
Por otra parte, [A] = [B] nos dice que AAB € [ = 0], o sea u(AAB) = 0.
Concluimos observando que AAB = (A — B) U (B — A) lo cual implica que en
particular u(B — A) = u(A — B) = 0.

2. u(A) = 0 siy solo si [A] = 0. Esto es porque todos los conjuntos de medida nula
son equivalentes al vacion (bajo la relacién de tener diferencia simétrica de medida
nula).

Veamos que siempre es un algebra booleana completa. Seré un corolario de lo demos-
trado previamente en este capitulo y de que cumple la c.c.c.

Lema 1.2.2. Para todo espacio de probabilidad (2, A, 1), tenemos que el dlgebra booleana
B =A/[u=0] cumple la ccc.

Demostracion. Sea {[Aa]}a<p, € B una anticadena. Tenemos que para todo o # 3 se
cumple [A,] A [Ag] = 0. Esto significa que [A, N Ag] = 0 y por lo tanto p(A, N Ag) = 0.
A partir de esto deduciremos que para cualquier subconjunto numerable {4, }nec., se
cumple que M(Un@u Aa,) = Znew 1(Aq,,)-

Definimos E,, := Aqa, —Uynen Aam = Aan — Upen(Aa, N A, ). Tenemos las siguientes
tres propiedades de las cuales se deduce lo que queremos probar.

= Tiene elementos disjuntos dos a dos, por lo que p(U, e En) = D nen #(En)-

= Cumple {J,,cny Ao = Unen En-

= Para todon € N, u(E,) = pu(A,,). Esto es porque E,, := Aa, — o (Aa, N Aa)s
de donde E, UJ,,.,,(Aa, N Ay,,) = Aq,, la cual es una uniéon disjunta y ademas
(U (Aa, N Aq,,)) = 0. De esto deducimos que pu(E,) = p(Aq,).

Supongo por absurdo que {[A,]}a<, €s no numerable. Tenemos que p(A) = 0 siy
solo si [A] = 0, por lo que hay no numerables con medida positiva. Esto implica que para
algun n hay infinitos A, con medida mayor a 1/n (sino {Aa }a<, serfa unién numerable
de conjuntos finitos y por lo tanto numerable), lo cual es absurdo porque tendria un
subconjunto numerable {A,, }ien tal que para todo 4, u(A,,) > 1/n. Con esto tendriamos

%

N(Uiew Aai) = ZieUJ :U(Aozi) = 00, pero ,U(Q) =1L O

Corolario 1.2.3. El dlgebra booleana B = A/[in = 0] es completa, los infimos y supremos
numerables en A bajan al cociente y todos los supremos e infimos de familias infinitas
son iguales a los de subconjuntos numerables.

Demostracion. Como ya observamos, el ideal [ = 0] es cerrado por supremos numerables.
Esto nos permite aplicar el lema para tener que los infimos y supremos numerables
de A bajan al cociente y en particular que B tiene infimos y supremos numerables. Como
probamos ademas que cumple la c.c.c, por el lema tenemos que B es completa y
que el supremo o infimo de cada familia es igual al de una subfamilia numerable. O
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En general, dado A € A, para referirnos a su clase de equivalencia dentro de B, en
lugar de utilizar la notacién [A] escribiremos A/[p = 0]. Observamos que si bien infimos
y supremos numerables bajan al cociente, no se cumple en general. A modo de ejemplo,
consideramos 2 = [0,1] con la medida usual y la familia (a;);cq de elementos de A
indizada por I = Q definida por a; = {i}. En este caso:

(\/ ai> [l =0] = <\/{z‘}> Jln=0]=Q/[p=0]=1

Pero por otra parte:

V ai/ln=01=\/{i}/ln=0=\/0=0

1€} 1€} 1€}

Aqui usamos que como p({i}) = 0, entonces {i}/[u = 0] = &/[u = 0] = 0.
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Capitulo 2

Conjuntos con equivalencias booleanas

En este capitulo se presentan los B-conjuntos, una categoria de conjuntos con es-
tructura booleana que permite construir modelos de teorias de orden superior. Es una
generalizacién del modelo de reales aleatorios introducido por Scott en [4].

2.1. Un modelo de la negacién de la hipo6tesis del con-
tinuo

El trabajo presentado en esta monografia estd basado en un articulo de D. Scott de
1967 [4], en que introduce una prueba elemental de la consistencia relativa de la negacion
de la hipoétesis del continuo. Por lo tanto, comenzamos presentando a grandes rasgos los
contenidos de ese articulo de Scott.

Recordamos antes que la independencia de la hipoétesis del continuo consiste en dos
resultados: la consistencia relativa de la hipotesis del continuo y la consistencia relativa
de su negacion. Cuando hablamos de consistencia relativa aqui, hablamos de consistencia
relativa a una teoria de base (usualmente la teoria de conjuntos de ZF, pero puede ser
otra que sea suficientemente expresiva), lo cual significa que se puede agregar la formula
como otro axioma sin riesgo de generar inconsistencias. La consistencia relativa de la
hipotesis del continuo respecto a ZF fue demostrada por primera vez por Godel en 1938
[1] v la de su negacién por Cohen en 1963 [2].

2.1.1. El formalismo de Scott

Se trata de una teoria que distingue tres tipos de objetos, cada uno con sus propias
variables:

1. Nameros reales, R, con variables como z, v, 2.
2. Funciones de tipo R — R, con variables como f, g, h.
3. Funcionales de tipo (R — R) — R, con variables como F,G, H.

Al decir que las funcionales son de tipo (R — R) — R, nos referimos a que tienen
a las funciones de tipo R — R como dominio y a los reales como codominio. Para
cada tipo de variables tenemos cuantificaciones universales y existenciales. Para todas las
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cuantificaciones universales usamos el simbolo V y para todas las existenciales usamos 3.
El dominio de cuantificaciéon queda determinado por la variable. Por ejemplo, Vz es una
cuantificacion universal sobre reales, 3f es una cuantificaciéon existencial sobre funciones
y VF es una cuantificacién universal sobre funcionales. En total, el lenguaje se compone
de los siguientes elementos:

1. Las siguientes conectivas logicas: =, A, V, = y <.

2. Variables x,y, z de reales, con sus cuantificadores Vx y dx.

3. Variables f, g, h de funciones, con sus cuantificadores Vf y 3f.

4. Variables F, G, H de funcionales, con sus cuantificadores VF y 3F.

5. Simbolos del lenguaje de cuerpo ordenado para los reales: 0, 1, 4+, x y <.

6. Simbolo de igualdad =, el cual se usa para reales, funciones y funcionales. Es decir,
podemos por ejemplo escribirx =y, 1 +y=zxz, f=9gy F =0G.

7. Aplicacion de funciones a reales y de funcionales a funciones. Por ejemplo, podemos

escribir f(z), f(0) y F(f).

A modo de ejemplo, las siguientes son férmulas del lenguaje.

Vivavy (v =y = f(x) = f(y))  VEVfVg (f =g= F(f) = F(g))

Dentro de este lenguaje podemos expresar dos axiomas de elecciéon (esquemas de axiomas
de eleccion, precisamente), uno para funciones y otro para funcionales. Son los siguientes:

VadyA(e,y) = 3fVeA(r, f(z))  VfyB(f.y) = IFVIB(f, F(f))

donde A(z,y) es una férmula que depende posiblemente de las variables z,y y B(f,y)
es otra formula que depende posiblemente de las variables f e y (en ambos casos pueden
haber otras variables, las cuales implicitamente se cuantifican universalmente y juegan el
rol de parametros).

En este formalismo podemos representar conjuntos de reales utilizando funciones ca-
racteristicas (y conjuntos de conjuntos de reales usando funcionales caracteristicas). Se
usa la convenciéon de que el conjunto definido por f es el de los z tales que f(x) = 0.
De esta forma, si f representa un conjunto, la cuantificacion universal en ese conjunto
es Vz(f(r) = 0= ...) y la existencial es Jz(f(z) = 0 A...). De esta forma, podemos
hablar de cotas superiores, supremos y axioma de completitud:

cota_sup(f,a) :=Ve(f(z) =0= 2z <a)
supremo(f, b) := Vz(cota_sup(f,z) < b < x)
AC :=VYf, Jz f(z) =0 A Ja cota_sup(f,a) = 3b supremo(f,b)

Por ultimo, podemos hablar de nimeros naturales y dar un enunciado de la hipotesis
del continuo. Los niimeros naturales se definen con la siguiente férmula.

N(y):=Vf, f(0) =0AVae(f(z) =0= flz+1)=0) = [fly) =0

16



El enunciado de la hipétesis del continuo en este formalismo es el siguiente.
HC :=VYh, 3fVy(h(y) =0= Fz(N(z) A f(z) =vy)) V JgVyTz(h(x) =0Ay = g(x))

En este enunciado, h representa cualquier subconjunto de R y la disyuncién afirma que
existe una sobreyeccion de N a ese subconjunto (la cual seria f) o existe una sobreyeccion
de ese subconjunto a todo R (la cual seria g).

2.1.2. El modelo de los reales aleatorios

Luego de haber introducido la sintaxis, Scott presenta un modelo booleano de su
formalismo, basado en el algebra booleana completa inducida por un espacio de proba-
bilidad (€2, A, 1), es decir B = A/[p = 0] (como fue presentada en la seccion [1.2)). En
este modelo, las proposiciones son interpretadas por los elementos del algebra boolea-
na B, mientras que las conectivas son interpretadas por las correspondientes operaciones
en B. Mas precisamente, a cada formula cerrada ¢ se asocia su valor de verdad [¢] € B
de forma recursiva, utilizando las operaciones de B para las conectivas de la siguiente
forma:

[0 Al = [0l A Y] [¢ = ¥l = [o] = [¥] [=¢] = [¢l”
[ov ol =[ol v [¥] [¢ < ¢l = [0] < [¥]

Hasta ahora viene siendo la forma usual de interpretar férmulas con élgebras booleanas.
Lo que diferencia a este modelo (o esta clase de modelos, ya que depende de un espacio de
probabilidad) es la forma como se interpretan los reales, las funciones y las funcionales.

Los nimeros reales son interpretados por reales aleatorios, definidos como funciones

medibles de 2 en R.
R={¢:Q—R /& esmedible}

Precisamente, £ debe cumplir que £7!((—o0,a)) € A para todo a € R. Utilizando ter-
minologia de probabilidad, los reales aleatorios son exactamente las variables aleatorias
reales. Las constantes 0 y 1 se interpretan con las variables aleatorias constantes corres-
pondientes y las operaciones se interpretan punto a punto, en el sentido de que dados
&,m € R, tenemos £ +1,£n € R definidos por:

E+n)(w) =Ew) +nw)  (En)(w) = E(w)nw)

Por otra parte, la igualdad se interpreta de modo que dados &, € R, tenemos [ =] € B
definido por:

[ =nl ={w e/ &w) =n(w)}/[n=0]

y andlogamente, el orden se interpreta con:

[§ <nl ={weQ/&w) <nw)}/[x=0]
Como & y n son medibles, {w € Q / {(w) =n(w)} {w e Q / {(w) <nw)} € A.

Veamos ahora como se interpretan las funciones de tipo R — R. Una primera idea
ingenua seria considerar cualquier funciéon f : R — R. Sin embargo, en seguida obser-
vamos que pueden haber £,n € R tales que [ = n] = 1 pero £ # n y por lo tanto
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podria pasar que [f(£) = f(n)] = 0. Esto es inaceptable porque (intuitivamente por aho-
ra, hasta que definamos cémo se interpretan los cuantificadores) contradice la tautologia
Va,y, v =y = f(x) = f(y), ya que en este caso [ =n] — [f(&) = f(n)] = 0. Exigire-
mos a las funciones que verifiquen esa tautologia y de hecho esa sera la tnica condicion
que impondremos. Precisamente, definimos el conjunto R” de las funciones aleatorias
como:

RE={f:R—=R/VEneR, [E=n] <[f(&) =]}

Notar que la condicion es mas fuerte que simplemente exigir que si [€ = 7] = 1 también
se cumpla [f(£) = f(n)] = 1. La igualdad entre funciones aleatorias se interpreta de la
siguiente forma.

[f =g] = N\1f(©) = g()]

¢ER
Las funcionales de tipo (R — R) — R se interpretan analogamente con funcionales
aleatorias.
RS ={F:R* =R [Vf,geR", [f =gl <[F(}) = Flo)I}
[F=Gl= N [F(f)=G(f)]

fERR

Notar que en la definicion [f = g] es igualdad entre funciones aleatorias y [F(f) = F(g)]
es entre reales aleatorios.
Para interpretar las cuantificaciones se utilizan infimos y supremos arbitrarios.

VzA@)] = /\[A©)] [FzA@)] = \/ [A©)]

EER EER
VfB(HT = N [B()] BrB(H =\ [B(]

FERR fERR
IVFCcP)]= N [C)] EFcE)]=\/ [cE)]

Por ultimo, ya que las funciones aleatorias son en particular funciones de R en R y
las funcionales aleatorios funciones de R* en R, podemos interpretar las aplicaciones de
la sintaxis como aplicaciones en el modelo.

Con esto terminamos de definir cémo se interpreta cualquier formula ¢ de la sintaxis
(presentada en la seccion con un valor de verdad [¢] € B. A modo de ejemplo, la
formula VfVaVy(x = y = f(x) = f(y)) se interpreta como:

Vvavy(e =y = fx)=f)l= N\ N\ NUE=nl— [£©) =)

fERR EER NER

lo cual vale 1 por la definicién de R*.

Decimos que una férmula ¢ se cumple o es valida en un modelo de reales aleatorios
si [¢] = 1 en ese modelo (depende del modelo porque hay férmulas que segun el espacio
de probabilidad de base (2,4, 1), pueden cumplirse o no).

Luego de definir todo lo anterior, Scott demuestra que estos modelos (para cualquier
espacio de probabilidad) cumplen los axiomas de eleccion presentados en la seccion m
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y los axiomas de los niimeros reales, es decir los de cuerpo ordenado y el de completitud.
Finalmente, prueba que con un espacio de probabilidad bastante grande (de tipo [0, 1]
con I de cardinal mayor al de R) la hipotesis del continuo (con el enunciado presentado
en la seccion no se cumple. De hecho, prueba que [HC] = 0.

Durante el resto de este trabajo, vamos a extender esta construcciéon a una teoria
de orden superior (lo cual significa en particular que ademéas de funciones y funcionales,
se podra hablar de funcionales de cualquier orden, es decir (R — R) — R) — R,
(R - R) - R) - R) = R, etc) y adaptar la prueba de Scott, con el fin que la
negacion de la hipotesis del continuo se deduzca de conceptos intuitivos de probabilidad,
aprovechando el caracter aleatorio de estos modelos.

2.2. Los B-conjuntos

Vamos a algebrizar los elementos subyacentes de la construccion de Scott presentada
en la seccion Para esto, dada un &algebra booleana completa B cualquiera, introdu-
cimos la categoria de los B-conjuntos. Si bien al final utilizaremos solamente &lgebras
booleanas provenientes de espacios de probabilidad, esta generalizaciéon permite que B
sea cualquier algebra booleana completa. Por lo tanto, en el resto de la secciéon B sera un
algebra booleana completa cualquiera.

2.2.1. La nociétn de B-conjunto

Lo primero es definir qué elementos de los objetos usados por Scott abstraer para la
generalizacion. La respuesta es que solamente la existencia de algo para interpretar la
igualdad; algo que sea una relaciéon de equivalencia en un sentido booleano. Con eso en
mente, definimos los B-conjuntos.

Definicion 2.2.1. Sea X un conjunto. Decimos que ~ es una B-equivalencia sobre X si
es una funcion ~ X — X — B tal que:

1. x ~x =1 para todo x € X.

2. x ~y =y~ x para todos x,y € X.

3. x~yANy~z <z~ zpara todos z,y,z € X.
En este caso decimos que (X, ~) es un B-conjunto.

Notar que las tres condiciones que se exigen a la B-equivalencia estdn basadas en las
propiedades de reflexividad, simetria y transitividad, expresadas de modo funcional con
el &lgebra booleana B. Intuitivamente, dados x,y € X se puede pensar que x ~ y es el
valor de verdad de la igualdad entre estos elementos, en el sentido de que si vale 1 son
esencialmente el mismo, si vale 0 son distintos y en otro caso son parcialmente iguales.

Notacion. Cuando no introduzca ambigiiedad, diremos que X es un B-conjunto sin hacer
referencia a la B-equivalencia. Al trabajar con distintos B-conjuntos ((X,~x), (Y, ~y),
etc) en algunos casos usaremos el mismo simbolo ~ para todas las B-equivalencias, dado
que usualmente se puede deducir de cual se trata en base a los argumentos.
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Como es usual al introducir objetos matematicos que consisten en conjuntos con es-
tructura adicional, nos interesan las funciones que en cierto sentido respetan esa estruc-
tura. Como la estructura adicional hace que distintos elementos puedan ser parcialmente
iguales, lo que exigimos a una funcion es, intuitivamente, que si la aplicamos a elementos
parcialmente iguales, los resultados sigan siendo parcialmente iguales. Se lo puede consi-
derar como la propiedad de que el resultado de aplicar una funcién estd completamente
determinado por su argumento, en el sentido de que x1 = x5 = f(21) = f(22).

Definiciéon 2.2.2 (Funcién compatible). Dados dos B-conjuntos (X, ~x) y (Y, ~y), de-
cimos que una funciéon f: X — Y es compatible si para todos z1, x5 € X:

r1 ~x 1 < f(21) ~y f2)
Denotamos FZ(X,Y) al conjunto de las funciones compatibles de X a Y.

Notar que x1 ~x x9 < f(z1) ~y f(x2) siy solosi xy ~x x9 — f(z1) ~y f(z2) =1,
lo cual intuitivamente significa que la formula 7 = x9 = f(x1) = f(x2) se cumple en el
algebra B. Observamos que todas las funciones constantes son compatibles, pues por la
reflexividad el lado derecho de la desigualdad siempre es 1.

Proposicion 2.2.3 (La categoria B-Set). Los B-conjuntos junto con las funciones com-
patibles conforman una categoria, denominada B-Set. Especificamente, en esta categoria:

Los objetos son los B-conjuntos.

Las flechas son las funciones compatibles entre B-conjuntos.

Las flechas identidad son las funciones identidad.

La composicion de flechas es la composicion de funciones.

Demostracion. Se deduce directamente de la definicién que la funcion identidad es com-
patible. Solo hay que ver que composicién de funciones compatibles es compatible. Sean
X,Y,Z tres B-conjuntos y sean f € FB(X,Y)y g € FB(Y,Z). Buscamos probar que
gof e FB(X,Z). Sean 1,75 € X. Como f es compatible, 11 ~ 2o < f(z1) ~ f(x2),
ademés como g es compatible, tenemos que f(z1) ~ f(z2) < g(f(x1)) ~ g(f(z2)). Con-

cluimos por la transitividad del orden. O
Ejemplos. 1. Para cualquier conjunto X, tenemos que (X,~p) es un B-conjunto,
con ~p definida como
1 siz=y
€T r~ =
Y 0 six#y

A ~p le llamamos B-equivalencia discreta. Se puede considerar que estos son B-
conjuntos triviales, ya que intuitivamente la B-equivalencia no aporta estructura,
al no vincular ningtn par de elementos distintos.

2. El algebra booleana con la equivalencia booleana, (B, <), conforma un B-conjunto.
Basta observar que para todos z,y, 2z € B se cumplen:

rerr=1, T Y=y, (o yYNYyeoz)<zoz
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3. Los reales aleatorios (presentados en la seccion son un ejemplo de B-conjunto
(de hecho, a partir del cual se generaliz6 el concepto), para el caso particular en
que B = A/[p = 0] con (9, A, ) espacio de probabilidad. El conjunto X y la
B-equivalencia ~ son los siguientes:

X=R={¢: Q=R /{medible} {~n={wel/Ew)=nw)}/lx=0]

Las funciones compatibles coinciden con las funciones aleatorias en el sentido de
Scott (presentadas en la seccion [2.1)).

Dados dos B-conjuntos se puede definir un B-conjunto producto de forma natural, el
cual resulta ser un producto binario en el sentido categorico.

Proposicion 2.2.4 (Producto de B-conjuntos). Dados un par de B-conjuntos (X, ~x)
y (Y, ~y), podemos equipar al producto cartesiano con la B-equivalencia ~xyy definida
como:

(T1,91) ~xxy (T2,92) = 21 ~x T2 A Y1~y Yo
de modo que (X XY, ~xxy) es otro B-conjunto. Ademds, es el objeto producto en sentido
categorico.

Demostracion. Que la definicion del producto da lugar a un B-conjunto se deduce direc-
tamente de que X y Y son B-conjuntos. Por ejemplo, la transitividad se verifica de la
siguiente forma:

(w1,y1) ~ (w2,12) N (@2,92) ~ (w3,y3) = (11 ~ 22 A Y1 ~y2) AN (T2 ~ 23 N Yo ~ Y3)
{L‘lNl'Q/\CL’QNI'g/\leyQ/\yQNyg

STy ~T3NAY1L~ Y3
= (951>y1) ~ (333,?/3)

Veamos que se trata del objeto producto. Las proyecciones son las usuales. Debemos ver
que son compatibles. Veamoslo con m : X x Y — X. Sean (x1,41), (z2,42) € X x Y.
Debemos ver que (z1,y1) ~ (22,y2) < m(x1,41) ~ m1 (22, y2). Aplicando las definiciones
vemos que se cumple.

Sea Z un objeto y sean f, g flechas de Z a X y de Z a Y, respectivamente. Debemos
ver que existe una unica flecha (f,g) de Z a X x Y que hace conmutar los diagramas,
oseaque f=mo(f,g)yg=mol(f,g). Deestas dos ecuaciones concluimos que para
todo z € Z, se cumple (f, g)(z) = (f(2),9(2)), por lo que tenemos la unicidad y solo resta
probar que esa funcién es compatible. Sean 2, 2o € Z.

(f(21),9(21)) ~ (f(22),9(22)) = f(21) ~ f(z2) Ng(21) ~ g(22) > 21~ 20 A2t ~ 2

La ultima desigualdad se debe a que f y g son funciones compatibles. Por lo tanto,
(f(21),9(21)) ~ (f(22),9(22)) > 21 ~ 22 y finalmente (f, g) es una flecha. u

Ademés de los productos finitos, se pueden definir productos arbitrarios. Dada una
familia (X, ~;);er de B-conjuntos, el producto Il;c;X; resulta otro B-conjunto con la
B-equivalencia f ~m,.,x; 9 = N\ie;(f(@) ~i g(i)), el cual es el objeto producto en sentido
categorico. La prueba es analoga a la del caso binario.
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Al final de la prueba anterior, como un ultimo paso para probar una desigualdad
usamos que f(z1) ~ f(z2) > 21 ~ 29, lo cual se cumple porque la funciéon f es compatible.
Serd muy comin que usemos la compatibilidad de esa forma en demostraciones, por lo
que usualmente lo haremos sin explicitarlo.

Por otra parte, dados dos B-conjuntos X y Y, se puede equipar al conjunto de la
funciones compatibles F2(X,Y’) con una B-equivalencia de forma natural, resultando en
el objeto exponencial en sentido categorico.

Proposicion 2.2.5 (Exponencial de B-conjuntos). Dados dos B-conjuntos (X,~x) y
(Y, ~y), podemos equipar al conjunto de funciones compatibles FB(X,Y) con la B-
equivalencia ~rs(xy) definida como:

/ ~FB(X)Y) 9 = /\ f(x) ~y g(x)

zeX

de modo que (FB(X,Y), ~rB(x,y)) €s otro B-conjunto. Ademds, es el objeto exponencial
en sentido categorico.

Demostracion. Que el exponencial es un B-conjunto se deduce de que Y lo es. Por ejem-
plo, la transitividad se verifica de la siguiente forma:

frghgeh= N\ f(z)~y g@)n N\ g(2') ~y h(z')

=\ (f(ﬂf) ~y g AN gla') ~y h(l“')>
< N\ (f@) ~y gl@) Agla) ~y hi@) < N f@) oy hia) = frgsior b

Notar que usamos la propiedad de transitividad de ~y. Serd muy comin que usemos
esa propiedad en cuentas, por lo que usualmente no lo explicitaremos. Probaremos que
FB(X,Y) es objeto exponencial con ev : FZ(X|Y)x X — Y definida por ev(f,z) = f(x).
Veamos que ev es una flecha. Sean (f1,z1), (fo, 72) € FP(X,Y) x X. Nuestro objetivo es
probar que (fi,21) ~ (fo, x2) < ev(fi, 1) ~ ev(fa, T2).

(f17x1>’\’(f2:372):lef2/\5L'1N-T2 /\f1 )/\$1N$2
reX
<\ filz (@) A falw1) ~ fol2)
reX

< fi(wy) ~ fa(z1) A fo(r) ~ fa(m2) < fi(z1) ~ fo(22)

En la primera desigualdad usamos que f> es compatible.

Veamos que es el objeto exponencial. Sean Z un objeto y f : Z x X — Y una
flecha. Debemos probar que existe una tnica flecha \f : Z — FB(X,Y) de modo que
f = evo (\f,idx). Que se cumpla la igualdad implica que para todos (z,z) € Z x X
tenemos f(z,2) = Af(2)(z), lo cual deja un unico candidato para Af y por lo tanto
prueba la unicidad. Solo resta probar que A\f € FB(Z, FP(X,Y)).
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Primero debemos probar que para todo z € Z, Af(z) € FP(X,Y). Para eso fijamos
z € Z y dados x1,x2 € X intentamos probar que x; ~ x5 < Af(2)(x1) ~ Af(2)(x2).

Af(2) (1) ~ Af(2)(x2) = f(z,21) ~ f(z,02) 2 (2,21) ~ (2,72) = 21 ~

Demostremos ahora que dados 21,20 € Z, 21 ~ 290 < Af(21) ~ Af(22).

M(21) ~ M(z) = N\ M(2)(@) ~ Af(2)(@) = )\ flz21,2) ~ f(z,2)

zeX zeX

Para todo x € X, f(21,2) ~ f(22,2) > (21,2) ~ (22,2) = 21 ~ 25, por lo tanto el infimo
también es mayor o igual a z; ~ z5 y terminamos. O]

Notar que f ~rpxy) g = 1siysolosi Ve € X, f(z) ~y g(r) = 1. Intuitivamen-
te se corresponde con la igualdad extensional (la extensionalidad funcional se presenta
formalmente en la seccion [3.3.3)).

Volviendo al modelo de reales aleatorios, notar que (F?(R,R), ~zrrr)) €s exacta-
mente el conjunto de las funciones aleatorias con la igualdad que se definié para ellas.
Por lo tanto, las funciones aleatorias también conforman un B-conjunto. Del mismo mo-
do, (FP(FP(R,R),R), ~rerer.r)R)) €s €l conjunto de las funcionales aleatorias con
la igualdad definida, el cual resulta ser otro B-conjunto. Notar que podriamos de esta
forma seguir definiendo funcionales de mayor orden y todos resultarian ser B-conjuntos.

Veamos ahora que hay objetos terminales.

Proposicion 2.2.6. En B-Set hay objetos terminales.

Demostracion. Consideramos X = {*} un conjunto unitario cualquiera, con la tnica B-
equivalencia que puede tener. Entonces es un objeto terminal, pues para cada B-conjunto
Y, existe una tnica funcién compatible de Y a X, que es la funcién constante f tal que
para todo y, f(y) = *. Al ser una funcién constante es compatible. O

Sabiendo que hay objetos terminales, productos y exponenciales, podemos afirmar que
B-Set es una categoria cartesiana cerrada. Finalizamos esta subseccion demostrando que
hay pullbacks, por lo que tendremos que es una categoria cartesiana cerrada y completa.

Proposicion 2.2.7. En B-Set hay todos los pullbacks.

Demostracion. Sean X, Y, Z objetosy f, g flechas de X a Z y de Y a Z, respectivamente.
Queremos un objeto W con flechas a X y Y que hagan conmutar el diagrama resultante.
Vamos a usar W = {(z,y) € X xY / f(z) = g(y)} vy las proyecciones m : W — X y
7o : W — X. La estructura de B-conjunto de W es la que hereda de X x Y (cualquier
subconjunto de un B-conjunto hereda estructura de B-conjunto).

Veamos que cumple la propiedad del pullback. Sea S un objeto con flechas hi, hy a X
e Y respectivamente tales que el diagrama incluyendo a C' conmuta. La flecha m : A —
W que factoriza solo puede ser m = (hq, hs), la misma construccion que utilizamos en
la prueba de que hay productos binarios. Como el diagrama formado por hy, f,hs y ¢
conmuta, tenemos que el codominio de m es efectivamente W. ]
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Como consecuencia de la existencia de los productos, los objetos terminales, las ex-
ponenciales y los pullbacks, tenemos que B-Set es una categoria cartesiana cerrada y
completa. Afirmamos que es completa (en lugar de solamente finitamente completa) por-
que la construccion de productos binarios se extiende a productos arbitrarios, de la forma
que se menciond tras la prueba de la proposicion [2.2.4]

Teorema 2.2.8. B-Set es una categoria cartesiana cerrada y completa.

2.2.2. Los B-conjuntos reducidos

En un B-conjunto (X,~) pueden haber x; # x5 tales que z; ~ x5 = 1. Esto en
la mayoria del trabajo no sera relevante, pero si en la proposicion [2.2.21] por lo que
introducimos el concepto de los B-conjuntos reducidos.

Definicion 2.2.9. Un B-conjunto (X, ~) es reducido si 1 ~ x5 = 1 implica z1 = o
para todos xq, x5 € X.

Primero que nada, con un cociente sencillo se puede reducir cualquier B-conjunto,
llegando a uno préacticamente equivalente.

Proposicion 2.2.10. Sea (X, ~) un B-conjunto. Sea = la relacion sobre X definida por:
r=y & r~y=1

Entonces = es una relacion de equivalencia y podemos definir ~* sobre X/ = como
[z] ~* [y] =& ~y, con lo que (X/ =,~*) es un B-conjunto reducido.

Demostracion. Sean x,y € X tales que z = y. Sea z € X cualquiera. Veamos que
x ~ z =1y ~ z. Usamos las propiedades de simetria y transitividad de los B-conjuntos:

rT~z=z~TNT~Yy< Y~z

De forma simétrica tenemos que y ~ 2z < x ~ z, por lo que son iguales. De esto se deduce
directamente que = es una relacion de equivalencia y que ~* esta bien definido. Veamos
que (X*, ~*) es reducido. Sean [z], [y] € X/ = tales que [z] ~* [y] = 1. Por definicion de
~* tenemos que x ~ y = 1 y por lo tanto [z] = [y]. O

Por 1ltimo, veamos que los B-conjuntos reducidos son estables por las construcciones
presentadas previamente.

Proposicion 2.2.11. 1. 5i X, Y son B-conjuntos reducidos, entonces X XY es re-
ducido.

2. 8i X, Y son B-conjuntos yY es reducido, entonces FB(X,Y) es reducido.
3. Pullback de B-conjuntos reducidos es reducido.

4. El conjunto unitario {*} equipado con la unica B-equivalencia posible es reducido.
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Demostracion. Sean (z1,y1), (x2,42) € X X Y tales que (x1,y1) ~ (22,¥2) = 1. Por
definiciéon, x1 ~ 9 Ay; ~ yo = 1, de lo que deducimos que x; ~ x5 =1y y; ~ yo = 1.
Como X, Y son reducidos, tenemos que 1 = x5 y y; = ¥2, como debiamos probar.

Sean f,g € FP(X,Y) tales que f ~ g = 1. Por definicién, para cada x € X tenemos
que f(x) ~ g(z) = 1. Usando que Y es reducido, tenemos que Vo € X f(z) = g(z), por
lo que f = g, como debiamos probar.

Que pullback de reducidos es reducido se debe a que producto de reducidos es reducido
y subconjunto de reducido es reducido.

Es directo que el conjunto unitario {*} equipado con la tnica B-equivalencia posible
es reducido. O

También se cumple que el producto arbitrario de B-conjuntos reducidos es reducido.
La prueba es andloga a la del caso binario.

Teorema 2.2.12. La subcategoria llena B-Set” conformada por los B-conjuntos reducidos
es también cartesiana cerrada y completa.

2.2.3. Los B-conjuntos mezclables

Hay B-conjuntos en los que se puede mezclar elementos (en el sentido de que existe
otro elemento, denominado mezcla, que cumple cierta propiedad). Intuitivamente, se lo
puede considerar anélogo a la posibilidad de realizar combinaciones lineales en espacios
vectoriales. Cuando interpretemos la logica de orden superior (en el capitulo , en general
sera 1til restringirnos a B-conjuntos que cumplan esta propiedad.

Definicion 2.2.13 (B-conjunto mezclable). Un B-conjunto (X, ~) es mezclable si para
cualquier anticadena A C B y para cualquier familia (z,),c4 de elementos de X, existe
2 € X tal que para todo a € A se cumple & ~ x, > a. Notaremos & = ) _,a -7, 0O
T=a-x,+0b-x, en el caso en que |[A| = 2.

Usamos la palabra «mezclay por la intuiciéon de que estamos mezclando la familia
{Z4}aca € X, poniendo cada elemento x, con proporcion al menos a (pues & ~ z, > a).

Es importante aclarar que en general las mezclas no tienen por qué ser tnicas. La
notacion & =) _, a -z, es una forma compacta de afirmar que Z es una mezcla para la
anticadena A y la familia (z,)4ec4. Utilizaremos esa notacion por comodidad, pero siempre
con la precaucion de no manipularla como si implicara que la mezcla sea tnica.

Observamos que para B-conjuntos no vacios, la existencia de mezclas con anticadenas
es equivalente a la existencia de mezclas con particiones de la unidad.

Lema 2.2.14. Un B-conjunto (X, ~) es mezclable si y solo si es no vacio y para cada
particion de la unidad C' C B y cada familia (z.).cc de elementos de X, existe mezcla.

Demostracion. Para el directo hay que ver que la condicién de ser mezclable implica que
X # . Esto es porque debe haber mezcla para la anticadena vacia y la familia vacia.
Veamos el reciproco. Sea A C B una anticadena no vacia (la anticadena vacia y la familia
vacia tienen cualquier elemento de X como mezcla). Sea ag € A. Definimos una particion
de la unidad C' es la siguiente forma:

C = {ao v (\/ 4"} U (A\fao})
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Sustituimos ag por ag V (\/ A)* y el resto de A se mantiene igual. De esa forma, C' esta
en correspondencia con A. Por hipétesis, tenemos & = ) . ¢+ ,,. Vemos que  también
es mezcla con respecto a A. Si a # ag entonces T ~ x, > ¢, = a y en el caso de ag se
cumple & ~ x4, > Coy = ao V (\/ A)* > ay. O

Continuamos con la unicidad de mezclas con particiones de la unidad salvo equiva-
lencia booleana (y por lo tanto unicidad a secas en B-conjuntos reducidos).

Lema 2.2.15. En un B-conjunto mezclable las mezclas con particiones de la unidad son
unicas salvo equivalencia booleana. Es decir, si & y 1y son mezclas para C C B particion
de la unidad y {x.}.cc C X, entonces & ~ g =1.

Demostracion. Se deduce en base al siguiente razonamiento, que sera recurrente al tra-
bajar con mezclas. Sea ¢ € C.

T~Y>T~TNT~Y>CcNe=c
Tomando supremo en ¢ y usando que C es particion de la unidad se deduce z ~ g =1. [

Veamos que el B-conjunto (B, <+) es mezclable, que producto de mezclables es mezcla-
ble, que reducido de mezclable es mezclable y que exponencial con codominio mezclable
es mezclable. En el capitulo [4] veremos que los reales aleatorios también son mezclables.

Proposicion 2.2.16. (B, <) es mezclable con mezcla:
Zc-xc: \/(c/\xc)
ceC ceC

Demostracion. Sean C' una particion de la unidad y {z.}ccc € B. Sea & = \/ c(c A x.).
Hay que ver que para cada c, se cumple ¢ < z. <> 2. Es equivalente a c Az, < Ty
cANz < z por el lema La primera desigualdad es directa porque ¢ A z. es un
elemento del conjunto al que se toma supremo en z. Veamos la segunda:

cNT=cA \/(d/\a:d) = \/(c/\d/\a:d) =cAz. <2,
deC deC
En la dltima igualdad usamos que C' es una anticadena, por lo que cAd =0sic#d. O

Proposicion 2.2.17. 5i X, Y son B-conjuntos mezclables entonces X XY es mezclable.

Demostracion. Como X y Y son no vacios, X x Y también lo es. Sean C' una particion de
la unidad y {(z¢, ¥c) }eec € X x Y. Definimos la mezcla utilizando la de X en la primera
coordenada y la de Y en la segunda:

z = ZC' (acc,yc) = (Zc'xc,zc'y0>
ceC ceC ceC

Sea b € A. Veamos que Z ~ (xp,yp) > b.

73~(;Ub,yb):Zc-xcwxb/\Zc-ycwbeb/\b:b
ceC ceC

Utilizamos que Y o C-Te~ Ty 2 by Y coC Yo~ Ty > D. [
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Anéalogamente, se prueba que producto arbitrario de B-conjuntos mezclables es mez-

clable.

Proposicion 2.2.18. Si X es un B-conjunto mezclable, entonces su reducido (2.2.10
también es mezclable.

Demostracion. El reducido de un conjunto no vacio es no vacio. Sean C' una particion de
la unidad y {[z.]}ccc € X/ =. Definimos la mezcla de la siguiente forma:

SRR o

ceC ceC
Para b € A, tenemos que [y . c- ] ~ [1p] =Y coc Te~xp > ). ]
Proposicion 2.2.19. Si X, Y son B-conjuntos yY es mezclable, FP(X,Y) es mezclable.

Demostracion. Como Y es no vacio, FZ(X,Y) también lo es. Sean C C B una particion
de la unidad y {f.}ecec € FP(X,Y). Nuestro candidato a mezcla es f : X — Y, definida

usando la mezcla de Y: R
fl@)=> ¢ ful)
ceC

Veamos que f € FB(X,Y). Sean z1,75 € X. Dado c € C:
f@l) ~ f(%) > f(x1) ~ fol@1) A fo(1) ~ folaa) A fo(wg) ~ f($2) > CcN\xy~ Ty

En el tltimo paso usamos que f (;) ~o fe(x;) > ¢ por la propiedad de las mezclas y
que como f. € FB(X,Y) entonces f.(z1) ~ fe(r3) > x1 ~ 5. Por lo tanto tenemos que
f(xl) ~ f(xz) > ¢ A1y ~, x9 para cualquier ¢ € C. Como C' es una particion de la
unidad, tomando supremo concluimos la desigualdad buscada. Ahora que sabemos que

f € FB(X,Y), veamos que cumple la propiedad de la mezcla. Sea ¢ € C:

fodo= NF@~ o) 2 \e=c

rzeX rzeX

En la ultima desigualdad usamos la propiedad de la mezcla en Y. O

Como corolario de lo anterior, podemos ver que todo B-conjunto puede extenderse a
uno mezclable (aunque no sea algo que vayamos a utilizar).

Corolario 2.2.20. Sea X un B-conjunto no vacio. Entonces FB(X, B) es mezclable y
contiene una copia de X, en el sentido de que tiene un subconjunto isomorfo a X como
B-conjunto.

Demostracion. Que FB(X, B) es mezclable se deduce de las proposiciones anteriores. La
copiade X es {p, /v € X} C FB(X,B) con p,(2) = z ~ z. Veamos que ¢, € FB(X, B).
Sean z1, 29 € X. Debemos probar que z; ~ 2o < x ~ 21 <> & ~ z3. Es equivalente a probar
que 21 ~ 2 AT~ 2 ST~ 2y 21~ 2 ANT ~ 29 <o~ 21, lo cuales se cumplen por la
transitividad de B-conjuntos. Veamos que para todos z,y € X, ¢, ~ ¢, = x ~ y, lo cual
implica que {p, / * € X} y X son isomorfos como B-conjuntos. Tenemos que:

Oy ~ Py = /\(x~z<—>y~z)
zeX
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Con z = y tenemos que ¢, ~ ¢, < x ~ y. Para probar la otra desigualdad, tomamos un
z € X e intentamos probar que x ~ y < x ~ z <> y ~ z. Nuevamente, es equivalente
aquer ~yANr ~z<y~zyr~yANy~z <z~ 2z los cuales se cumplen por
transitividad. O

Con lo que probamos hasta ahora, podemos afirmar que la subcategoria llena de los
B-conjuntos mezclables es una categoria cartesiana cerrada. Sin embargo, no podemos
afirmar que sea completa, porque a priori pueden no haber pullbacks. Para probar que
pullback de mezclables es mezclable, debemos asumir también que los B-conjuntos son
reducidos.

Proposicion 2.2.21. El pullback de B-conjuntos mezclables reducidos es mezclable.

Demostracion. Volvemos al contexto de la prueba de la proposicion [2.2.7, Debemos pro-
bar que W es mezclable. Vamos a utilizar que Z es reducido (de hecho, el concepto de
B-conjunto reducido fue introducido por ser necesario para esta prueba). Dada una par-
ticion de la unidad C'y una familia {(x., y.) }cec C S, debemos probar que la mezcla esta
en W, o sea que cumple la propiedad que define al subconjunto. Por lo tanto, dado que

la mezcla es (> c-x. > c-y.), hay que probar que f(> c-z.) = g(>_c-y.). Vamos a
razonar utilizando que C' es particion de la unidad. Sea b € C.

f(zc-xc>~g<zc-yc)2f<zcwc)~ (@) A f () ~ (Zc yc)
=1 (X erwe) ~ flan) Agl) ~ g (D e ue)
ZZC'%N%/\ZC'%N%

>bAb=b

Tomando supremo en b € A tenemos f(> a-x,) ~ g(d a-y,) =1y como Z es reducido
concluimos que f(> a-z,) =9(> a-y,). O

Teorema 2.2.22. La subcategoria llena B-Set,  conformada por los B-conjuntos reduci-
dos mezclables es cartesiana cerrada y completa.
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Capitulo 3

Logica de orden superior con
equivalencias booleanas

En este capitulo, presentamos la légica de orden superior y sus interpretaciones en la
categoria de los B-conjuntos, introducida en el capitulo 2] Demostraremos propiedades de
dichos modelos que justifican la eleccion de esa categoria en particular. Posteriormente,
en el capitulo [4, utilizaremos este marco para realizar la prueba de consistencia de la
negacion de la hipoétesis del continuo. Especificamente, dentro de ZF, que es nuestra
metateoria, construiremos un modelo del tipo introducido en este capitulo, en el cual se
cumplira la negaciéon de la hipdtesis del continuo.

3.1. Lobgica de orden superior

La logica de orden superior (HOL) es un formalismo que organiza el universo ma-
tematico a partir de ciertos tipos de base, y luego permite construir objetos cada vez
més complejos mediante tipos de funciones o de predicados. En general, los tipos de base
incluyen un tipo de proposiciones (que permite representar los enunciados matematicos),
as{ como uno o varios tipos para representar los objetos de base de la teoria, como los
enteros naturales o los nameros reales.

A modo de ejemplo, adelantando notacién que introduciremos en lo siguiente, su-
pongamos que los tipos de base son Prop, para las proposiciones (o equivalentemente,
los valores de verdad), y R para los reales. En este caso tendriamos entre otros al ti-
po R — R de las funciones reales, el tipo (R — R) — R de las funcionales, el tipo
(R — R) — R) — R de las funcionales de segundo orden, etc. La principal utilidad del
tipo Prop es que permite construir tipos de predicados o conjuntos. A modo de ejemplo,
el tipo R — Prop representa los predicados sobre reales o equivalentemente los conjuntos
de reales. Esto es porque un objeto de tipo R — Prop representa una funcién que a
cada real le asocia un valor de verdad, lo cual ademés de ser un predicado, codifica un
conjunto al ser pensado como funcion caracteristica (el resultado de aplicar la funcion a
un elemento es el valor de verdad de la pertenencia de ese elemento).

En esta monografia, usaremos una presentacion de HOL en el estilo de la teoria de
tipos simples de Church, basandonos en el calculo lambda simplemente tipado extendi-
do con un tipo de proposiciones. Todos estos conceptos se presentan en las siguientes
secciones.

29



3.1.1. El calculo lambda simplemente tipado

El célculo lambda simplemente tipado consiste en un conjunto de tipos, que represen-
tan distintas clases de objetos, y un conjunto de términos, cada uno de los cuales tiene
un tipo asociado y representa un objeto particular de esa clase.

Los tipos se construyen recursivamente a partir de ciertos tipos de base mediante la
construccion flecha, que asocia a cada par de tipos 7 y o el tipo 7 — o de las funciones
de 7 en 0. Formalmente, el formalismo esté parametrizado por un conjunto no vacio de
tipos de base, escritos «, 3, v, etc. La definicion es la siguiente.

Definicion 3.1.1. Dado un conjunto de tipos de base, denotados «, 3, v, etc, definimos
el conjunto de los tipos, denotados 7, o, etc, recursivamente con las dos siguientes reglas.

1. Cada tipo de base a es un tipo.
2. Si 7y o son tipos, entonces 7 — ¢ es un tipo.

Es decir: un tipo es o bien un tipo de base («), o bien un tipo flecha 7 — o construido a
partir de dos tipos 7, ¢ ya definidos.

Usando notaciéon BNF| los tipos se definen con la siguiente gramética:
T,0 = al|T—>0

Las flechas asocian a la derecha, en el sentido de que 7 — 0 — pes 7 — (0 — p). Si
bien estrictamente los tipos representan solamente funciones de una variable, mediante
currificacion se puede trabajar con funciones de varias variables. Si queremos considerar
una funcién que recibe dos argumentos de tipo 7 y retorna uno de tipo ¢ usamos el tipo
T — (7 — o). A modo de analogia, esto es exactamente lo que se hace en calculo integral
de varias variables al introducir las integrales iteradas y el teorema de Fubini. Se pasa
de una funcion f(x,y) de dos variables a una correspondencia x — f,(y), que a cada
x € R le asocia una funciéon que varia solamente la variable y. Se podria decir que esta
correspondencia es justamente de tipo R — (R — R), ya que a cada real le asocia una
funcién real.

A modo de ejemplo, si los tipos de base son A y B, los siguientes son algunos ejemplos
de tipos.

A B A— B A— A A—-(A—-B)— B (B—A)—A) —B

Los términos, que representan objetos de los distintos tipos, se definen recursivamen-
te con construcciones que permiten hablar de abstraccion (definicion) y evaluacion de
funciones. Formalmente, se utilizan los siguientes conjuntos de simbolos.

= Un conjunto de constantes tipadas, denotadas ¢, d, etc. Esto quiere decir que cada
constante ¢ tiene asociado un tipo 7, lo cual denotamos simplemente con ¢ : 7. El
conjunto de constantes parametriza el formalismo, en el sentido de que teniendo
definidos los tipos, se pueden usar distintos conjuntos de constantes para definir
distintos conjuntos de términos.
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= Un conjunto de variables tipadas, denotadas =7, y?, etc. Esto quiere decir que cada
variable esta asociada a un tipo y de hecho con esta notacion, el tipo esté presente
como supraindice en la variable. Se supone que para cada tipo tenemos una cantidad
numerable de variables de ese tipo.

Usamos una presentacion en la que cada término esta definido con su tipo, es decir, el
tipado esté incluido en la definiciéon de los términos.

Definiciéon 3.1.2 (términos). Los términos, denotados M, N, etc en general, estan de-
finidos recursivamente mediante las siguientes reglas:

1. Cada variable 2™ de tipo 7 es un término de tipo 7.
2. Cada constante ¢ de tipo 7 es un término de tipo 7.

3. Si 27 es una variable de tipo 7 y M es un término de tipo o, entonces \z”. M es
un término de tipo 7 — 0. A estos términos les llamamos abstracciones.

4. Si M es un término de tipo 7 — o y N es un término de tipo 7, entonces M N es
un término de tipo o. A estos términos les llamamos aplicaciones.

Usaremos la notaciéon M : 7 para indicar que M es un término de tipo 7. Las aplicaciones
asocian a la izquierda, en el sentido de que por ejemplo MNQ = (M N)Q. Por otra parte,
las aplicaciones tienen mayor precedencia que las abstracciones (términos \), en el sentido
de que por ejemplo A\z”. fz es \x”. (fx).

El término Ax". M representa la funciéon que recibe un x de tipo 7 y retorna M
(término que puede depender de z). Como un primer ejemplo sencillo, Ax”. x representa
la funcién identidad del tipo 7. Por otra parte, el término M N representa la aplicacion
del término M (que debe representar una funcién) al término N (que debe representar
un elemento del dominio de dicha funcién). Por ejemplo, (Az". x)y” representa la funcion
identidad del tipo 7 aplicada a la variable y de tipo 7. Notar que realizamos un abuso del
lenguaje: cuando el tipo de una variable es claro, omitimos el supraindice (por ejemplo
en la segunda ocurrencia de x en \z". x).

Supongamos que tenemos un tipo R y una constante 0 : R. Los siguientes son ejemplos
de términos con sus correspondientes tipos.

0:R Xfz:R—-R M®0:R—-R A"F\® fr:(R—-R) - R—R

El primer término representa el elemento 0, el segundo la funcién identidad de R en R, el
tercero la funcién constante 0 de R en R y el dltimo una funcion de alto orden que dada
una funciéon f y un elemento x, retorna la funcion f evaluada en el elemento x.

En los términos de la forma Ax”. M (las abstracciones), decimos que todas las ocu-
rrencias de la variable x dentro de M estéan ligadas. Decimos que una ocurrencia de una
variable en un término es libre si no esta ligada por ninguna abstracciéon (se trata de un
concepto totalmente andlogo al de las variables libres en légica de primer orden, con las
abstracciones jugando el papel de los cuantificadores). Dado un término M, denotamos
FV(M) al conjunto de las variables libres de M. Si un término no tiene variables libres
decimos que es cerrado.
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Nuestro objetivo es poder efectivamente realizar evaluaciones con los términos, de
modo que por ejemplo el término (Ax7. x)y” se pueda evaluar en el término y”. Esto se
formaliza con la relacion de [-equivalencia, para la cual primero debemos introducir la
operacion de sustitucion.

Dados un término M, una variable 2”7 y un término N de tipo 7, definimos M|z := N]
como el término que se obtiene remplazando en M las ocurrencias libres de la variable
x por el término N. El resultado es un término del mismo tipo que M. Para que este
término esté bien formado, es importante que N sea un término del mismo tipo que la
variable . A modo de ejemplo:

()\fT—)T)\xT‘ fT—)T:ET)gT—)TxT [.TT — gT—)TyT} = ()\fT_>T>\$T. fT—)TxT)gT—)TgT—)TyT
En la operacion de sustitucion, al igual que en logica de primer orden, se trabaja a menos
de a-equivalencia para evitar problemas de captura de variable. La a-equivalencia nos
permite a conveniencia cambiar los nombres de las variables ligadas (las que no estén
libres), lo cual claramente no cambia el significado del término (todas las construcciones
que haremos son independientes de cambio de nombre de variables ligadas). A modo de
ejemplo, los términos Af777. fa™ v Ag" 7. gx” son equivalentes, pero si remplazaramos
la variable 27 por otra, el término resultante no seria equivalente, porque la variable 27
esta libre. La forma en que utilizaremos esto es que al realizar una sustitucion de tipo
AyT. M[z° := N], antes remplazaremos la variable y por una fresca, es decir que no apa-
rezca dentro de M ni de N (siempre podemos hacer esto porque los términos solo puede
tener finitas variables). Por ejemplo, al realizar la sustitucion A\ f777. f¢g" """ [z := fz],
como f esta libre en fz, antes de realizar la sustitucion cambiamos A\f™~". fg" 772" por
AT hg™ 72T y el resultado es Ah™77. hg™ 7 f77727. El tnico lugar en el que utiliza-
remos esto de forma explicita es en la demostracion del lema [3.3.5]
Para definir la relacién de (-equivalencia realizamos las siguientes etapas.

1. Definimos la SB-reduccion, denotada —, como la relacién:

(Ax". M)N — M|z := N|

2. Definimos la B-reduccion en una etapa, denotada — 5, como la clausura contextual
de la f-reducciéon. Esto significa que la S-reduccion se puede realizar adentro del
término. A modo de ejemplo:

ST x)y") =g ST ()

3. Definimos la [-equivalencia, denotada =z como la clausura reflexiva-simétrica-
transitiva de la S-reducciéon en una etapa, es decir la menor relaciéon de equivalencia
que incluye a la anterior. Esto implica que, dados dos términos M y N, si existen
términos Q1,...,Qn, P1,..., Py y L tales que M —3 Q1 — -+ =3 Q, = Ly
por otra parte N —3 P, —3 --- —3 P, —g L, entonces M =g N.

A modo de ejemplo sencillo, tenemos que (Az7.x)y” =g y’. Como segundo ejemplo,
tenemos que (Af777. f)g" " Ty" =5 g7 7 ((Ax".x)y"), no obstante, no serd comun que
usemos la [-equivalencia como en este ejemplo, en el que en particular cambiamos y”
por (Azx". z)y"; lo méas usual es que procedamos en el otro sentido, como con el rempla-
zo de (Af777. f)g" " por ¢" 7. En general, la intuicién es que estamos evaluando un
término cuando remplazamos fragmentos de la forma (Az”. M )N (denominados redezes)
por Mz™ := NJ.
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3.1.2. La logica de orden superior (HOL)

El céalculo lambda simplemente tipado, con la presentacién que utilizamos, esté para-
metrizado por los tipos de base y las constantes. La logica de orden superior (HOL), se
basa en un célculo lambda simplemente tipado con un tipo de base Prop, que representa
el tipo de las proposiciones (o valores de verdad) y con constantes para representar las
construcciones logicas de orden superior. Las constantes (con sus tipos correspondientes)
son las siguientes.

» Una constante = : Prop — Prop — Prop para representar la implicacion.

» Para cada tipo 7, una constante V” : (7 — Prop) — Prop para representar la
cuantificaciéon con dominio 7.

Llamamos proposiciones o férmulas a los términos de tipo Prop y los denotamos con
o, ¥, ete. Utilizamos las siguientes notaciones para llevar la escritura al formato usual en
matematica:

d=1v = = Va'. ¢ = VT (A\zx". ¢)

Notar que como =-: Prop — Prop — Prop, tenemos que = ¢1) : Prop. Es decir, dadas
dos proposiciones, ¢ y 1, tenemos que ¢ = 1 es otra proposicidon, que representa la
implicacion entre las dos anteriores. Por otra parte, como Ax". ¢ : 7 — Prop y ademés
V7 : (1 — Prop) — Prop, tenemos que V7 (Az".¢) : Prop. Es decir, dadas una una
variable 7 y una proposicion ¢, tenemos que Vx”. ¢ es otra proposicion, que representa
la proposicion anterior con la variable 27 cuantificada universalmente (con el tipo 7 como
dominio).

Al usar la notacion infija, = asocia a la derecha (al igual que —). Por otra parte,
las cuantificaciones universales con la notacién presentada tienen menor precedencia que
las implicaciones. Por ejemplo, Vz7. ¢ = 1 es los mismo que Vz". (¢ = v). En algunos
casos omitiremos el «.» después de la variable. Cuando hagamos eso consideraremos que
la cuantificacion tiene la mayor precedencia. A modo de ejemplo, VaF*Pr = yF*P es
(varop. LE’) = yProp.

Puede parecer extrano que solamente introduzcamos constantes para la implicacion
y las cuantificaciones de orden superior. El motivo de este enfoque es que las otras cons-
trucciones logicas son definibles a partir de estas de la siguiente forma.

1 = VP T =1=1

OVY = VP (p=2)= (Y=2)=2 GAY = VTP (p == 2) =2
¢ = ¢= 1 P =(p=Y)A QY= 9)

2" ¢ = VTP (VAT (b = 2)) = 2 M=, N = V2777 s M = zN

Notar que en general estas codificaciones estdn inspiradas en las reglas de eliminacion
usuales de las construcciones logicas. La definiciéon de L, por ejemplo, proviene de ex
falso quad libet, lo cual permite deducir cualquier proposicién a partir del absurdo. La
definiciéon de ¢ V 1, por otra parte, nos dice que se cumple cualquier proposiciéon que sea
implicada por ¢ e implicada por 1, lo cual se asemeja a la regla usual de eliminacion
del V en deducciéon natural. La definicion de M =, N nos dice que todo predicado
(z : 7 — Prop) que se cumple en M, también se cumple en N.
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La sintaxis presentada hasta ahora se denomina Teorfa de Tipos Simples de Church.
El altimo elemento de la légica de orden superior (HOL) es el sistema de deduccion, que
permite derivar secuentes. Un secuente es un par de la forma I' - ¢, donde I' es una lista
finita de proposiciones (términos de tipo Prop) y ¢ es una proposicion.

Definiciéon 3.1.3 (sistema de deduccion). El sistema de deduccion de la logica de orden
superior estd dado por las siguientes reglas:

— (igery ke . Loty Thé=¢ Tk
| ) FI—¢’( ¢ =p¢') TR~ T

k¢ Lhvamo
Trver.g B e #EVID) Fl—gﬁ[:v::M]( ) TH(0=v) = ¢) =0

Decimos que I' - ¢ cuando existe una derivacion del secuente.

Tenemos una regla axioma, anéloga a la de deduccién natural de primer orden. Luego
hay una regla que permite trabajar a menos de (-equivalencia. Posteriormente, tenemos
las reglas usuales de la implicacion y de las cuantificaciones universales (las cuales pueden
ser sobre cualquier tipo, pero la légica de las reglas de introduccién y eliminacion es la
misma que la de primer orden). Finalmente, agregamos la Ley de Peirce que es equivalente
al razonamiento por absurdo. Las reglas de deduccion usuales de las construcciones logicas
codificadas con implicaciones y cuantificaciones universales son todas derivables.

Una de las caracteristicas principales de HOL es que para todo tipo 7 podemos hablar
de conjuntos de objetos de tipo 7 mediante el tipo 7 — Prop. La intuicién es que si
A : 7 — Prop, podemos utilizarlo como funcién caracteristica de un conjunto, de modo
que para cada M : 7, el valor de verdad de la pertenencia de M en A es M A : Prop.
En este sentido, la construccion 7 — Prop en HOL es equivalente a tomar conjunto
potencia en la teoria de conjuntos de ZF. Notar que ademéas nada impide que iteremos
la construccion anterior. A modo de ejemplo, el tipo (7 — Prop) — Prop representa
conjuntos de conjuntos de elementos de tipo 7.

3.2. Los modelos booleanos de HOL

El calculo lambda simplemente tipado se puede interpretar en cualquier categoria
cartesiana cerrada. Ademés, la logica de alto orden se puede interpretar en cualquier ca-
tegoria cartesiana cerrada con un objeto que permita representar el tipo de proposiciones.

Cada interpretacion de HOL tiene su nocion de validez de féormulas, la cual debe cum-
plir que todas las formulas derivables en HOL sean también férmulas validas. No obstante,
hay formulas que no son derivables en HOL pero que nos pueden interesar como axiomas
agregados a HOL. En este trabajo, consideraremos como axiomas extra la extensionalidad
funcional, la extensionalidad proposicional, la extensionalidad de predicados, el axioma
de eleccion y la bivalencia, cuyos enunciados se dan a continuaciéon. Cabe aclarar que la
extensionalidad funcional, la extensionalidad de predicados y el axioma de eleccion son
en realidad esquemas de axiomas, parametrizados por uno o dos tipos.
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ExtFun,, :=Vf,¢" 7. (Vo' .fo =, gx) = f =,., g para todos tipos 7,0.

ExtProp := Vz,y™™ . (2 © y) = T =prop U

ExtPred, := VP, Q77" (V2" .Pz & Qx) = P =, _prop Q para todo tipo 7.

AC,, :=VST7O7PP T3y Sey = JfT7Vx" Sx(fr) para todos tipos T, 0.

Bival := V2™ P. & =pyop L V & =prop I.

Cabe aclarar que estos axiomas no son independientes. Como veremos en la prueba del
teorema ExtFun, pyop, ExtProp F ExtPred, y ExtProp - Bival, donde el segundo
secuente necesita del tercero excluido para ser demostrado.

Durante lo siguiente vamos a tener en consideracion los cinco axiomas, pero desde
ya podemos observar que la extensionalidad de predicados es fundamental en nuestro
contexto. Como vimos al final de la secciéon anterior, vamos a usar el tipo 7 — Prop para
representar conjuntos de elementos de tipo 7, considerando cada A : 7 — Prop como una
funcién caracteristica. Teniendo en cuenta esto, la extensionalidad de predicados resulta
exactamente en el axioma de extensionalidad de teoria de conjuntos, el cual nos dice que
si dos conjuntos tienen los mismos elementos, entonces son el mismo conjunto. Por lo
tanto, al querer usar HOL para trabajar con conjuntos, es indispensable que nuestros
modelos cumplan la extensionalidad de predicados.

3.2.1. Interpretacién ingenua en la categoria Set

Para entender el interés de trabajar en la categoria B-Set, vale la pena considerar
durante un momento lo que pasaria si interpretaramos HOL en la categoria Set en lugar
de B-Set. En un marco tan sencillo, los tipos se interpretarian de la siguiente forma
(asociando a cada tipo 7 un conjunto [7] por induccién):

= Al tipo Prop se asociaria un algebra booleana completa B, es decir: [Prop] = B.
» Para cada otro tipo de base « se fijaria un conjunto no vacio C' tal que [a] = C.
» Para los tipos flecha se usarian espacios de funciones, es decir: [t — o] = [o]I"].

Los términos se interpretarian de la siguiente forma, usamos un lenguaje extendido con
una constante a para cada a € [7].

» Para la constante = se utilizaria la implicacion de B, es decir [=](a)(b) = a — b.

= Para las constantes V7 se utilizarfan infimos de B, es decir [V7](f) = A, f(a),
siendo f € [r — Prop] = BI'l.

» Para las constantes a, tendriamos [a] = a.

» Para cada otra constante ¢ de tipo 7, se fijarfa un elemento ¢ € [7] tal que [¢] = .
» Para \z". M definiriamos [Az". M](a) = [M[z := a]]}, con a € [7].

» Para M N definirtamos [M N] = [M]([N]).
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Con lo anterior, podriamos interpretar cada férmula ¢ : Prop en un valor de verdad
[¢] € By dirfamos que ¢ es valida en el modelo si y solo si [¢] = 1.

Esta es una forma sencilla de definir modelos de HOL. Sin embargo, en nuestro con-
texto no nos va a servir, porque, salvo para el caso en que B es el algebra booleana trivial
de dos elementos, la extensionalidad de predicados (el axioma ExtPred) no se cumpliria.
Recordar que la extensionalidad de predicados es fundamental para trabajar con conjun-
tos, porque es exactamente el axioma de extensionalidad, que nos dice que dos conjuntos
con los mismos elementos son iguales. Como no son los modelos que vamos a utilizar, no
entraremos en muchos detalles, pero al final del capitulo haremos una comparacién entre
las propiedades de estos modelos y las de los que utilizan la categoria B-Set, que son los
que si utilizaremos.

Intuitivamente, el problema parece provenir de que al usar la categoria Set no se
aprovecha suficiente el dlgebra booleana B. Este problema no va a darse al utilizar la
categoria B-Set, que incorpora la estructura del dlgebra booleana B en su definicion.

3.3. Interpretacion de HOL en la categoria B-Set

Presentamos ahora una forma de interpretar HOL en la categoria B-Set, introducida
en el capitulo 2] Con esta herramienta, en el capitulo [4] construiremos modelos de la
teoria de reales de orden superior, los cuales generalizan los modelos de reales aleatorios
presentados por Scott (seccion [2.1]) y probaremos la consistencia relativa de la negacion
de la hipotesis del continuo usando un contraejemplo interesante.

3.3.1. Interpretacion del calculo lambda simplemente tipado

Vamos a interpretar el calculo lambda simplemente tipado en la categoria B-set. Con
esto nos referimos a que vamos a asociar a cada tipo 7 un B-conjunto ([7],~,) y a cada
término M : 7 un elemento [M] € [7].

Comenzamos con la interpretacion de los tipos, la cual estd parametrizada por las
interpretaciones de los tipos de base. Es decir, se debe dar para cada tipo de base a su
interpretacion ([af, ~) y luego para los otros tipos se define de forma recursiva (definimos
la interpretacion del tipo 7 — o usando las interpretaciones de los subtipos 7y o).

Definicién 3.3.1 (interpretacion de tipos). A cada tipo T se asocia un B-conjunto no
vacio ([r], ~,). Para cada tipo de base se fija la interpretacion y luego la interpretacion
de 7 — o se define recursivamente como el objeto exponencial FZ([r], [o]), es decir:

[r = ol :=={f €0l / Ya,b € [r] a~r;b< fla)~, f(B)}
foorsegi= [\ fla) ~ g(a)

a€lr]

Notar que [7 — o] es no vacio por las funciones constantes. Lo siguiente es definir
interpretacion de términos. Vamos a utilizar el enfoque de las valuaciones.

Definicién 3.3.2 (Valuaciéon). Una valuacion p es una funcién que asocia a cada varia-
ble 2™ un elemento p(z) € [7].
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La interpretacion de términos esta parametrizada por una funcién ¢ — 8 que asocia
a cada constante ¢ : 7 un elemento ¢® € [r]. En general se define de forma recursiva.
Definimos casos de base para las variables y las constantes. Luego, definimos la interpre-
tacion de un término Ax”. M asumiendo que ya sabemos calcular la interpretacion de M
y definimos la de un término M N asumiendo que ya sabemos calcular la de M y la de N.

Definicién 3.3.3 (Interpretacion de términos). Para cada término M : 7 y cada va-
luacion p se define la interpretacion del término bajo la valuacion, [M|[p]] € [r], por
recursion en la estructura del término:

[=7[p] ( )
[elp]

[AzT. Mlp]](a
[MN]p]

I =n=

=P

) = [M][p,z < dl] para cada a € [7]
=M

[IICINTRID)

donde (p, z < a) es otra valuacion que en x vale a y en las otras variables vale lo mismo
que p.

Hay que demostrar que la definicion es correcta. No se deduce directamente por induc-
cion debido al caso de la abstraccion. Incluso asumiendo que [M[p']] € [o] para cualquier
valuacion o, no es claro que [Ax7. M|[p]] € [r — o], pues esto significa que debe ser una
funcién compatible (por ahora solo estarfa claro que es una funcion de [7] en [o]). Lo
resolvemos en el siguiente lema, del cual nos interesa solamente el primer item, pero la
forma de probarlo es por induccién simultanea con el segundo item.

Lema 3.3.4. Para cada término M : o se cumple lo siguiente:
1. Para cada valuacion p, tenemos que [M|p]] € [o].

2. Para cada valuacion p, para cada variable ™ y para cada a,b € [7], se cumple que:

@ ~7 b < [Mlp,x < a]] ~o [M[p,x < b]]

Demostracion. Se demuestran simultaneamente por inducciéon en M. Detallaremos un
poco lo que esto significa, ya que es la primera prueba por induccién estructural del tra-
bajo. Probamos que para todo término M se ccumple una propiedad P(M) demostrando
las siguientes cosas:

= Un primer caso base para las variables. Demostramos que para cada variable 27 se
cumple P(z7).

= Un segundo caso base para las constantes. Demostramos que para cada constante
¢ se cumple P(c).

= Un primer caso inductivo para las abstracciones. Dado un término Ax™. M, asu-
mimos como hipotesis inductiva que se cumple P(M) y probamos que también se
cumple P(\x7. M).
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= Un segundo caso inductivo para las aplicaciones. Dado un término M N, asumimos
como hipotesis que se cumplen P(M) y P(N), con lo cual probamos que también
se cumple P(MN).

Decir que demostramos las propiedades simultaneamente por induccién significa que nues-
tra propiedad P(M) consiste de los dos items (su conjuncion). Por lo tanto, en cada paso
debemos probar los dos items y las hipétesis inductivas también consisten en los dos
items.

Caso M =y°. 1) [y°[p]] = p(y) € [o] por definicion de valuacion.

2) Si & # y entonces [y[p, z < a]] = [ylp,z < b]]. En este caso la desigualdad se
cumple por la reflexividad de ~,. Si x = y entonces [z[p, x < a|] = a y [x[p,x + b]] = b,
por lo que la desigualdad queda a ~, b < a ~, b (notar que en este caso 7 = o).

Caso M = c: El primer item se cumple por definicién de interpretacion de constante
y el segundo nuevamente por reflexividad.

Caso M = \y". N. 1) Primero hay que ver que [Ay*. N[p]] € [7]¥¥, con N : 7.
El dominio de [Ay*. N[p|]] es [u] por definicion y para cada a € [u], tenemos que
[MNy#. N[p]](a) = [Nl]p,y < a]], el cual esta en [n] por la hipotesis inductiva 1 utili-
zada con la valuacion (p,y < a). La condicién que se pide a las funciones de []I¥! para
estar en [ — 7] se deduce de la hipdtesis inductiva 2.

2) Hay que probar que a ~, b < [MAy*. N[p,x < a]] ~,my [My*. Np,xz < b]].
Suponemos x # y, pues en el caso en que son iguales las interpretaciones dan la misma
funcion y por reflexividad el lado derecho de la desigualdad es 1.

[My". Nlp,z <= a]] ~py [M". Np, z <= 0]

= N\ [INlp,z = a,y ] ~, [N[p,z < b,y ]
c€lu]

= /\ [N[p,y < c,x < a]] ~, [N]p,y < ¢,z < b]]
c€lu]

> /\ ar~; b =an~;b

donde usamos la hipétesis inductiva 2 con la valuacion (p,y < c).

Caso M = M'N. 1) Supongamos M : yu — o y N : p. Por hipotesis inductiva 1
tenemos que [M'[p]] € [o]¥) v [N[p]] € [1]. Usando que [M'Nlp]] = [M'[p]]([N[p]])
concluimos que [M'N|[p]] € [o].

2) Debemos probar a ~, b < [M'N|p, z < a]] ~, [M'N|p,z < b]], siendo el segundo
igual a [M'[p,z < a]]([N]p,x < a]]) ~o [M'[p,x < b]]([N|p,z < b]]). Por una parte,
utilizando la hipotesis inductiva 2 de M’ y la definicion de ~,,_,,:

@~ b < [Mp,x 4 al] e [Mp, ¢ B]
< [M'lp,  all(INlp, + al]) ~ [M'lp,  H)(IN[p.x  a]])

Por otra parte, usando la hipotesis inductiva 2 de N y que [M'[p,z + b]] € [u — o]:

a~7 b < [Nlp,z < a]] ~. [Nlp,z < 0]]
< [Mlp, & < D][([Nlp, x  a]]) ~o [M'[p, z < ([N [p, =  b]])

Tomando conjuncién y usando transitividad de ~,, terminamos. O
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Se prueba por induccion que dado un término M, si p y p’ son dos valuaciones que
coinciden en FV(M), entonces [Mp]] = [M[p']]. En particular, si M es un término
cerrado, [M[p]] no depende de la valuacion. En base a eso, cuando M sea cerrado a veces
escribiremos [M] sin especificar una valuacion.

Recordamos que definimos la relacion de (-equivalencia para poder realizar calculos
(evaluaciones) con los términos. Es importante que los modelos respeten esos céalculos,
es decir que si M =g N entonces para toda valuacion p tengamos que [M|p]] = [N[p]]-
Como en nuestro sistema de deducciéon tenemos la regla de S-equivalencia, que nos permite
intercambiar formulas S-equivalentes, es de esperar que si nuestros modelos no respetaran
la f-equivalencia, tampoco respetarian las derivaciones. De hecho, en el teorema [3.3.10
probaremos la correccion de los modelos y para eso necesitaremos esta propiedad. Como la
relacion de [-equivalencia se define como la clausura reflexiva-simétrico-transitiva de la (-
reduccion en una etapa, alcanza con probar que si dos términos M y M’ estan relacionados
por la B-reduccion en una etapa (con la notacion que introducimos, M — 5 M’), entonces
para cualquier valuacion p se cumple [M|p]] = [M'[p]]. Probaremos eso en el teorema
[3.3.6] pero antes vamos a demostrar un lema de sustitutividad que sera necesario.

Lema 3.3.5. Para cada término M, cada variable x : 7, cada término N : 7 y cada
valuacion p, se cumple:

[Mlz = N[pl] = [Mp,z < [Np]]]]

Demostracion. Lo probamos por inducciéon en M.

Caso M = y: Si y # x entonces ambos dan p(y) y si y = x ambos dan [N|[p]].

Caso M = ¢: En este caso ambos dan ¢B.

Caso M = M| M,:
[MiMs[p,x + [[N[ 11 = [Milp, x < [N[p]]]I([Ma[p, = < [N[p]1]])
[My Mz == N}[p]] = [[(Ml[x = N])(Ma[z := NJ)[o]]
= [Mi[z := N][p|[([Ma[z := N][pl])

Por hipétesis de induccién son iguales.
Caso M = \y°. M;y: Si y = x, entonces:

[Ay”. Milp,y < [N[p]]ll(a) = [Milp,y + all
[My?. Mily := Nl[pll(a) = [Ay”. Ma[p]](a) = [Mi]p,y < d]]

Basicamente las sustituciones no tienen efecto y en ambos casos da lo mismo. Supongamos
ahora que y # z. Por la a-equivalencia podemos suponer que y ¢ FV(N) (en otro caso,
remplazamos y por una variable que no aparezca en N ni en M).

[Ny”. Mifz == Nl[pl](a) = [Mi[z := N][p,y « a]]

= [[Ay -Ml[,o,iﬂ— [[N[ [111(a)

La segunda igualdad es por la hipdtesis de inducciéon con la valuacion (p,y < a) y la
tercera es porque y € FV(N). O
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Teorema 3.3.6. Si M —3 M’ entonces para cualquier valuacion p, [Mp]] = [M'[p]].
Consecuentemente, también se cumple st M =5 M'.

Demostracion. Definimos la relaciéon de S-reduccién en una etapa como la clausura con-
textual de la B-reduccion. De forma precisa, se trata de la siguiente definiciéon recursiva:

1. (A2 M)N —3 M|z := N]

2. Si M —5 M' entonces MN —3 M'N

3. Si N —3 N’ entonces MN —3 MN'

4. Si M —p M’ entonces \x”™. M —g Ax7. M’

Probamos la tesis por induccion en esta definicion recursiva. Los casos 2,3 y 4 se deducen
directamente de la hipétesis inductiva. Veamos el caso 1.

Tenemos que [(Az". M)N[p]] = [Ax™. M[p][([N[p]]) = [M]p,z < [N[p]]]], por lo
que hay que probar que [M|p,x < [N[p]]]] = [M[z := N][p]], pero esto es exactamente
lo que acabamos de probar en el lema [3.3.5] O

3.3.2. Interpretaciéon de las construcciones l6gicas

Para tener definido un modelo debemos fijar son las interpretaciones de los tipos
de base y las constantes. Para el tipo Prop y las constantes logicas se usan siempre las
mismias interpretaciones (se deben tomar decisiones al agregar nuevos tipos o constantes).
En el caso del tipo Prop, usamos el algebra booleana (B, <), dada como ejemplo en la
seccion [2.2] para la constante = usamos la implicaciéon y para las constantes V™ usamos
infimos. De forma precisa:

[Prop] = B [=](a)(b) =a—b
Q@ ~prop b= ¢ b 1) = A f)
a€(7]

Cada vez que se define la interpretacion de un tipo de base hay que verificar que la
B-equivalencia cumple las propiedades reflexividad, simetria y transitividad. Por otra
parte, cuando se define la interpretaciéon de una constante hay que verificar que esta en
el B-conjunto asociado al tipo correspondiente.

Lema 3.3.7. Se cumple que ~prop €5 una B-equivalencia, [=] € [Prop — Prop — Prop]
y para cada tipo T, [V7] € [(7 — Prop) — Prop].

Demostracion. En el capitulo 2| vimos que (B, <>) es un B-conjunto. En lo siguiente sera
importante tener presentes los lemas y

Dado a € B, =,: B — B definido como =, (b) = a — b esta en [Prop — Prop] pues
para todos by, by € B tenemos by <> by < (a — by) <> (a — by). Lo que debemos probar
es que dados a,as € B, tenemos a; <+ ay <=4, ~prop—prop=>a,- LSto se cumple porque
= a3 ~Prop—Prop=—7as = /\bEB<(a1 — b) — (CLQ — b)) > /\bEB(a’l <~ CLQ) = ay <> Go.

Veamos por tltimo que la interpretacion de V™ es correcta. Hay que probar que dadas
f17 f2 € [[7- — PI‘Op]], tenemos fl ~r—Prop f2 S [[VT]] (fl) A IIVT]]<f2> Esto es equivalente
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a probar fl ~7—Prop f2 A [[VT]](fl) S [[VT]](fQ) y fl ™~ T—Prop f? A [[VT]](fQ) S [[VT]](f1>

Probaremos solo uno de los dos porque son analogos.
ft ~roezop f2 AIVTI(A) < IV1(f2) € i ~rserop 2 AIYTI(A) < N\ falb
be(r]
Fijamos b € [7] y debemos probar fi ~;_prop fo A [V7](f1) < fo ( ) Razonamos asf:
Fi ~orosprop o AIVTI(F) = )\ (fila) & fo(@) A N fila) < (f1(b) & fo(b) A fi(D)
a€f7] a€lr]

Finalmente, por propiedades de algebras booleanas (f1(b) <> fao(b)) A f1(b) < folD).
Acabamos de probar que fi ~;_prop fo A [V7](f1) < f2(b). Como esto es para cualquier
b € [7], tenemos que fi ~r_prop fo A [VT](f1) < /\be[[ﬂ] f2(b), como debiamos probar. []

Se demuestra que las otras construcciones logicas definidas se interpretan de la si-
guiente forma.

Teorema 3.3.8. Para todas proposiciones ¢ y 1 y para cualquier valuacion p se cumple:

[Tlpll =1 [Lp]] =0
[o A Ylpl] = [8lpl] A [¥[p]] [o Vv ¥lpll = [8lpl] V [¥1p]]
[ — ¥lpll = [8lpl] — [¥1p]] [=9lp]l = [olpI]"
va"lpl]l = )\ [¢lp.x < dl] [B27lpl] = \/ [¢lp.x < dl]

a€lr] a€lr]

Por otra parte, si M y N son términos de tipo T, entonces se cumple:

[M =+ N{pl] = [M[pl] ~- [Np]]

Demostracion. Probamos la dltima parte, respecto a la interpretacion de la igualdad de
Leibnitz. Por definiciéon tenemos:

[M= Nl= AN (IMpID) — F(IN[D)

fe[r—Prop]

Como f € [r — Prop], tenemos que [Mp]] ~- [N[p]] < f(IM[pl]) ~erop f(INIp]])
y COmMO ~prop €5 la equivalencia logica, [Mp]] ~, [N[p]] < f(IM[p]]) — f(INIpI])-
Esto implica que [M|p]] ~, [N]p]] < [M =, Nlp]]. La otra desigualdad se deduce de
considerar f € [r — Prop] definida como f(a) = [M[p]] ~+ a. Con esta funciéon se
cumple f([M[pl]) — f(IN[pll) = [M[p]] ~- [N[pl]. Que f € [r — Prop] se verifica
viendo que para cualquier a,b € [7] se cumple a ~, b < [M{p]] ~r a <> [M[p]] ~- b, lo
cual es cierto por transitividad de ~.. O

En ocasiones realizaremos un abuso del lenguaje, mediante el cual dada una féormula ¢
con variables libres entre 7', ...,z y dados a1 € [11],...,a, € [7,,] denotaremos:

[o(a,...,an)] = [dlp, 27" < a1, ..., z7" < a,]]

Con p cualquier valuacion (la interpretacion solamente depende del valor de la valuacion
en las variables libres). En estos casos escribiremos la formula ¢ como ¢(z1,. .., x,).

Pasamos ahora a tratar la validez de féormulas y el teorema de correccion, que nos dice
que las interpretaciones de formulas respetan las derivaciones en HOL. Comenzamos con
la definicién de formula vélida, la cual no es sorprendente.
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Definiciéon 3.3.9. Dada una interpretacion de HOL en la categoria B-Set, decimos que
una formula cerrada ¢ es valida o que se cumple si [¢] = 1.

La correcciéon esté dada por el siguiente teorema. Para cada contexto I' y cada valua-
cion p definimos [T'[p]] = Ager[¢[o]]-

Teorema 3.3.10. Si ' - ¢ entonces para cualquier valuacion p, [T'p]] < [¢[p]]-

Demostracion. Por induccién en la derivacion de I' = ¢. Recordamos las reglas:

Giger) TFo ._ y LDére Tké=¢ Trg
| -’ F'¢=1 NI

THo

T-¢ PEval¢ o
Trverg 07 EVO) o M) TH= 0 =0 =0

Regla axioma: Si ¢ € I" entonces se cumple la desigualdad por definicion.

Regla : Como consecuencia del teorema [3.3.6] tenemos que [¢[p]] = [¢/[p]]. Por lo
tanto se deduce de la hipotesis inductiva.

Regla de introducciéon de =: Tenemos que [I'[p]] A [¢[p]] < [¢[p]]. Por el lema

eso es equivalente a que [T'[p]] < [¢[p]] — [¥[p]]-
Regla de eliminacion de =-: Tenemos [I'[p]] < [¢lp]] — [¥Ipl] ¥ [Tlpl] < [olpl]-

Por lo tanto, [I'[p]] < ([¢[p]] = [¥[p]]) A l¢lpll < [¥[p]]-

Regla de introduccién de V: Que se cumpla [['[p]] < [Vz". ¢[p]] es equivalente a que
para todo a € [7] tengamos que [I'[p]] < [¢[p, z < a]], por el teorema[3.3.8] Por hipotesis
inductiva, [T'[p]] < [¢[¢']] para cualquier valuacion o, por lo que en particular se cumple
para (p,z < a). Finalmente, como = ¢ FV(I'), tenemos que [['[p]] = [['[p, z < al], con
lo que concluimos [I'[p]] < [¢[p, x + a]].

Regla de eliminacion de V: Por hipotesis tenemos que para todo a € [r] se cumple
que [Tp]] < [¢lp,z + a]]. En particular, [T'[p]] < [é[p,x < [M]p]]]]. Finalmente
usamos que [¢[z := M][p]] = [¢[p, z < [M][p]]]], lo cual se probé en el lema [3.3.5

Ley de Peirce: Se cumple en cualquier dlgebra Booleana (la interpretacion de la
tesis del secuente siempre es 1). O

3.3.3. Propiedades

Debido al teorema [3.3.10] sabemos que toda formula ¢ derivable en HOL es valida
en cualquier modelo booleano de HOL. Sin embargo, en la seccion vimos férmulas
que no son derivables en HOL pero que queremos agregar como axiomas. Se trata de las
siguientes.

» ExtFun,, :=Vf ¢ 7% (V2. fo =, gv) = f =, g para todos tipos T, 0.

ExtProp := Vz,y™™ . (z & y) = T =prop ¥

ExtPred, := VP, Q7" (V2".Pr < Qx) = P =, _,prop Q para todo tipo 7.

AC,, :=VST7O7PRP T3y Sey = JfT7Va" Sx(fr) para todos tipos T, 0.

Bival := Vaf*™P. ¢ —Prop Lvz =Prop T.
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Recordamos que en particular la extensionalidad de predicados es crucial en nuestro
contexto, ya que queremos usar el tipo 7 — Prop para trabajar con conjuntos de elementos
de tipo 7. Mencionamos que en la categoria Set esta propiedad no es vélida, motivo por
el cual descartamos esos modelos. Veamos ahora que en B-Set todas estas propiedades,
salvo por ahora el axioma de eleccion, son vélidas.

Teorema 3.3.11. En los modelos de HOL sobre la categoria B-Set son vdlidas:

» ExtFun,, para todo par de tipos T,0.

ExtProp.

ExtPred, para todo tipo T.
» Bival.

Demostracion. Comencemos con la extensionalidad funcional. Tenemos que demostrar
que [Vf, g7 7. Va7 (fr =, gr) = f =,., g] = 1. Por el teorema la interpretacion
vale:

AN | A\ F@~eg@) = frrog

f,9€[t—0] \a€[7]

Por definicion, f ~,_, g = /\ae[[‘r]] f(a) ~5 g(a), por lo que para todas f,g € [T — o] se
cumple A i, f(a) ~o gla) — [ ~r5 g =1. De esto deducimos que la interpretacion
de la extensionalidad funcional vale 1.

Veamos ahora que [Vz, y**P. (r < y) = & =prop y] = 1 (ExtProp). La interpretacion
vale:

/\ (a4 b) = a ~peop b)

a,beB

Tenemos que a ~pyop b = a < b, lo cual andlogamente a en el caso anterior implica que
el resultado es 1.

Para ExtPred, y Bival probaremos que en HOL son derivables a partir de las que ya
vimos que son validas. Por la correcciéon (teorema esto implica que también son
validas. Especificamente, veremos lo siguiente:

ExtFun, prop, ExtProp - ExtPred, ExtProp |- Bival

Veamos el primero. Sean P, (); 7 — Prop tales que para todo x : 7 se cumple Pz < Q.
Por la extensionalidad proposicional tenemos que para todo x : 7 se cumple Px =p.op Q.
Aplicando la extensionalidad funcional con f = Py g = @ concluimos P =;_prop Q.
Veamos el segundo. Sea x : Prop. Debemos probar & =pyop L V& =pyop 1. Razonamos
utilizando el tercero excluido con z (podemos hacerlo porque tenemos la Ley de Peirce,
que es equivalente). Tenemos que se cumple x V —z. Separamos en casos. Si se cumple z,
tenemos que se cumple x < T. Por extensionalidad proposicional concluimos & =prqp 1.
Por otra parte, si se cumple —x tenemos que se cumple x < 1. Por extensionalidad
proposicional concluimos & =pyop L. O
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Algunos comentarios respecto al interés de que estas proposiciones sean validas. Tener
la extensionalidad funcional y la de predicados nos permite trabajar con funciones y con-
juntos como lo hacemos usualmente. Por otra parte, a priori la bivalencia puede resultar
extrana. Parece afirmar que el dlgebra booleana sobre la que estamos trabajando es la
trivial, en la que solamente tenemos 0 y 1. El hecho de que sea una férmula valida con
cualquier algebra booleana B, intuitivamente nos dice que aunque en el modelo hayan
muchos valores de verdad, la sintaxis “piensa” que solamente hay dos. Esto significa que
las proposiciones que podamos demostrar en HOL asumiendo que los tinicos valores de
verdad son L y T, se van a cumplir para cualquier dlgebra booleana.

Pasamos ahora a considerar el axioma de eleccién. Con este axioma lo que ocurre es
que para que se cumpla necesitamos que las interpretaciones de los tipos sean B-conjuntos
mezclables (nocion introducida en la secci(’)n. Resultan haber otras propiedades tuti-
les que se cumplen cuando los tipos son mezclables. Debido a esto, en lo que queda del
capitulo nos concentraremos en aspectos vinculados a tipos con interpretaciones mezcla-
bles, concluyendo con el axioma de eleccion.

Caso de tipos con interpretaciones mezclables

Comenzamos con un corolario de las proposiciones de la seccion [2.2.3], que nos asegura
que en logica de orden superior y sistemas extendidos con tipos de base con interpreta-
ciones mezclables, todos los tipos se interpretan de forma mezclable.

Corolario 3.3.12. Si todos los tipos de base tienen interpretacion mezclable, entonces
todos los tipos tienen interpretacion mezclable. En particular, en HOL con tinico tipo de
base Prop, todos los tipos son mezclables.

Demostracion. Se prueba por induccién usando la proposicion 2.2.19, La segunda parte
se deduce de la proposicion [2.2.16] O

Veamos ahora las propiedades que obtenemos de que las interpretaciones de los tipos
sean mezclables. Estas propiedades son justamente el motivo de haber introducido las
mezclas en este trabajo. Comenzamos con un teorema que nos afirma que los supremos
sobre predicados siempre son méaximos (se alcanzan en un elemento).

Teorema 3.3.13 (Principio del méximo). Sea 7 un tipo con interpretacion mezclable y
¢ € [T — Prop]. Entonces:

Jae[r] »@) =\ ¢la)
a€(r]
Es decir, los supremos de predicados sobre tipos mezclables se alcanzan.

Demostracion. Sea {ag}s<, buen orden de [7]. De este modo, \/ 1,3 v(a) =V, ¢(aa).
Definimos una familia (E3)s<, de elementos de B.

Es = ¢(ag) — \/ #(ay) = p(as) A (\/ ¢(a,))’
7<B v<B
Veamos que {Es / f < p} es una anticadena. Si a < f3, entonces E, < ¢(a,). Por
otra parte, Bz < (\,_z¢(a,))" = A,_5¢(a,)" < ¢(as)*. Por lo tanto, tenemos que
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E, N Es < p(aa) N p(as)* = 0. Vamos a usar esta anticadena para hacer una mezcla,

pero antes veamos que \/,_, ¢(aa) =V ,_, Ea-
Probaremos por induccion en a < p que \/ g, p(ag) = V<, Es-

v%:v%vmzvvanmmwvwmﬂ

B B<a B<avy<pB p<a

Por hipétesis inductiva, para cada § < a tenemos \/Vﬁﬁ E, = V’YSB ¢(a). Por lo tanto,
Vica Vs By = Voo (ag). Concluimos como sigue.

\V #lag) v (so(aa) QY 90(%’))*> = (\/ ¢lag) vV olaa) A (\ lag) v (\ plag)")

B<a B<a B<a B<a B<a

Esto tltimo es igual a \/,_, p(ag). Terminamos de probar que V., ¢(as) = V4, Ep-
Resta probar que V/,_, ¢(as) =V, Ea- Es por lo siguiente:

VE=VVE=V Ve =V )

a<p a<py<a a<py<la a<p

Sea a = ZB@ Es - ag. Notar que pueden haber distintos 3 para los que Eg = 0, no
obstante, tomando cualquiera de ellos existe una mezcla y cumple la desigualdad con
todos (porque para los otros [ tales que Ez = 0 se cumple trivialmente), es decir para
cada a < p se cumple a ~ ag > Es. Observemos que dado 3 < p:

p(a) > (ag) Nag ~r a > @lag) AN Eg = Ejg

Tomando supremo en 3 < p concluimos (@) > V4, Es = Vs, 9(as) = Ve la)
[

Corolario 3.3.14. Si todos los tipos son mezclables, para cualquier formula 3x7. ¢ y
cualquier valuacion p, eziste a € [T] tal que [¢[p, x < a]] = [F=7. ¢[p]]-

Las mezclas también permiten simplificar calculos de valor de verdad de implicaciones
con cuantificaciones universales. La idea central esté en el siguiente lema, que sera tutil
para calcular infimos de flechas.

Lema 3.3.15. Sea 7 un tipo mezclable y sean f, g € [T — Prop]. Supongamos que existe
ag € [7] tal que f(ao) = 1. Entonces para todo a € 1] existe b € [7] tal que f(b) =1y
fla) = g(a) = g(b) (= f(b) = g(b)).

Demostracion. Sea x = f(a). Mezclamos a con ag utilizando x y 2* como coeficientes, es
decir definimos b := x - a + =* - ag. Veamos que b cumple lo requerido.
Primero veamos que f(b) = 1. Por una parte, f(b) > f(a) Na ~, b > f(a) Nx = x.
Por otra parte f(b) > f(ao) Aag ~r b > f(ap) ANx* = z*. Por lo tanto, f(b) > xVaz* = 1.
Veamos ahora que f(a) — g(a) > g(b). Esto equivale a f(a) A g(b) < g(a). Esto es
porque f(a) A g(b) = 2 A g(8) < a ~ b A g(b) < g(a). -
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Corolario 3.3.16. Sea 7 un tipo mezclable y sean f,g € [T — Prop]. Supongamos que
existe ag € 7] tal que f(ag) = 1. Entonces:

A (fl@—=ga)= N g

a€[r] a€(r],f(a)=1

Corolario 3.3.17. Sean x™ una variable y ¢(z7),¥(x7) : Prop dos proposiciones que
pueden tener solamente la variable x™ libre. Supongamos que la interpretacion de T es
mezclable y que existe ag € [7] tal que [¢(ap)] = 1. Entonces Va™. ¢p(x) = ¢ (z) es vdlido
si y solo si [¢(a)] =1 para cada a € [7] tal que [¢(a)] = 1.

Demostracion. Tenemos que [Va™. ¢(x) = ¢ (x)] vale:

A (@] = [@]) = A (f(a) = g(a)

a€[r] a€l7]

Con f,g : [r] — Prop definidas con f(a) = [¢(a)] v f(a) = [¢(a)]. Tomando como
ejemplo [¢(a)], recordamos que esto significa [¢[p, z < a]] con p cualquier valuacion
(no depende de p porque no hay variables libres que no sean x). En base al corolario
anterior, alcanza verificar que f,g € [r — Prop]. Vedmoslo solamente para f, pues
para g es analogo. Que f € [t — Prop] se deduce de que f = [Az". ¢(x)]. Tenemos
que [Az". ¢(x)] € [t — Prop] porque Az". ¢(x) : T — Prop. Veamos que se cumple la
igualdad. Sea a € [7]. Tenemos [Az". ¢(z)](a) = [¢]p, x < a]] = [¢(a)] = f(a), donde p
es cualquier valuacion. O

Este tltimo resultado simplifica mucho varias pruebas de validez de féormulas. Es mas
sencillo probar que [¢(a)] = 1 para todo a tal que ¢(a) = 1 que probar que para todo
a € [7] se cumple [¢(a)] — [¢(a)] = 1. Vamos a aplicarlo ahora para probar la validez
del axioma de eleccién con tipos con interpretacion mezclable y en el capitulo siguiente
para probar la validez del axioma de completitud (dos pruebas que tal vez sean las méas
elaboradas de este trabajo).

Teorema 3.3.18 (Axioma de eleccion). Para cualquier par de tipos 7,0, si ([o],~,) es
mezclable entonces se cumple el axioma de eleccion de T a o:

\/ g0 —Prop. Va 3y Szy = ElfT*UVxTS$(f$)

Demostracion. El axioma de eleccion es de la forma V.S™777PrP ¢(S) = 1)(S). Notamos
que con fy € [T — o — Prop] siendo la funciéon constante 1, se cumple [¢(fo)] = 1. Por
lo tanto, por el corolario [3.3.17], podemos asumir que el antecedente de la implicacion es
valido y demostrar que el consecuente también lo es.

Sea A € [T — o0 — Prop] tal que para cualquier a € [7]:

\/ A(a,b) =1

belo]

Esto es equivalente a que [Vz"3y? Azy] = 1. Debemos probar [If777Va" Ax(fx)] = 1.

Por definicién esto es:
Vo A Al (a) =1

Ye[r—o] aglr]
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Lo probaremos construyendo ¢ € [r — o] tal que para todo a € [r], se cumple

Afa, p(a)) =1 (es decir, \,ep,y Ala; ¢(a)) = 1).
Consideramos una buena ordenacion {bs}s<, = [o], con la cual definimos:

B—Aabﬁ \/Aab
v<B

Para cada a € [7], la familia {£§}s<, es una particion de la unidad (es anticadena y
tiene el mismo supremo que A(a, ), que es 1; ver prueba del teorema [3.3.13)). Utilizando

mezclas definimos ¢ : [7] — [o]:
a)=>Y Ef b,

rzeX

Donde {f3,}.cx son los indices para los que Ef # 0. Usando la propiedad de las mezclas
y que para los otros Ej = 0, tenemos que para todo 5 < p:

E(ﬁl < 90(0') ~o bﬁ

Debemos probar que ¢ € [7 — o]. Antes vamos a probar que para todos a,as € [7] v
para todo 8 < p se cumple a; ~; ay < Eg' <> Eg*. Como A € [r — (0 — Prop)], para
todo /3 se cumple a3 ~, as < A(ay,bg) <> A(ag, bg). Para deducir lo que queremos probar
utilizamos las dos siguientes propiedades.

= Para todos as, bl, a2, by € B se cumple ((ll —bl) e (a2_b2) > (Cl,l <~ ag)/\(bl <~ bg)

" (\/7<5 Ala1, &) < (V«,<ﬁ Alaz, &) > /\7<5(A<a1=§7> < Afaz, &)

Razonamos de la siguiente forma.

Egl g Egz = al,bﬁ \/ A CLl, CLQ, bﬁ \/ A (12,
v<B v<p
> (A(al,bﬁ) — A CLQ,bﬁ \/ A CLl, \/ A CLQ,
<8 v<pB
> (A(a,bs) < Alaz, bg)) A (J\ (Alar, by) > A(as, by)))
¥<B
> (ay ~r az) A (/\ (a1 ~r ag)) = a1 ~; az
<8

Por lo tanto, para todos ay, ay € [7] y para todo 8 < p se cumple a; ~; ay < Ef' <> Eg?,
como queriamos probar. Utilizando eso realizamos el siguiente razonamiento. Sea B < p:

ay ~r ag AN B < B AN ES < plar) ~o bg A plag) ~o bsg < p(ar) ~, p(as)

Por lo tanto, para cualquier § < p tenemos a; ~, as A Egl < p(ay) ~, @(ay). Tomando
supremo en 3 < p y usando que {Egl}5<p es una particion de la unidad, concluimos la
desigualdad y por ende que ¢ € [t — o]. Finalizamos probando que para todo a € 7],
tenemos A(a, ¢(a)) = 1. Razonamos de forma anéloga a lo anterior, tomando 8 < p:

Ef = E5Np(a) ~o bg < Ala,bg) A p(a) ~» bg < Ala, ¢(a))

Donde en para la ultima desigualdad usamos que A(a, ) € [o — Prop]. Nuevamente,
tomando supremo en 3 < p y usando que los Ej conforman una particién de la unidad,
concluimos. N
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El axioma de eleccion es 1util para construir funciones desde la sintaxis. En HOL sin
axiomas no podemos asegurar la existencia de muchas funciones que con el axioma de
eleccion si podemos construir.

Concluimos el estudio de las cinco formulas presentadas al comienzo de la seccion
con una tabla que para cada propiedad indica si se cumple o no en interpretaciones con las
categorias Set y B-Set. A los resutlados sobre las interpretaciones en Set los mostramos
sin demostrar, mientras que para la categoria B-Set, en este punto ya demostramos todo
lo que dice en a tabla. El la siguiente tabla, el «Si» indica que el correspondiente axioma
se cumple para cualquier algebra booleana completa B y cualquier interpretacion de los
tipos de base.

Set B-Set
ExtFun Si Si
ExtProp | Solo con B =2 Si
ExtPred | Solo con B =2 Si
AC Si Con tipos interpretados mezclables
Bivalencia | Solo con B = 2 Si
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Capitulo 4

Teoria de los reales aleatorios de orden
superior

El objetivo de este capitulo es introducir un tipo de base R en HOL, e interpretarlo
en nuestro modelo de tal modo que cumpla todos los axiomas del cuerpo de los niimeros
reales (ahora expresados en HOL). Cabe destacar que en el marco de nuestro modelo
de HOL basado en los B-conjuntos, no se puede interpretar el tipo R por el conjunto R
usual. En efecto, veremos mas adelante que tal interpretacion ingenua (la cual definiremos
precisamente) cumple los axiomas de cuerpos ordenados (y mas generalmente los axiomas
de cuerpos reales cerrados), pero no cumple el axioma de completitud. Al contrario, vamos
a usar el modelo de los reales aleatorios introducido por Scott [4](presentado en la seccion
, adaptado a nuestro marco de la logica de orden superior. Veremos finalmente que
bajo condiciones adecuadas se cumple la negacion de la hipétesis del continuo, con una
prueba basada en intuiciones de probabilidad.

4.1. Sintaxis y semantica

A los tipos y constantes de la logica de orden superior (presentados en el capitulo |3))
se agrega un nuevo tipo de base R con simbolos de constante para las operaciones de
cuerpo y para la desigualdad.

0:R 1:R
+:R—-R—R Xx:R—-R—=R
opp: R — R inv: R— R

<: R —+ R — Prop

Usamos la convencion de que 07! = 0. Esto es por conveniencia, con el fin de poder usar
inv : R — R. No tendré ningtn efecto porque el axioma de inverso se aplicara solamente
para reales no nulos: Vo2 x #r 0 = z x inv(z) = 1. El agregado de las constantes opp y
inv permite quitar cuantificaciones de los axiomas de nimeros reales, lo cual simplificara
las pruebas de validez de estos axiomas.

Nos encaminamos ahora a definir las interpretaciones del nuevo tipo de base y las
nuevas constantes (la semantica).
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Una interpretacion ingenua de R. Antes de introducir la interpretaciéon que usare-
mos, comentamos la interpretacion ingenua en la que R se interpreta con R, la cual diji-
mos que no nos va a servir. Con interpretar R por R nos referimos a que [R] = (R, ~p),
donde ~p es la B-equivalencia discreta, es decir:

1 siz=y
€T ~ =
Y 0 six#y

Ademés, se interpretan las constantes de cuerpo con las operaciones correspondientes de
R y la constante de orden con el orden de R. Con esta interpretacion son validas todas
las formulas que se cumplen en la metateoria que involucren solamente al tipo R y a tipos
construidos con flechas a partir solamente de este (R — R, (R - R) - R, R — (R — R),
etc). Esto es el caso por ejemplo con los axiomas de cuerpo totalmente ordenado y maés
aun, de cuerpo real cerrado (introducida en la seccion . Los problemas comienzan a
surgir cuando usamos tipos que contienen ademés al tipo de base Prop. Esto es el caso
por ejemplo con el axioma de completitud, que para hablar de conjuntos de ntmeros
reales utiliza el tipo R — Prop. Esta interpretacion de R no aprovecha para nada la
estructura del algebra booleana B, de hecho es esencialmente como una interpretacion en
la categoria Set, ya que la B-equivalencia no relaciona ningin par de elementos distintos.
De aqui proviene que surjan problemas al trabajar con féormulas que contienen a R y a
Prop, como en particular que no se cumpla el axioma de completitud. En la interpretacion
que usaremos nos aseguramos de que la estructura del algebra booleana B se aproveche
en las interpretaciones de R y las nuevas constantes. Ademas, la interpretacion del tipo
R sera mezclable (notar que en esta interpretacion ingenua no lo es), lo cual serd muy
util para probar la validez del axioma de completitud.

Interpetacion por los reales aleatorios. En la secciéon vimos que a partir de un
espacio de probabilidad (£2,.4, i), cocientando A respecto al ideal de los conjuntos de
medida nula obtenemos un élgebra booleana completa, B = A /[ = 0]. Posteriormente,
en la seccion presentamos el modelo de reales aleatorios de Scott, dentro del cual
definimos el conjunto R de los reales aleatorios como:

R={:Q —= R /& es medible}

Recordamos que esto significa que para todo a € R, se cumple £é71((—o0,a)) € A. Esta
condicién (junto con que A es una o-algebra) implica que todos los subconjuntos de €2 que
vamos a utilizar en lo siguiente estén en A. Recordamos también que en la terminologia
de probabilidad, R es el conjunto de las variables aleatorias reales. Utilizando el &lgebra
booleana completa B y el conjunto de reales aleatorios R, definiremos el modelo de los
reales aleatorios de orden superior, el cual es un modelo sobre la categoria B-Set, de los
introducidos en la seccion 3.3

Fijamos (€2, .4, 1) un espacio de probabilidad (lo cual a su vez define un conjunto R
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de reales aleatorios), fijamos B = A/[u = 0] y definimos las siguientes interpretaciones:

[R] ={¢:Q — R /¢ es medible}
§~vrn={weQ/Ew)=n(w)}/[n=0]
[0(w) =0

[T () = {w e/ &(w) <n(w)}/[w=0]

En palabras, la interpretacion de R es el B-conjunto de los reales aleatorios, las constantes
0 y 1 se interpretan con variables aleatorias constantes, las operaciones binarias de cuerpo
se interpretan aplicAndolas punto a punto, el opuesto y el inverso también se interpretan
aplicandose punto a punto (con la convencién de que 07! = 0) y el orden se interpreta
tomando el conjunto de los w € Q para los que se cumple la relacion (el cual como £ y n
son medibles esté en A) y cocientando para obtener un elemento de B. Veamos que estas
interpretaciones son correctas, en el sentido de que (R, ~g) es un B-conjunto y para cada
constante ¢ : 7 tenemos que [c] € [7].

Lema 4.1.1. La interpretacion de R es un B-conjunto y cada ¢ : 7 cumple [c] € [7].

Demostracion. Comenzamos comentando por qué ~p es una B-equivalencia. La reflexi-
vidad y la simetria son claras. La transitividad se deduce de que para todos A;, Ay € A
se cumple Ay /[ = 0] A Ay /[ = 0] = (A1 N Az) /[ = 0].

Que [0] € [R] es porque las funciones constantes son medibles. Veamos que [+] €
[R — R — R]. Primero que nada, suma punto a punto de funciones medibles es medible.
Dado § € R, hay que ver que +, € [R — R]. Sean ny,1, € R.

m~r e ={w€Q [/ mw)=mn(w)}/lux=0]
+e(m) ~r +e(n) ={w € Q / {(w) + m(w) = {(w) + na2(w)}/ [ = 0]
Como {w € Q / m(w) = mw)} € {w € Q /{w)+mw) = {(w) + n(w)} tenemos

que 1 ~gr M2 < +¢(m) ~gr +e(n2). Resta ver que dados &,& € R se cumple que
§1~r & < +¢ ~rRoR te-

Si~vp={we/ &(w) =6(w)}/ [ =0]

te& ~RoR te = /\ +e.(n) ~r +e(n)
nerR

= Nw e/ &) +nw) = &w) +nw)}/ =10

neR

Observando que para cada n € R se cumple & ~g & < +¢ (1) ~g +¢,(n) terminamos.
Que [opp] y [inv] € [R — R] es consecuencia de que en general si f : R — R es
medible, entonces con ¢y : R — R definida como ¢¢(§)(w) = f({(w)), o equivalentemente
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P¢(§) = fof, tenemos que ¢ € [R — R]. Tanto tomar opuesto como tomar inverso son
funciones medibles.
Veamos que [<]] € [R - R — Prop]. Sea { € R. Veamos que <€ [R — Prop].

m~r e ={w€Q [/ mw)=mn(w)}/[n=0]
<e (M) ~prop<e (m2) = {w € Q / {(w) < mi(w) & {(w) < ma(w)}/[p = 0]

Nuevamente concluimos en base a la inclusion de los conjuntos. Sean &;,& € R.

§i~vpE={weQ [ &(w) =&(w)}/ =0

S{lNR%Propggg = /\ Sgl (n) NPropng (n)
neR

= N e/ 6w < nw) & &(w) < nw)} /=0

neR
Anélogamente, para cada n € R se cumple &; ~g & <<¢ () ~prop<e, (7). O

Notar que esta interpretacion adapta el modelo de reales aleatorios de Scott al contexto
més amplio de la légica de orden superior. Usando el marco presentado en la seccion
3.3 con definir solamente la interpretacion de R y las constantes, tenemos definidas
interpretaciones para todos los tipos y términos. En particular, [R — R] coincide con las
funciones aleatorias y [(R — R) — R] coincide con las funcionales aleatorias, las cuales
fueron introducidas “a mano” en el modelo de Scott.

4.1.1. Semimétricas y topologias inducidas

En esta subseccién realizamos una observacion sencilla pero interesante. No profundi-
zamos en esto ya que no fue aplicado en lo siguiente. En las interpretaciones de los tipos
se pueden definir semimétricas, con cuyas topologia inducida las funciones compatibles
son continuas. Para cada tipo 7 definimos una semimeétrica en [7] de la siguiente forma:

d-(a,b) :=1— p(a ~; b)
teniendo en cuenta que si A/[u = 0] = B/[pu = 0] entonces u(A) = u(B).

Lema 4.1.2. Para todo tipo T, tenemos que d,. es una semimétrica, en el sentido de que
cumple los axiomas de espacio métrico con la excepcion de que pueden haber a # b con
distancia nula.

Demostracion. Es claro que para todos a,b € [7], d;(a,a) = 0y d,(a,b) = d.(b,a).
Veamos la desigualdad triangular. Sean a, b, ¢ € [7]. Observamos lo siguiente:

p(a ~r bAb ~. ¢) = p(a ~; b)+pu(b ~r ¢)—p(a ~; bVb ~. ¢) > pla ~r b)+pu(b ~, ¢)—1
Razonamos de la siguiente forma.
d-(a,c)=1—pla~;c) <1—pla~r bAD~:c) <2—pula~:b)— pub~;c)

Observamos que el tltimo término es d,(a, b) + d. (b, c). O
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En el caso 7 = Prop es una métrica y coincide con tomar la medida de la diferencia
simétrica.

Teorema 4.1.3. Considerando ([7],d;) y ([o],d,), todas las funciones de [T — o] son
1-Lipschitz y por lo tanto continuas con las topologias inducidas por las semimétricas.

Cabe aclarar que no se cumple el reciproco del teorema anterior. Al tomar medida se
pierde informacién que es importante para determinar si una funciéon es compatible. Un
contraejemplo es Q2 = [0,1] y f: B — B tal que f([X])=[{1—-t/te X}]

4.1.2. Mezcla de R

Como a HOL agregamos un tnico tipo de base R, debido al corolario [3.3.12} si pro-
bamos que la interpretacion de este tipo es mezclable, tendremos que todos los tipos son
mezclables. Eso es exactamente lo que haremos y de hecho que los tipos sean mezclables
serd un ingrediente muy importante en la prueba de validez del axioma de completitud.

Proposicion 4.1.4. (R, ~g) es mezclable.

Demostracion. Sean C' C B una particion de la unidad y {{.}.cc € R. Como B cumple
la ccc, C' es numerable. Esto nos permite para cada ¢ € C' obtener A, C 2 tal que
c=A./[pp = 0] y tales que 2 es union disjunta de los A.. Definimos £:Q — R de modo
que en cada A, es f lA. = &, 0 sea, en cada A, coincide con .. Como los A, son medibles
y hay numerables de ellos, é es medible. Finalmente:

Eorvn €= {w € Q/e(w) = €W} =0] 2 A/lu=0] = c 0

4.2. Axiomas de los niimeros reales

Veremos que nuestro modelo verifica que (R, +, x,0,1, <) es un cuerpo totalmente
ordenado completo. Cabe aclarar que esto no significa que (R, [+], [x], [0], [1], [<])
sea siquiera un cuerpo en el sentido usual, en su lugar significa que todos los axiomas
de cuerpo totalmente ordenado y el de completitud son vélidos bajo la interpretacion.
Nos concentramos primero en los axiomas de cuerpo totalmente ordenado, que son los
siguientes.

Vo, y, 2% 0+ (y+2) =g (x +y) + 2 Va,y, 2% 0 x (y x 2) =g (x X y) X 2

Ve, yR x+y=py+x Ve, yt o xy=py xz

Vel o+ 0= Velt a x 1 =g

Va2 4 opp(z) =5 0 Vafl. 2 #£0 = o x inv(z) =5 1
Vo,y, 28 o x (y+2)=po xy+xx2

Vol oz < Ve,yR e <yAhy<zr=z=y

Vo, y, 28 e <yAy<z=>x<2 Ve, yR. e <yvy <z
Vo,y,2la<y=a4+2<y+=z Vo, y,2l 2 <yA0<z=>arxz2<yxz
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No es dificil verificar que cada una de estas formulas es valida en el modelo. De hecho
si evaluamos sus interpretaciones una por una, veremos que la validez de cada una de
ellas se deduce directamente de que la misma propiedad se cumple en R. Vamos a tomar
un enfoque que nos permite probar la validez de todas al mismo tiempo. Esto surge de
la observacion de que todos los axiomas son de la forma Vi, ... 22 ¢y donde ¢y es una
formula sin cuantificadores. Vamos a precisar exactamente a lo que nos referimos con esto
(no es totalmente directo porque las igualdades y las conectivas logicas fueron definidas
en la seccién usando implicaciones y cuantificadores).

Definiciéon 4.2.1. Los términos reales de primer orden se definen recursivamente por la
siguiente gramatica.

tbu=a% 0|1 t+ul|txulopp(t)]| inv(t)

donde ' representa cualquier variable real. La formulas sin cuantificadores se definen
recursivamente por la siguiente gramatica.

pp:=t<ult=pu|-¢[dAV]|dVY|P=1

donde ¢ y u pueden ser cualquier término real de primer orden. Las formulas de tipo IT#
son de la forma Vxy, ...,z ¢, donde ¢ es una férmula sin cuantificadores y n > 0.

Notar que las férmulas IT1# (y en particular también las sin cuantificadores) solamente
tienen variables libres de tipo R. Esto permite interpretarlas también como férmulas
de logica primer orden. Si ¢(z1,...z,) es una formula I1% y tenemos ay,...a, € R, la
afirmacion R = ¢(aq, ..., a,) tiene sentido.

Veremos que las formulas cerradas I1 validas en R también lo son en el modelo de
reales aleatorios. Primero probaremos un lema.

Lema 4.2.2. Sea ¢(z1,...,x,) una formula sin cuantificadores con variables libres entre
xr1,...,%, . R. Entonces para cada &, ...&, € R:

[¢(1, . &n)] ={w e Q /R ¢(&(w), ..., &n(w))}/ [ = 0]

Demostracion. Por induccion en la formula sin cuantificadores ¢. Los casos de base (t < u
y t =g u) son analogos entre si. Veamos la idea del de ¢t < u.

[t <u(&,....&)] ={we/[t&, . ...&)]W) < [ul&, ..., &) (W)} [w= 0]
={w e Q /t(&(w), ... &w)) SulGi(w), ... &(w))}/ I = 0]
={weQ/REH&W), . &ulw)) Sul6a(w), .-, &ulw)}/ [ = 0]

Aqui usamos que para cualquier término real de primer orden t(z1,...z,), cualesquiera
&1,...& € Ry cualquier w € Q, se cumple [t(&,...&)](w) = t(&(w), ... & (w)). Esto
vincula las dos formas de interpretar los términos reales de primer orden: como términos
de tipo R en HOL y como términos de logica de primer orden. La prueba es por induccion
en la definicién recursiva de los términos reales de primer orden. Los casos inductivos se
cumplen de forma directa debido a que las interpretaciones de las operaciones son punto
a punto.
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Volviendo a lo que debemos probar en este lema, en los casos inductivos, la tesis se
deduce de las hipotesis de forma directa. Veamos por ejemplo el de la implicacion.

[Pp((&1s- -, 6n) = ¥(&1s- - &) = [0((&1, - - &)] = [W(&, -, E0))]]
={weQ/RE¢E(W), .. &)}/ [n=0={weQ /R &), .. &)}/l = 0]
=({weQ/RE&W), . - &(w)} 2 {weQ /REY(E (W), ..., &n(w))})/[n = 0]
=({weQ/REGW), .. &w)} U{we @/ REPE(W),. .., &n(w))})/ [ = 0]
e Q/RE 06 (W), s &al@)) VU(E(W)s - En(w))}/ [ = O
—{w € QR E GE(W), o1 Enw)) = BE W), s Enlw))} /I = 0]

O

Corolario 4.2.3. Sea ¢ una formula cerrada I tal que R |= ¢. Entonces ¢ es vdlida en
el modelo de reales aleatorios.

Demostracion. Tenemos que ¢ = Valt.. . Valoy(zy, ..., x,) donde ¢o(zy,...,7,) es una
formula sin cuantificadores.

l= A\ [bo(&---&)]

fl,an'R

Sean &1, ...&, € R. Vamos a probar que [¢o(&1, .- -&,)] = 1. Por el lema anterior:
[P0(&1,. - &)l ={w € Q /R ¢o(&1(w),- .., &n(w))}/ [ = 0]

Como R [ ¢, tenemos que para todos z1, ...z, € R se cumple que R = ¢o(x1, ..., 2,).
Por lo tanto, {w € 2 / R = ¢o(&(w), ..., & (w))} = Q. O

Teorema 4.2.4. En el modelo de reales aleatorios, (R,+, x,0,1,<) es un cuerpo total-
mente ordenado, en el sentido de que todos los axiomas de cuerpos totalmente ordenados
son validos.

Demostracion. Con la presentacion que usamos, todos los axiomas de cuerpo ordenado
son de tipo 1. Por lo tanto, se deduce del corolario anterior. ]

Solamente resta probar la validez del axioma de completitud, lo cual como es de
esperarse requerira mas trabajo.

4.2.1. Axioma de completitud

Recordamos que en HOL los subconjuntos de R son representados por predicados de
tipo R — Prop. En este marco, el axioma de completitud de formula ast:

VSR pf S A Jyal(Se = 2 < y) = IV (2 <y o Vil (S =z <))

Notaremos Compl a la proposicion anterior. Comenzamos con un lema que sera utilizado
més de una vez en la prueba.

Lema 4.2.5. 1. Para cada &,n € R, se cumple:

[¢ <nl = A\(In < a] = [ < q])
qeQ
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2. Para cada & € R y cada q € Q, se cumple que:

[€<dal= N\Ie<r]

r>q
Donde identificamos q € Q con la funcion constante g € R.

Demostracion. Probaremos solo la primera, pues la segunda se deduce de un razonamien-
to analogo mas sencillo. La demostracion consiste en escribir las definiciones y utilizar que
el cociente conmuta con las operaciones booleanas binarias y numerables (por el corolario
1.2.3).

A <d = E<d) = \{weQnw) <a}/[n=0 = {we QEw) < q}/[p=0])

qeQ q€Q

= N {we/nw) <q=Ew) < g}/[p=0
q€Q

=<er€Q/UW)§qj§W)§®)Hu=N

qeQ
={weQ /VeeQnw) <g=¢w) <q}/[p=0]
={w e Q/w) <nw)}/[p=0]
= [¢ <] O

Teorema 4.2.6. El axioma de completitud es valido en el modelo de reales aleatorios

Demostracion. Por el corolario 3.3.17} si hay un elemento de [R — Prop] que verifica el
antecedente, alcanza probar que todos los que lo hacen también verifican el consecuente.
Un elemento que verifica el antecedente es:

%o € [IR — Prop] wo(§) = [§ =0]

Sea ¢ € [R — Prop] tal que [Fzfpx A JyVali(pr = x < y)] = 1. Debemos probar que
[FEvyfi (2 < y & Val(pr = 2 < y))] = 1. Usando el principio del méximo (teorema
3.3.13)), de la hipotesis sobre ¢ podemos deducir lo siguiente:

1. Existe & € R tal que p(&) = 1.
2. Existe nyp € R tal que V€ € R, ¢(&) < [€ < no]-

Buscamos x € R tal que Vi € R, [x < 7] = Accr(p(§) — [€ < n]). Para facilitar la
notacion definimos ¢ € [R — Prop] como ¢(n) = Aer(9(§) — [€ < n]). Este predicado
basicamente afirma que 7 es una cota superior de . Efectivamente ¢ € [R — Prop] por
ser la interpretacion de un término de ese tipo (¢ = [Ay™.Vaf. pz = z < y]). Por lo
tanto, buscamos xy € R tal que Vi € R, [x < n]] = ¥(n). Las siguientes son propiedades
utiles:

L [m < na] <¥(m) — ¥(m).
2. (& —1)=0.
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3. ¥(no) = 1.

La primera se cumple porque [ < no] — ¥(m) — ¥(n2) es la interpretacion de una
formula derivable en base a los axiomas de orden, la cual afirma que si n7; < 1, y 11 es una
cota superior de ¢, entonces 7, también lo es. Aqui estamos usando el teorema [3.3.10]
Vamos a construir y mediante un razonamiento analogo a las cortaduras de Dedekind,
trabajando con ¢ (q) para ¢ € Q. Comenzamos viendo las siguientes tres propiedades:

Av@=0  \u@=1 VeeQ v(g)=/\v()
qeqQ qeqQ r>q

Por 1 tenemos que [¢ < & — 1] A 9¥(q) = 0. Por lo tanto ¢(q) < [¢ > & — 1]. Tomando
infimo en ¢ € Q concluimos A ¥(q) = 0. Anédlogamente, [y < ¢] A ¥ (no) < 1(q), por
lo que [0 < ¢] < ¥(q). Tomando supremo en ¢ € Q tenemos \/¢(q) = 1. Para ver la
tercera propiedad, dado ¢ € Q hacemos lo siguiente (valiéndonos del lema :

ORI ()

EeER

= A (sf)(é) - Al < T]])

£ER r>q

= A\ N\ (e© = g<r])

EER T>q

= AN @& =<

r>q£ER

= N\ v(r)

r>q

Tomamos (justificado en el siguiente parrafo) una familia {A,},eq C € de representantes
que cumple las mismas propiedades que los 1(q):

1. Vg € Q, ¥(q) = Ay/[ = 0]
2. Nyeg Ny =9

3. Upeg Mg =9

4.¥g€Q, Ag=Nuy A

Comenzamos con {Ag}qe(@ un conjunto de representantes cualquiera, que por lo tanto
cumple 1. Definimos A; =, A7, de modo que ahora tenemos 1 y monotonfa (respecto
al orden de Q y la inclusion). Ahora definimos A? = A} —(1,.q A}, de modo que tenemos
1, 2 y monotonia. Para el siguiente paso consideramos C' = Q — | €0 Ai.

4= A, sig<0
T 1A, UC sig>0

Ahora tenemos 1, 2, 3 y monotonia. Finalmente definimos A, =, . A3y cumple 1, 2,
3y 4 (la monotonia es necesaria para ver que cumple 3).
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Esta familia nos permite construir y € R como:

Xw):=inf{lge Q /we A}

el cual tiene la propiedad de que Vg € Q, [x < q] = ¥(q). Esto se debe a que:
{weQ/xWw <gd={weQ/qe{reQ/wel}}=A

Notar que eso también justifica que y es medible. Que y(w) < ¢ sea equivalente a que
g€ {reQ/we A} esporque A, cumple la propiedad 4. De esta deducimos que
{r € Q / w e A,} es cerrado hacia arriba y que si el infimo es racional, es minimo.

Resta probar que ¥n € R, [x < n] = ¢(n). Comenzamos viendo que ¥(x) = 1, lo
cual implicara facilmente una de las desigualdades. Sea £ € R tal que p(§) = 1 (usamos
el corolario , queremos probar que [§ < x] = 1. Usamos el lema y dado
q € Q debemos probar que [x < ¢] < [§ < ¢]. Por la propiedad de Y, esto es que
¥(q) < [€ < q]. Concluimos usando que ¢(§) =1

U(q) = (g A o) < (0(§) = [€ < a]) Ap(€) <€ <4q]

Utilizando esto, dado n € R tenemos que [x < 1] =[x < n] A (x) < ¥(n).
Solo resta dado n € R probar que 1(n) < [x < n]. Vamos a utilizar nuevamente

el lema {4.2.5] Sea ¢ € Q. Tenemos que [n < ¢] A (n) < ¥(q) = [x < q], por lo que
¥(n) < [n<q] = [x < ¢]. Tomando supremo en ¢ € Q concluimos ¥(n) < [x <n]. O

4.3. Hipoétesis del continuo

Recordamos nuevamente que en logica de orden superior se representan los subcon-
juntos de R como predicados sobre el tipo R, es decir: como funciones de tipo R — Prop.
En particular, el subconjunto N de los enteros naturales se puede definir (siguiendo De-
dekind) como el subconjunto de R més pequeno que contiene 0 y es estable por sucesor:

N := Az vsHE=Prr S0 AVyR(Sy = S(y + 1)) = Sz

Con el predicado de los nimeros naturales podemos dar un enunciado elemental de la
hipotesis del continuo (anélogo al dado al final de la seccion [2.1.1)):

ySftmPrer JR= Ry RGy — JYR(Ny A fy = x)) v g3 (S A gz = 2)

Lo que afirma literalmente este enunciado es que todo subconjunto de R (representado
por ST7PrP) o5 o bien de cardinal menor o igual al de N (debido a f, que es una funciéon
sobreyectiva de N a S) o bien del cardinal de R (debido a g, que es una funcién sobre-
yectiva de S a R). Esto excluye la existencia de un conjunto con cardinal estrictamente
contenido entre el de NV y el de R.

Nuestro objetivo es encontrar un modelo de reales aleatorios (eligiendo el espacio de
probabilidad) en el que la hipotesis del continuo no sea valida y que idealmente el con-
traejemplo 1) € [R — Prop] (que represente un subconjunto con cardinal estrictamente
entre el de N y el de R) tenga alguna interpretacion intuitiva, aprovechando el caracter
probabilistico de estos modelos. Para poder hacer eso, antes necesitamos entender mejor
como es la interpretacion de N y tener una forma de construir elementos de [R — Prop].
Con esos dos fines, probamos los siguientes lemas.
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Lema 4.3.1. Para todo X C 'R, definiendo ¢ : R — B como

p(&) =\ =1l

zeX
tenemos que ¢ € [R — Prop].

Demostracion. Sean £,n € R. Debemos probar que [§ = n] < ¢(&) <> ¢(n). Probamos
que [€ =n] A p(§) < p(n); la otra desigualdad es anéloga.

[E=nlrne@©) = NIE=nrlE=2]) < Nn==2] =

zeX rzeX
]

Veamos que el predicado de los naturales se interpreta como uno de los ejemplos del
lema anterior, con X = N.

Lema 4.3.2 (Interpretacion de los naturales). Para cada & € R tenemos que:

[N =\ ¢ =7]

neN

Donde identificamos n € N con el real aleatorio constante.

Demostracion. Por el corolario |3.3.16| tenemos que:

INOI= N #©)

peA

donde A = {¢ € [R — Prop] / p(0) A\, cr(#(n) = ¢(n+1)) = 1}. Probaremos las dos
desigualdades.

Para probar el < consideramos ¢ € [R — Prop] definido con ¢(§) =V, y[§ = n].
La desigualdad se deduce de que ¢ € A.

Para la otra desigualdad debemos probar que para cualquier ¢ € A se cumple que
©(&) < P(€). Como ¥(0) =1y Vn e R, ¥(n) <¢(n+ 1), tenemos que para todo n € N
se cumple que ¥ (n) = 1. Hacemos la siguiente cuenta:

[€ =n] = [& = n] Ap(n) < (&)
Tomando supremo en n tenemos p(§) < ¥(§). O

El contraejemplo que utilizaremos para la hipétesis del continuo es el conjunto de las
variables aleatorias constantes. La intuiciéon es que tenemos por una parte las variables
aleatorias naturales, por otra parte todas las variables aleatorias y en el medio las variables
aleatorias constantes, es decir que valen el mismo real r para todo w € 2. Sin embargo,
si definimos 1 : R — B tal que vale 1 en los 7 € R (reales aleatorios constantes) y 0 en
todos los otros, tendremos que ¢ ¢ [R — Prop]. Por ejemplo, supongamos que el espacio
de probabilidad es © = [0, 1] y consideremos £ € R tal que {(z) =0siz < 1/2y{(z) =1
en otro caso. Tenemos que 0 ~p £ = [0,1/2]/[u = 0] # 0 pero ¥(§) =0, ¥(0) = 1y por
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lo tanto ¥(§) ~prop ¥(0) = 0 lo cual contradice que 1) sea compatible. Lo que vamos a
hacer por lo tanto, es considerar el predicado Ry € [R — Prop] definido como:

Ro(¢) = \/[€ =11
reR

el cual estd en [R — Prop| por el lema Este predicado Ry, que representa al
conjunto de los reales aleatorios constantes, serd el contraecjemplo de la hipdtesis del
continuo. Notar que en el ejemplo dado antes con Q = [0,1] y £ € R tal que £(x) = 0 si
x < 1/2y&(x) =1, con este predicado tenemos que Ry(§) = 1. En la siguiente y tltima
seccion estudiaremos propiedades de este predicado, en particular para justificar que tiene
sentido llamarlo el conjunto de los reales aleatorios constantes (veremos en particular que
es el menor predicado que vale 1 en todos los r € R).

Como es usual en construccion de modelos para romper la hipotesis del continuo, si
bien cualquier espacio de probabilidad da lugar a un modelo de reales aleatorios, debemos
elegir uno especifico para asegurar que la hipotesis del continuo sea falsa. Vamos a utilizar
Q = [0,1]f con I = P(R) y la medida producto. La elecciéon de I es para que |I| >
IR|. Usamos el espacio de probabilidad producto porque hace que las proyecciones sean
totalmente distintas entre si. Es decir, si para cada ¢ € I definimos & € R como la
proyeccion en la coordenada i, es decir, &;(w) = w(i), entonces que para cada i # j:

& =¢] ={weQ/w()=w(j)}u=o =0

Vale 0 porque considerando el cuadrado de las coordenadas i y j, este conjunto solo toma
valores en la diagonal, la cual tiene medida nula.

Probemos que efectivamente con este espacio de probabilidad, el predicado de los
reales aleatorios constantes es un contraejemplo de la hipétesis del continuo.

Teorema 4.3.3. En el modelo de reales aleatorios con espacio de probabilidad Q = [0, 1]
con I = P(R) y la medida producto, la hipdtesis del continuo tiene valor de verdad 0.
Mds ain, el predicado Ry € [R — Prop] definido como:

Ro(§) = \/[[5 =]
reR

funciona como contraejemplo.
Demostracion. Debemos probar que [IfE7BVzE(Ryx = FyR(Ny A fy = 2))] =0y
que [FgBY2R32R(Ryx A gv = 2)] = 0. Los argumentos serdn muy similares entre si.
Comenzaremos viendo que Ry no es de cardinal menor o igual al de N, o sea, con la
primera igualdad.

Sea f € [R — R]. Supongamos por absurdo [Vz'(Ryz = Jy®(Ny A fy = x))] > 0.
Esto implica que para todo £ € R se cumple [Rof = Fy(Ny A fy =€) > 0. Sear € R.
Utilizamos £ = r, el real aleatorio constante.

0 < [Ror = Fy"(Ny A fy=r)]
= Ro(r) = \/ \/ ([e =n] A Lf(&) =7])

£ER neN

<V VI == \1fn)=1]

£ER neEN neN
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Concluimos que para cada r € R existe n, € N tal que [f(n,) = r] > 0. Por cardinalidad,
existe k € N tal que X := {r € R / n, = k} es infinito no numerable. Llegamos a una
contradiccion porque A := {[f(k) = r] / r € X} C B es una anticadena infinita no
numerable, pues para todo r € X tenemos que [f(k) =r] > 0y dados ry,r € X:

[f(k) =] ALf(k) =7 <[ri=1] =0

Esto es una contradicciéon porque por el lema [1.2.2] el algebra booleana cumple la ccc
y no hay anticadenas infinitas no numerables. Veamos ahora que Ry tampoco tiene el
cardinal de R.

Sea g € [R — R]. Supongamos por absurdo [VzF3xf(Rox A gz = 2)] > 0. Esto
implica que para todo ¢ € R se cumple [FzZ(Rox A gz = £)] > 0. Sea i € I. Utilizaremos
& =& € R, la proyeccion en la i-ésima coordinada en (2.

0 < [3z"(Rox A gz = &)]
=V Vle=r1rls® =&l

EeER reR
< \/ \/[[Q(T) =] = \/[[9(7”) =&
EeER reR reR

Concluimos que para cada i € [ existe r; € R tal que [g(r;) = &] > 0. Como |I| > |R|
hay un r € R tal que r; = r para infinitos no numerables ¢ € [ y se construye una
anticadena infinita no numerable de la misma forma que se hicimos antes, llegando a la
misma contradiccion. O]

4.4. Reales aleatorios constantes

En la prueba de negacion de la hipotesis del continuo usamos el predicado de los reales
aleatorios constantes, Ry € [R — Prop], definido por:

Ro(§) = \/ € =]

reR

En el siguiente lema daremos una caracterizacion de este predicado, la cual justifica
considerarlo como el que representa al conjunto de los reales aleatorios constantes. Pos-
teriormente, concluimos viendo que este conjunto es un subcuerpo de R con propiedades
interesantes. Aclaramos que con real aleatorio constante nos referimos a ¢ € R tal que
existe r € R tal que para todo w € Q, se cumple &(w) = 7. En estos casos, a efectos de
notacion identificaremos £ = r, como ya hemos hecho.

Lema 4.4.1. 1. Para todo £ € R, tenemos que Ry(§) = 1 si y solo si & es equivalente
a una mezcla de reales constantes usando una particion de la unidad.

2. Para toda ¢ € [R — Prop], siVr € R ¢(r) = 1 entonces V¢ € R Ry(§) < ¢(&). Esto

nos dice que Ry es el menor conjunto que contiene a los reales aleatorios constantes.
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Demostracion. 1. Comenzamos con el recipromo. Supongamos que A es una particién de
la unidad y { = > .4 a-r,. Veamos que Ry(a) = 1. Sea a € A.

Ro(§) > Ro(ra) NE ~ 1 =6 ~1a > a

Tomando supremo en a y usando que A es una particién de la unidad concluimos. Para
el directo, sea € € R tal que Ry(§) = 1, o sea:

\/5~r:1

reR

Sea A ={&~r /reR &~ r #0} Dados & ~ r;, & ~ ry € A tenemos que
E~ri NE~ry <1y~ ry. Porlo tanto, A es una anticadena. Como Ry(§) = 1, es una
particion de la unidad. Definimos la familia {r,},ca € R con 7, el tnico real constante
tal que a = & ~ r,. Afirmamos que { ~ > _,a-7r, =1. Sea b€ A.

bszrb/\bgfwrb/\Za-raNrbSENZa-ra

a€A acA

En el primer paso usamos que £ ~ r, = b. Deducimos b < £ ~ > _, a-r,. Tomando
supremo en b, tenemos que § ~ Y, a1, = 1.
2. Vamos a usar [3,3,16, pues lo que debemos probar es equivalente a que:

N\ (Ro(§) = 6(&) =1

EER

Por lo tanto, alcanza probar que ¢(§) = 1 para todo £ € R tal que Ry(§) = 1. Por el item
anterior, alcanza entonces probar que ¢(£) = 1 para todo £ mezcla de reales constantes
con una particiéon de la unidad. Sea A una particion de la unidad, sea {7, }sca € R una
familia de reales constantes y sea { = > _, a-r,. Probaremos ¢(a) = 1. Sea b € A.

b=(rs) Ab< d(ry) A&~y < GE)

En el primer paso usamos que ¢(r) = 1 para todo r real constante. Tomando supremo en
b tenemos que ¢(&) = 1. O

Veamos finalmente que Ry es de hecho un subcuerpo con propiedades interesantes.
Mas atun, veremos que cumple los axiomas de cuerpo real cerrado, los cuales recordamos
a continuacion.

Definicion 4.4.2. La teoria de cuerpo real cerrado tiene el lenguaje de la teorfa de
cuerpo ordenado (simbolos para las operaciones de cuerpo y para el orden) y los siguientes
axiomas, formulados en el lenguaje de la 16gica de primer orden, con cuantificaciones en R.

1. Los axiomas de cuerpo totalmente ordenado.
2. Existencia de raices cuadradas: Vo, > 0= 3y x = 3%

3. Existencia de raices para los polinomios de grado impar. Es un esquema de axiomas.
Para cada n impar tenemos: Va,, ..., Vagy, a, > 0= dr a,2" + -+ a1z + ag = 0.
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Es un resultado de Tarski [7] que la teoria de cuerpo real cerrado es completa, es decir,
para cada formula cerrada del lenguaje, a partir de los axiomas se la puede demostrar o
demostrar su negacion. Esto en particular implica que todos los cuerpos reales cerrados
son elementalmente equivalentes (cumplen exactamente las mismas formulas).

El siguiente lema nos permite deducir que R es un cuerpo real cerrado. En la definicion
definimos las férmulas T como las que tienen la forma Vzy, ... z%. ¢ con ¢ formula
sin cuantificadores. Una férmula 1% es de la forma Vg, ... 253y, ... y%. ¢ con ¢ formula
sin cuantificadores y n, m > 0. Para facilitar los enunciados de lo siguiente extendemos la
sintaxis con una constante Ry : R — Prop que se interpreta justamente con el predicado

Ry.
Lema 4.4.3. Las formulas de tipo I que se cumplen en R son wvdlidas en Ry.

Demostracion. Sea Va1,... Vo, 3y, ... Wmd(21, ..., Tp, Y1, - .. Ym) una formula I1E, o sea
con ¢ siendo una féormula sin cuantificadores, que se cumple en R. Que la féormula sea
valida en Ry significa que relativizando sus cuantificaciones (o sea remplazando cada
Va4 por Va.Roxr = 1 y cada Jyft. ¢ por Fy®. Ryy A1) llegamos a una férmula valida
en el modelo de reales aleatorios.

Debido al teorema y al corolario [3.3.16] que Jy(Roy A x(y)) sea valido es equi-
valente a que exista 7 € R tal que Ro(n) = 1y x(n) sea valido, y que Vz(Ryz = x(x))
sea valido es equivalente a que para todo & € R tal que Ro(§) = 1, se cumpla ().
Por lo tanto, dados &i,...,&, € R tales que Ry(§;) = 1, vamos a probar que existen
M, .. .Nm € R tales que Ry(n;) =1y ¢(&, ... &M, .., Mm) es valido.

Por el lema 4.4.1] podemos asumir que cada &; es mezcla de reales constantes con
una particion de la unidad. Digamos que & = Zaie A, @i * Tq;- En principio tenemos una
anticadena para cada &;, pero se puede hacer que todos usen la misma anticadena de una
forma analoga a como se refinan particiones en analisis. Definimos la siguiente anticadena:

A={ayN---Na, /a1 € Ay,...;a, €Ay, a1 N+~ Na, # 0}

Es claro que sigue siendo una anticadena. Que sigue siendo una particiéon de la unidad se
deduce del segundo item del lema [1.1.3] Cambiamos cada &; por lo siguiente:

& = Z a- T,

a€A,a;€A;,aNa;#0

Para cada a; € A; y cada a € A tales que a A a; # 0, tenemos que § ~ r,, > a. Por lo
tanto, & ~ 74, > Vonaizo@ = Vaeala A ai) = a;. Con esto deducimos que &; sigue siendo
mezcla con anticadena A; y elementos {r,, }4,e4,. Usando el lema deducimos que
el nuevo &; es equivalente al anterior.

A partir de ahora, asumimos que los & son todos mezclas con la misma anticade-
na A. Denotamos & = >, a-r.. Paracadaa € Ay i =1,...,n, & ~ 1, > a
Dado a € A, como Vxq,...Vz,3y1,. .. ymd(x1, ..., Tn, Y1, .. Ym) se cumple en R, existen
sk,...,s™ € R tales que ¢(r},..., 77, sk,...s™) se cumple en R. Por el lema [1.2.2] si

a’ ' “a yTal)Tal a

consideramos a r}, ..., r" sl ... s™ como reales aleatorios constantes en R, tenemos que
[o(rl, ... 2 sk ... s™)] = 1. Usaremos las familias {s’},c4 para definir los 7;, de forma

analoga a como los & se vinculan con los {r!},ca. Definimos los 7; mediante mezclas:
— i
ni = ZaeA a- S,
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Como son mezclas de reales aleatorios constantes con una particion de la unidad,

cumplen Ry(n;) = 1, por el lema [4.4.1} Solo resta ver que [¢(&1, ..., &y, -] = 1.
Sea a € A.

a=[o(rl,....r" st . .. sM]Aa
<[olrl, ... v sl s™AEL ~TIA AN~ T A~ SN Ay ~ 8T
S[[ (517---75n>771a---77m>]]

Tomando supremo en a € A tenemos [¢(&1, ..., &, M, ---10m)] = 1. O

Corolario 4.4.4. El subconjunto Ry es un subcuerpo de R y ademds un cuerpo real
cerrado.

Demostracion. Se deduce del lema anterior y de que los axiomas de cuerpo real cerrado
son de tipo ITZ. O

Veamos finalmente que con el espacio de probabilidad usado en el teorema [4.3.3] Ry
es un cuerpo real cerrado incompleto con cardinal estrictamente entre el de los naturales
y el de los reales.

Teorema 4.4.5. Consideramos el modelo de reales aleatorios inducido por el espacio de
probabilidad Q = [0,1]' con I = P(R) y la medida producto, al igual que en el teorema
[4.3.3. En este modelo se cumple que Ry es un subcuerpo real cerrado de R incompleto
con cardinal estrictamente entre el de los naturales y el de los reales.

Demostracion. Solo falta demostrar que R es incompleto. Esto significa encontrar un
subconjunto de Ry que tenga supremo que no esté en Ry. Un subconjunto de Ry es un
predicado ¢ € [R — Prop] tal que para todo & € R, (&) < Ry(§), o equivalentemente,
por el corolario[3.3.16], que para todos los & € R tales que 1 (£) = 1, tengamos Ry(&) = 1.

Como R cumple el axioma de completitud, es valida la propiedad arquimediana y por
lo tanto todo elemento es el supremo del conjunto de los racionales menores. El predicado
que dice que un real aleatorio & es racional es Q(§) = In, m(N (n)AN (m)Am # 0N = ).
Llamamos y a la interpretacion de ese predicado. Veamos que y es un subconjunto de Ry.

Sea £ € R tal que x(§) = 1. Por el principio del maximo existen £,& € R
tales que [N ()], [N(&)] =1, Vw € Q &(w) #0y [€ = %]] = 1. Alcanza probar que
RO(%) = 1. Como [N(&)], [N(&2)] = 1, por el lema 4.3.2| tenemos que ambos son mezclas
de naturales con particiones de la unidad y como Vw € 2 & (w) # 0, la mezcla de & es con
naturales no nulos. Por el argumento usado en la prueba del lema [4.4.3], podemos asumir
que las mezclas son con la misma particion de la unidad. Como las mezclas son con
particion de la unidad, son tnicas salvo equivalencia booleana. Por lo tanto, podemos
asumir que & y & son como las mezclas usadas en la proposicion [4.1.4) es decir que
tenemos una particion de € tal que en cada parte & y & son constantes. Concluimos que
en cada parte de dicha particion 51 es constante y por lo tanto RO( % )=1.

Dado £ € R consideramos c [R — Prop] tal que ¥(n) = x(&) A [n < £]. Por lo
mencionado anteriormente, el supremo de ¥ es £ y como para todo n € R, x(n) < ¥(n),
tenemos que Y es un subconjunto de Ry. Por lo tanto, si encontramos un £ € R tal
que Ry(§) = 0 terminamos la prueba. Para esto alcanza fijar iy € I y definir £ como la
proyeccion en esa coordenada, pues para cada r € R la preimagen de r por £ tiene medida
nula y por lo tanto £ ~ r = 0. Tomando supremo en r tenemos Ry(§) = 0. [
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