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2 INDICE GENERAL

Introducciéon

El objeto de estudio de este trabajo esta enmarcado dentro del area del algebra
homoldgica aplicada al estudio de representaciones de algebras. En particular este
trabajo realiza aportes sobre lo que se conoce como la conjetura finitista.

En 2004 Changachang Xi, en su articulo “On the finitistic dimension conjectu-
re I: related to representation -finite algebras” , utilizé extensiones de algebras para
estudiar la conjetura de la dimension finitista sobre algebras de Artin. En parti-
cular, demuestra que si se tiene una extensiéon de algebras de Artin f: B — A
tal que el radical de B es un ideal de A, entonces si A es de tipo representa-
cién finita la dimension finitista de B es finita. En la prueba de este resultado
Changchang Xi comete un error en la demostracion al suponer que si B es una
subdlgebra de un algebra de Artin A con la misma identidad, tal que el radi-
cal de Jacobson rad(B) de B es un ideal a izquierda de A, entonces para todo
B-médulo M se cumple que rad(M) es un A-médulo. Este error fue salvado en
su articulo del “Erratum to On the finitistic dimension conjecture I: related to
representation-finite algebras” en el cual incorpora dos lemas que generan las he-
rramientas necesarias para la prueba del teorema. En el mismo articulo inicial,
Changchang Xi también prueba que si A es un algebra de Artin con dos ideales
Iy Jtalque IJ =0y A/Jy A/I son de tipo representacién finita, entonces A
tiene dimensién finitista finita. En 2018, Shugfeng Guo en su articulo “Finitistic
Dimension Congecture and Fxtensions of Algebras” obtiene resultados que gene-
ralizan los obtenidos por por Xi utilizando la misma metodologia. Ademés de las
proposiciones ya mencionadas, Guo también plantea algunos resultados sobre la
conjetura finitista utilizando herramientas del algebra homolégica relativa.

El objetivo de este trabajo es desarrollar las ideas planteadas por Guo, es-
tablecer su vinculo con resultados previos y realizar aportes personales a dichas
ideas.

Una de las principales herramientas utilizadas por Xi y Guo en la demostra-
cién de sus teoremas son las funciones ¢ y ¢ de Igusa-Todorov y sus propiedades.
En particular cémo las propiedades de estas funciones permiten acotar la dimen-
sion proyecitva de un médulo bajo determinadas condiciones. Por este motivo
en el segundo capitulo se desarrollan los conceptos de las funciones ¢ y v de
Igusa-Todorov y sus principales propiedades.

En el tercer capitulo se desarrolla lo expuesto por Changchang Xi y Shugfeng
Guo en los articulos mencionados. Se enuncian los lemas, proposiciones y teo-
remas planteados desarrollando por completo las demostraciones. En particular
se plantea y desarrolla el contraejemplo que dejé en evidencia el error cometido
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por Xi. Ademaés se proponen ejemplos que dan evidencia de la relevancia de los
resultados de Guo, asi como posibles estrategias para generar nuevos ejemplos.

En el cuarto capitulo se desarrollan mis aportes personales (ademés de lo ya
realizado en los capitulos anteriores). A partir de la definicion de una subca-
tegoria de A-mddulos logro vincular dos de los resultados planteados por Guo
englobandolos en un solo enunciado que en cierta forma generaliza los anterio-
res. Ademas, de esta proposicion se obtiene un resultado que no fue observado
por Guo, el cual enuncio, demuestro y brindo un ejemplo de aplicacién. En este
capitulo, también se realizé aportes a los resultados de Guo relacionados con el
algebra homoldgica relativa.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Algebras de Caminos

En este capitulo se presentaran algunas de las nociones basicas sobre algebras
de caminos, teniendo como objetivo principal enunciar el Teorema de Gabriel, el
cual nos permite identificar una gran familia de algebras con dlgebras de caminos.
A lo largo de todo el trabajo consideraremos una K-dlgebra A de dimension finita
con K algebraicamente cerrado.

Definicién 1.1.1 Un carcaj es una cuddrupla Q@ = (Qo, @1, s,t), donde Qg es
un conjunto cuyos elementos son llamados puntos o vértices, y ()1 también es
un conjunto en el cual sus elementos son llamados flechas. Ademds, s y t son
dos mapas s,t : Q1 — Qo que asocian a cada o € Q1 su fuente y su destino,
respectivamente. Si s(a) =1 y t(a) = j, escribimos « : i — j para representar a
la flecha «o. Decimos que un carcaj Q es finito si Qg y Q1 son conjuntos finitos.

Ejemplo 1.1.2 Consideremos el siguiente carcay:

Qo = {1,2,3,4,5,6}, Q1 = {a,3,0,¢,
2, t(6) = s(\) =3, t(B) =s(e) =4, t(A
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Definicién 1.1.3 Sean Q = (Qo, Q1, 8,t) un carcaj y a,b € Q. Un camino de
largo | > 1 con fuente a y destino b (de a en b) es una secuencia

(alag, ag, ..., oq|b),

donde oy, € Q1, para 1 < k <1, que cumple que s(ay) = a, t(ax_1) = s(ay), para
cada 1 < k <1 yt(ay) =b. Un camino de esta forma se escribe abreviadamente
como pQia...qq.

Llamaremos camino trivial o estacionario al camino de largo cero el cual repre-
sentaremos como e, = (al|a) para todo a € Qy. Ademds, diremos que un camino
de largo [ > 1 es un ciclo si comienza y termina en el mismo punto. Un carcaj
que no contiene ciclos se llama aciclico.

Definicién 1.1.4 Sea Q un carcaj. El dlgebra de caminos K(Q es una K-
algebra que como espacio vectorial tiene de base los caminos en Q) y el producto
de los vectores de la base se define de la siguiente manera:

alaq, ..., aq, B, ..., Beld) st b=c
(CL|()[1,0(2,-.-,Oéllb)<C|B1,B2,-.-,Bk‘d): {( | ! 1051 ﬁk‘ ) si b?éC

Definicién 1.1.5 Decimos que el carcaj @) es conexo, si lo es el grafo que se
obtiene al no considerar la orientacion de la flechas en (). Sea ) un carcaj finito
y conezo. Llamaremos ideal de flechas (Rg) al ideal bilateral de KQ generado
por las flechas de () y lo denotaremos por Rg.

Observemos que Rg = @lzl K@), siendo KQ); el subespacio de K() generado por
los caminos de largo [. A su vez, para cada [ > 1, RZQ = @mzz KQ,,, es el ideal
de K@) generado por los caminos de largo mayor o igual que .

Definicién 1.1.6 Sea @) un carcaj finito y Rq el ideal flecha del dlgebra de ca-
minos KQ.Un ideal I de KQ es llamado un tdeal admzisible si existe un entero
m > 2 tal que:

m 2
R C1cC R

Si I es un ideal admisible de K@, el par (Q,I) se dice un carcaj acotado. Al
dlgebra cociente KQ/I la llamaremos dlgebra de carcaj acotado (Q,I).

Definicién 1.1.7 Una relacion en () con coeficientes en K es una combinacion
K-lineal de caminos de largo | > 2 que comienzan en un mismo vértice y terminan
en un mismo vértice. Entonces, una relacion p es un elemento de K@) que tiene
la siguiente forma: p = X7 \w;, con \; € K no todos cero y w; caminos de largo
por lo menos 2 tal que s(w;) = s(w;) y t(w;) = t(w;), parai,j=1,....m.
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Lema 1.1.8 Sea Q un carcaj finito. Todo ideal admisible I de KQ estd finita-
mente generado.

La demostraciéon se puede encontrar en [2, Cap. 2, Lema 2.8].

Corolario 1.1.9 Sea ) un carcaj finito. Para todo ideal admisible I de KQ,
existe un conjunto finito de relaciones {p1, ..., pm} tal que I = (p1,..., pm)-

La demostracion se puede encontrar en [2, Cap. 2, Corolario 2.9].

Definicién 1.1.10 Sea A una K-dlgebra con un conjunto completo de idempoten-
tes primitivos ortogonales {ey, es, ..., e, }. El dlgebra A es bdsica sie;A # e;A,
para todo i # 7.

Observacion 1.1.11 Si A no es un dlgebra basica, se define ey = es, + ... + e,
como la suma de los elementos del conjunto maximal determinado por los idem-
potentes ortogonales primitivos tal que e, A = ey, A i = j. En [2, 6.1] se prueba
que el dlgebra eqAey es bdsica y que A y esAeq son equivalentes Morita. Por
lo tanto, en la teoria de representaciones es suficiente con estudiar las dlgebras
bdsicas.

Definicién 1.1.12 Un dlgebra es conexa (o indescomponible) si no se puede
escribir como producto directo de dos dlgebras no nulas.

Teorema 1.1.13 (de Gabriel). Sea A una K-dlgebra basica de dimension fini-
ta. Entonces existe un ideal admisible I y un carcaj Qa tal que A ~ KQa4/I.

La demostracién se puede encontrar en [2, Cap. 2, Teorema 3,7 .II].

Observacion 1.1.14 FEl carcaj Q) 4, mencionado en el teorema anterior, queda
determinado de la siguiente manera:

Los vértices de Q 4 estdan en correspondencia biunivoca con el conjunto {eq, es, ..., e, }
de idempotentes primitivos ortogonales de A tal que 1 = ey + es + ... + €, (no
depende del conjunto de idempotentes elegidos).

Dados dos vértices a y b de QQa, el nimero de flechas de a hasta b es igual a la

dimension del espacio vectorial e,(rad(A)/rad*(A))ey, (en la prévima seccién se
definird rad(A)).

1.2. Representaciones y Mddulos

En esta secciéon se continua presentando las nociones bésicas de teoria de
representaciones. En particular veremos que dada un algebra en las condiciones
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de las hipotesis del Teorema de Gabriel, entonces existe una equivalencia de
categorias entre la categoria de moédulos y la categoria de representaciones.

Definicién 1.2.1 Sea QQ un carcaj. Una representacion K-lineal M de () es
definida de la siguiente forma:

A cada punto a € Qq del carcaj se le asocia un k-espacio vectorial M,.

A cada flecha o : a — b en Q1 se le asocia un mapa K-lineal ¢, : M, — M,.

Escribiremos M = (M,, ) cona € Qo y a € Q1.

Diremos que la representacion M es de dimension finita si cada M, es un
K-espacio vectorial de dimension finita.

Ejemplo 1.2.2 Consideremos el carcaj visto en el Ejemplo 1.1.2 y veamos una
representacion posible M:

K

1d (1)
—O>K/ \K2
N A
K

Definicién 1.2.3 Sean M = (M, vo) y M" = (M., ¢l) dos representaciones de
Q. Un morfismo de representaciones es un conjunto de transformaciones
lineales {fo}acos fo @ Mo — M., que para toda flecha o : a — b se tiene que
O fa = foa. O sea, para toda flecha o : a — b, el siguiente diagrama conmunta:

K

MaAMb

N

o/
M —= M,

Las representaciones K-lineales de () con los morfismos entre representaciones
forman una categoria a la que llamaremos Repg(Q). A la subcategoria que se
obtiene de considerar las representaciones de dimensién finita la denotaremos

por repi(Q).

Definicién 1.2.4 Sea Q) un carcaj finito y M = (M,, ps) una representacion de
Q. Para un camino no trivial w = ajas...a, de a hacia b en @Q, definimos la
evaluacion de M en el camino w como el mapa k-lineal p,, : M, — M, definido

por 9o, = Pa,Pay_1---Pay -
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Definicién 1.2.5 Sea ) un carcaj finito, e I un ideal admisible de K(@Q. Una
representacion M = (M,, p,) de Q se dice acotada por I si cumple que v, =0
para todo p € 1.

Se denota por Repk(Q,I) a la subcategoria de Repk((Q)) que contiene a las
representaciones de () acotadas por el ideal admisible I. Andlogamente, se denota
por repi (@, I) a la subcategria de repx (@) que consiste de las representaciones
de Q de K-dimension finita acotadas por el ideal admisible 1.

Teorema 1.2.6 Sea A = KQ/I donde Q es un carcaj finito y conezo e I es un
1deal admisible de KQ). Existe una equivalencia K-lineal de categorias:

F:A— Mod = Repg(Q,I)
y se restringe a una equivalencia de categorias:

F:A—mod = repg(Q,I).

donde A-Mod es la categoria de A-mddulos y A-mod es la categoria de A-mddulos
finitamente generados. F : A—mod = repi (@, I) se define de la siguiente forma:

F(M) = (M;, ¢a)icgo.acq, para todo M € A-mod, donde M; = Me; es el
espacio vectorial determinado por todos los me; con m € M, y para toda flecha
i—%s el mapa ¢, : M; — M; estd dado por

ma si s(a) =1
0 de lo contrario

Pa(me;) = m(e;a) = {

Si f: M — M’ es un morfismo de A-mdédulos, entonces la imagen de f con
respecto a F es (f;)ieq, siendo f; : M; — M] tal que fi(me;) = f(m)e;.

1.3. Moébdulos y Dimension Proyectiva

En esta seccién se trabajard con K-algebras de dimensién finita (aunque algu-
nos resultados también son vélidos para K-édlgebras de dimensién infinita) y con
la categoria de médulos finitamente generados. Se definirdn médulos proyectivos,
resoluciones proyectivas y dimensién proyectiva de un médulo. De forma similar
se puede definir resolucién inyectiva y dimensién inyectiva de un moédulo, pero
no se desarrollara en este trabajo. Por mas detalles ver [13].
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1.3.1. Modulos Proyectivos

Definicién 1.3.1 1) Un A-mddulo P es proyectivo si para todo epimorfis-
mo h : M — N de A-mddulos, la aplicacion Homa(P,h) : Homu(P, M) —
Homa(P, N) es sobreyectiva. Esto significa que para todo epimorfismo h : M —
N y para todo f € Homu(P, N) existe un f' € Homa(P, M) tal que el siguiente
diagrama conmuta

P

3f 7
.7 lf
¥

M-~ N_—0.

2) Si X e Y son dos A-mddulos, decimos que un epimorfismo f : X — Y es
un epitmorfismo esencial si para todo homomorfismo g : M — X tal que
fg: M —Y es un epimorfismo, se tiene que g es un epimorfismo. Si X es un
A-mddulo, la cubierta proyectiva de X es un par (P(X),y), donde P(X) es un
A-médulo proyectivo y ¢ : P(X) — X es epimorfismo esencial. En ocasiones
haremos referencia a la cubierta proyectiva de X como P(X).

3) Sea X un A-mddulo, llamaremos sizigia de X al kernel del mapa ¢ :
P(X) — X donde (P(X),p) es la cubierta proyectiva de X.
Notaremos Ker(p) := Q(X).

Observacion 1.3.2 Si bien en este trabajo no profundizaremos en ello, de forma
similar se pueden definir los mddulo inyectivos. Un A-mdédulo I es inyectivo si
para todo monomorfismo i : M — N de A-mddulos, la aplicacion Homa(i, I) :
Homa(N,I) — Homa(M,I) es sobreyectiva.

Proposicién 1.3.3 Si A es un dlgebra de dimension finita y M un A-modulo
finitamente generado, entonces M admite cubierta proyectiva y es unica a menos
de isomorfismos.

Definicién 1.3.4 FEl radical rad(M) de un A-mddulo M, es la interseccion de
todos sus submodulos mazimales.

Proposicion 1.3.5 Sea M un A-maodulo finitamente generado, de un dlgebra de
Artin A. Entonces se tiene que rad(M)=rad(A)M.

Demostracién: Ver en [3, Cap. 1, Proposicién 3.5].

Proposicién 1.3.6 Sea X un A-mddulo, entonces:

1)El par (P(X),¢) es una cubierta proyectiva si y solo si el mapa inducido
¢ P(X)/rad(P(X)) = X/rad(X) es un isomorfismo.
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2) Si P es un médulo proyectivo, entonces el epimorfismo natural P — P/rad(P)
es una cubierta proyectiva.

Demostracién: Ver en [3, Cap. 1, Proposicién 4.3 y Teorema 4.4].

Definicién 1.3.7 Sea A un dlgebra de Artin y M inA-mod, llamaremos top (M)
al cociente M /rad(M).

1.3.2. Resoluciones Proyectivas

Una resolucién proyectiva de un A-moédulo M es una sucesion exacta

dn, d2 d1 do

Pn P2 P1 M 0
donde cada P; es proyectivo. Todo mdédulo admite una resolucion proyectiva, pero

esta no es unica.

Un A-médulo M tiene dimension proyectiva menor o igual a n (dp(M) < n)
si existe una resolucién proyectiva finita

0 P, e P F M 0.

Si no existe una resolucién proyectiva finita para M diremos que dp(M) = oo y
en caso de que exista diremos que dp(M) = n, si n es la longitud de la resolucién
proyectiva mas corta.

Una resolucién proyectiva de un modulo M se dice minimal si Py es la cubierta
proyectiva de M y para cada i > 1, P; es la cubierta proyectiva de ker(d;_1). En
particular dp(M) = n si y solo si la resolucién proyectiva minimal de M tiene
longitud n.

Llamaremos sizigia enésima de M al ker(d,_1), vy la denotaremos como
Q"(M), donde

di do

M 0

b, P Fy

es la resolucién proyectiva minimal de M. En particular Q'(M) = Q(M) y
QM) := M.

Definicién 1.3.8 Sea A una K-dlgebra:
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1) Llamaremos dimension global de A, que denotaremos por gldim(A), al
supremo de las dimensiones proyectivas de los A-maodulos finitamente generados

gldim(A) = sup{pd(X)|X € A —mod}.

2) Llamaremos dimension finitista de A, que denotaremos por findim(A)
al supremo de las dimensiones proyectivas de los A-maodulos finitamente genera-
dos que tienen dimension proyectiva finita

findim(A) = sup{pd(X)| X € A —mod y pd(X) < oo}.

3) Si C es una subcategoria de A-mod y n un nimero natural, se el define con-
gunto Q% (C) = {Q%(X)|X € C}. Diremos que C es n-A-sizigia-finita, o
simplemente n-sizigia-finita si no hay confusion, si el numero de sumandos
directos de % (C') indescomponibles no isomorfos es finito, o sea que eziste un
A-médulo N tal que Q3(C) C add(aN). Diremos que C' es A-sizigia-finita si
existe un numero natural n tal que C es n-A-sizigia-finita.

1.4. Radical de Jacobson

En esta seccién se definird el radical de Jacobson de un anillo y algunas de sus
propiedades. Este ideal serda de gran relevancia en los principales resultados que
se presentaran en el Capitulo 3. En esta seccién en particular los anillos no son
necesariamente anillos con unidad. Las demostraciones de esta seccion se pueden
encontrar en [8, 2.IX].

Definicién 1.4.1 Un ideal a izquierda I de un anillo R es regular si existe
e € R tal que a — ae € I para todo a € R. Andlogamente, decimos que un ideal a
derecha J es reqular si existe e € R tal que a — ea € J para todo a € R.

Es importante observar que todo ideal a izquierda (derecha) de un anillo con
unidad es regular. Para ello basta tomar e = 1p.

Definicién 1.4.2 Decimos que un elemento a de un anillo R es casi-regular a
wzquierda si existe r € R tal que r+a+ra = 0. En estas condiciones diremos que
el elemento r es casi-inverso a izquierda de a. Andlogamente se define elemento
casi-reqular a derecha, casi-inverso a derecha. Un ideal I (izquierdo, derecho o
bilateral) de R es casi-reqular si todo elemento de I es casi-reqular.
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Observacion 1.4.3 Si R es un anillo con identidad, entonces a € R es casi
regular a izquierda (derecha) si y solo si 1gr+a es invertible a izquierda (derecha)
(tener en cuenta que r +a+ra =0 si y solo si (r +1g)(1r +a) = 1g).

Proposicién 1.4.4 Si R es un anillo, entonces existe un ideal rad(R) tal que:

1. rad(R) es la interseccion de todos los anuladores a izquierda de los R-

modulos simples a izquierda.

rad(R) es la interseccion de todos los ideales requlares a izquierda de R.

rad(R) es la interseccion de todos los ideales primitivos a izquierda de R.

4. rad(R) es un ideal a izquierda casi-reqular que contiene todo ideal casi-
reqular a izquierda de R.

5. los items anteriores son verdaderos si reemplazamos “izquierda” por “dere-
cha”.

o o

La definicién de ideal primitivo se puede encontrar en [8, 2.IX, pag. 425]

Definicién 1.4.5 Sea R un anillo, llamamos Radical de Jacobson de R al
ideal rad(R).

Definicién 1.4.6 Un elemento a de un anillo R es nilpotente si a" = 0 para
algun entero positivo n. Un ideal I de R es nil si todo elemento de I es nilpotente.
A su vez I es nilpotente si I = 0 para algin entero positivo n.

Proposicion 1.4.7 Si R es un anillo, entonces todo ideal a izquierda o derecha
nil estd contenido en rad(R).

La demostracion de la siguiente proposicién es un ejercicio en [8].

Proposicién 1.4.8 Sea R un anillo con identidad y A := M,(R), n entero po-
sitivo, el anillo de las matrices n X n cuyas entradas pertenecen a R. Entonces
rad(M,(R)) = M,(rad(R)).

Demostracion: La demostracién se realizara para n = 2, pero el procedimiento
es valido para todo n > 2. Sea M un R-médulo, entonces My = M & M visto
como el vector columna es un A-médulo (con la multiplicacién habitual entre

t
/
(j ?z) . <:Z,) = <‘ZZ:LL?;Z,), y como M es un R-médulo se tiene que xm +
ym’ € My zm~+tm’ € M. Por lo tanto la multiplicacién por A es cerrada en M.
Ademas por propiedades de operaciones con matrices y por ser M un R-mdédulo
ser verifica que:

matrices). Esta afirmacién es vélida ya que si (i y) €Ay <::,) € Ms, entonces
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w - (my+me)=r-my+r-mg, VreAymy,my € M.

(ri4+re) - m=ri-m+ry-m, Vri,ro € Ay mée M.

ri-(ro-m)=(ry-r9) -m, Vri,ro € Ay méeE M,.

m lg-m=m, Ym € M.

Probemos ahora que si M es un R-moédulo simple entonces M, es un A-médulo
simple. Para ello se probara por absurdo que M no tiene ningin submdédulo
propio. Ahora supongamos que N es un submdédulo propio de My, entonces se

define My =: {aEM: (Z) € N, para algun b€ M}

Sia € My vy A € R entonces existe b € M tal que (Z) € N y como

A0 a \a
(0 1)'(1)) :<b) € N, entonces Aa € My.
a

/
Sia€ Myyad € My, entonces existen b y b tal que p) € Ny (Z,) eN

!/
y €omo (Z) + (Z) = (Ziz,) € N se tiene que a +a’ € My.

De los ultimos resultados podemos deducir que My es un submédulo de M.
Ahora si My es un submdédulo propio de M llegamos a un absurdo ya que M
es simple. Si My es igual a M, entonces para todo a € M existe b € M tal que

(Z) € N, entonces (2ba> € N y por lo tanto (2{)&)_(2) = (8) eN VYae M,

ademas ((1) 8) . (8) = (2) € N Va € M. Por lo tanto tendriamos que N = M,

lo que es absurdo porque N es un submoddulo propio de M,. Andlogamente si
My = {0} tendriamos que N = {0} lo que es absurdo. Por lo expuesto anterior-
mente deducimos que no existe un submodulo propio de Ms y por lo tanto My es
un médulo simple.

Ahora estamos en condiciones de probar que rad(Mx(R)) C Ms(rad(R)).

MY . | 1

) Simple, se cumple que
x y\ (a\ [(xa+yb\ (0 a Ty

(z t)'(b) <za+tb) (0)’ v (b) € M, y todo (z t) € rad(Ms(R)).

Considerando b = 0 se tiene que xa = 0 para todo a € M, entonces xM = 0

para todo R-médulo M y por lo tanto x pertenece a la interseccion de todos los
anuladores de R-moédulos a izquierda simples, lo que significa, por proposicion

Sea M un R-moédulo simple, entonces, por ser
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1.4.4, que = € rad(R). Andlogamente se tiene que y, z,t € rad(R).

Por tltimo probemos que Ms(rad(R)) C rad(My(R)). Por ser rad(R) un
rad(R) 0
rad(R) O) <
Ms(rad(R)) es un ideal. Sea m € rad(R) entonces existe © € R tal que z + 7 +
xry = 0y existe ¢ € R tal que g es el inverso de (1+7) por ser rad(R) casi regular.
Sea 19 € rad(R) se define z =: —ry - ¢ y de esta forma se verifica la siguiente

. z 0 r1 0O z 0 rt 0y (0 0 _

igualdad (z 0)+(r2 O)+(z O) . <7"2 ()> = (0 O) (ya que x+ri+xr; =0
y 24194211 = —ro.q+ra+(—r2).q.r1 = —1r2.(q+q.r1)+1re = —710.(q.(1471)) 412 =
rad(R)

rad(R) 0

ideal y por como se define el producto de matrices se tiene que (

—ry + 19 = 0) lo que implica que el ideal ( es casi regular. De forma

0 rad(R)

0 rad( R)) es un ideal casi regular y deducir que

analoga se puede probar que (
(rad(R) 0) @ (O rad(R)

rad(R) 0 0 rad(R)
tanto, por proposicién 1.4.4, se tiene que Ms(rad(R)) C rad(Ms(R)). O

) = Ms(rad(R)) es un ideal casi regular y por lo

1.5. Producto Tensorial

En esta seccion se definira el producto tensorial entre dos médulos, donde R
representara un anillo con unidad, y se enunciaran algunas propiedades que seran
utilizadas en las demostraciones de los principales resultados de este trabajo.
Los enunciados y demostraciones que se presentaran en este capitulo se pueden
encontrar en [13].

Definicién 1.5.1 Dado un anillo R y los modulos Ag y rB, el producto ten-
sorial es el grupo abeliano AQgr B y una funcion R-biaditiva h : AXB — AQrB
tal que para todo grupo abeliano G y toda funcion R-biaditiva f : A X B — G,
existe un unico Z-homomorfismo f : AQr B — G que hace conmutar el siguiente
diagrama

Ax B h A®r B

Proposicién 1.5.2 Si R es un anillo y Ag y gB son mddulos, entonces el pro-
ducto tensorial existe y es unico.
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Proposicién 1.5.3 Sea f : Ap — AR y g : gRB — grB’ mapas de R-mddulos a
derecha y R-modulos a izquierda respectivamente. Entonces existe un unico Z-
homomorfismo, denotado por f @ g: AQ gB - A Q@ gB’, con fRg:a®b+—
fla) ® g(b).

Proposicion 1.5.4 Dado el R-modulo Ag, existe un funtor aditivo Fa : R-
Mod — Ab (donde R-Mod es la categoria de R-mddulos a izquierda y Ab es
la categoria de grupos abelianos) definido por Fu(B) = AQrB y Fa(g) = 14®g,
donde g : B — B’ es un mapa de R-mddulos. Andlogamente se obtiene el funtor
Fg : Mod-R — Ab dado un R-mdédulo rB (donde Mod-R es la categoria de
R-mddulos a derecha). Podemos decir que Fg := — ® B.

Proposicién 1.5.5 Sea A un R-mdédulo, y sea B' - B % B” — 0 una sucesidn
exacta de R-modulos a izquierda. Entonces

1aA®1 1A®p

A@rB'—A®rB——A®r B"—0

es una sucesion exacta de grupos abelianos.

Definicién 1.5.6 Si B es un R-maodulo y ... — P = P N Py S5 A =0 esuna
resolucion proyectiva del R-maodulo A, entonces

ker(d, ® 1p)

im(dnH ® 13) ’

Tor®(A, B) =

Proposicién 1.5.7 Si 0 - A’ - A — A” — 0 es una sucesion exacta corta
de R-maddulos, entonces existe una sucesion exacta larga para todo R-mddulo a
1zquierda B

.Torf (A", B) —— Torf(A, B) —— Torf(A", B) —— Torf(A', B) —— TorE(A, B) ——

Torf (A", B) ——— A’ ®r B 0.

AQRB—— > A" @rB

Proposicién 1.5.8 Si un R-mddulo F es proyectivo, entonces TorE®(F, M) =0
para todo n > 1 y para todo R-modulo a izquierda M.

Definicién 1.5.9 Sean R y S anillos y sea M un grupo abeliano. Decimos que
M es un (R, S)-bimddulo denotado por rMs, si M es un R-mddulo a izquierda
y un S-modulo a derecha, y las dos multiplicaciones escalares estdn relacionadas
por la ley asociativa, o sea r(ms) = (rm)s para todor € RRm € M ys € S.

Proposicién 1.5.10 Sea S un subanillo de un anillo R.

1. Dado un bimddulo rAs y un modulo a izquierda sB, entonces el producto
tensorial A ®g B es un R-mddulo a izquierda, donde r(a ® b) = (ra) ® b.
Andlogamente, dados As y sBr, el producto tensorial A ®¢ B es un R-
modulo a derecha, donde (a @ b)r = a ® (br).
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2. El anillo R es un (R,S)-bimédulo y si M es un S-mddulo a izquierda,
entonces R ®@g M es un R-modulo a izquierda.

Proposicién 1.5.11 FEumziste un R-isomorfismo natural ¢p; : RQr M — M, para
todo R-modulo a izquierda M donde ¢y : v @ m — rm.

Proposicion 1.5.12 Si P es un R-mddulo proyectivo a izquierda e I es un ideal
a derecha de R, entonces el Z — homomor fismo 0p : [ g P — IP, dado por
1 ® p > ip, es un isomorfismo.

Definicién 1.5.13 Si R es un anillo, entonces un R-mddulo a derecha M es
plano si para toda sucesion exacta de R-modulos a izquierda

0 B —~B--pB" 0
se tiene que

1y ®i

0— M B 2L Moy B2 M @y B —0

es una sucesion exacta. Para R-mddulos a izquierda se define de forma similar.

Proposicién 1.5.14 Sea R un anillo, entonces:

1. El R-mddulo R es plano.

2. La suma directa @j M; de R-mddulos es plano si y solo si todos los M; son
planos.

3. Todo R-maodulo proyectivo es plano.

1.6. Algebra Homolégica

Esta seccién tiene como objetivo recordar algunas definiciones y propieda-
des del dlgebra homoldgica que seran mencionadas en los proximos capitulos. En
primer lugar se presentaran resultados relativos a sucesiones exactas que se ob-
tienen a partir de una sucesion exacta dada. Luego se repasaran las principales
propiedades de los funtores Hom y Ext. Por 1ltimo se presentaran los conceptos
bésicos del dlgebra homoldgica relativa, como el concepto de médulos proyectivos
relativos y dimensiones proyectivas relativas.
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1.6.1. Rotacion de Sucesiones Exactas

Proposicion 1.6.1 Sea A un dlgebra de Artin y X un A-mddulo, para toda su-
cesion exacta

0 A P X 0

donde P es un A-mddulo proyectivo, se cumple que Z es isomorfo a Q(X) & Q,
siendo @) un A-mddulo proyectivo.

Demostracion: Sea X un A-modulo, consideremos las siguientes sucesiones exac-
tas:

0 A P X 0

0—=Q(X)—=P(X)—=X —=0

donde P es un A-médulo proyectivo y P(X) es la cubierta proyectiva de X. Por
propiedad de la cubierta proyectiva sabemos que existe un epimofismo f : P —
P(X) el cual nos permite obtener el siguiente diagrama conmutativo

0 0 0
o

0 K Q 0 0
o]

0 7 P X ——0
vl
0—=Q(X)—=P(X) —=X —=0

|
0 0 0

donde la sucesién correspondiente a la segunda columna se escinde por ser P(X)
proyectivo. Ademas, ¢ es un isomorfismo. Como la segunda columna se escinde,
tenemos que @ @ P(X) ~ P por lo tanto @) es un A-médulo proyectivo. Por otro
lado, como lg’ = gi, se tiene que ig~'lg’ = idx por lo tanto la primer columna
también se escinde. Por lo tanto se tiene que Z ~ K & Q(X) ~ Q ® Q(X), siendo
@ un A-médulo proyectivo. O

El enunciado y demostracién del siguiente lema se puede encontrar en [6, pag.
99] o [13, 6.12]
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Lema 1.6.2 (Lema de la Serpiente). Sea A un dlgebra de Artin, consideremos la
categoria A-mod '. Dado el siguiente diagrama conmutativo de sucesiones exactas

0 A A A" 0

bk

0 B B B" 0,

existe una sucesion exacta

0 —— kerf ——kerg kerh coker f —— cokerg —— cokerh —— 0.

Una aplicacién del lema anterior es poder construir sucesiones exactas cor-
tas a partir de una sucesion exacta corta dada como se muestra en la siguiente
proposicion.

Proposicién 1.6.3 [16] Sea A un dlgebra de Artiny 0 X Y Z

una sucesion exacta corta en mod-A. Entonces

1. Existe P € projA tal que 0 QY Q7 PHP—X—0 es una
sucesion exacta corta.

2. Existe P' € projA tal que 0 —= 27 —= QX @ P’ QY 0 es

una sucesion exacta corta.

3. Existe P" € projA tal que 0 —=QZ —= X @ P'——=Y ——=0 es una
sucesion exacta corta.

Demostracién. 1. Sea P(Y') la cubierta proyectiva de Y, consideremos el siguiente
diagrama conmutativo exacto

QY —=QZ& P
0—=0——>P(Y)=——=P(Y)——0
j t ht
0—sX——>VY 7 0
| ]
X 0 0

IEste resultado es vélido en general para categorfas abelianas. En [13] se puede encontrar el
desarrollo de este concepto.
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Aplicando el Lema de la Serpiente obtenemos la sucesion exacta corta

0 QY QL P——X—0.

2. Se puede demostrar considerando la sucesién anterior y aplicando el mismo
procedimiento.

3. Sea P(Z) la cubierta proyectiva de Z, entonces existe un morfismo pu :
P(Z) — Y que determina el siguiente diagrama conmutativo:

Ahora, dado que el mapa € es sobreyectivo, para todo y € Y existe p € P(Z)
tal que h(y) = e(p) = hu(p) y por lo tanto 0 = h(y) — hu(p) = h(y — pu(p)),
luego y — pu(p) € Ker h =Im j por lo que podemos afirmar que y — pu(p) = j(x)
para algin x € X, entonces y = j(x) + u(p). Dada que la tltima igualdad es
para todo y € Y podemos definir el epimorfismo g : X & P(Z) — Y dado por

9(x +p) = j(z) + u(p).
Por otro lado tenemos que z + p € Ker g <> j(z) + pu(p) = 0 < —j(z) =

1(p) < j(=x) = p(p) <> h(u(p)) = 0 <> €(p) = 0 <> p € Q(Z), por lo tanto Ker
g = QZ. Esto nos permite obtener la sucesion exacta:

0—=QZ —>X®P(Z)—>Y —>0.
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Lema 1.6.4 (Lema de la Herradura) Dado el siguiente diagrama de A mddulos

Py Py
P Py

0—= M —>M—"-M"—0
0 0

donde las columnas son resoluciones proyectivas y la sucesion horizontal es exac-
ta, entonces existe una resolucion proyectiva de M y una cadena de mapas tal que
el siguiente diagrama tiene lineas y columnas exactas y es conmutativo

0 P s p L. pr 0

0 Ly . N 4 0

0 M —= ML M 0
0 0 0

Demostracién: Ver Proposicién 6.24 en [13].

1.6.2. Funtores Hom y Ext

Recordemos que si A es un anillo, para cada M € A-mod, el funtor con-
travariante Homu(—, M) : A-mod— Ab se define como Homy(—, M)(X) =
Hom (X, M), el cual es el grupo abeliano determinado por todos los homomorfis-
mos de X en M, ysi f € Homa(X,Y)en A-mod se tiene que f* := Homa(f, M) :
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Homa(Y,M) — Homa(X, M) definido como Homa(f, M)(g) = gf para todo
g€ Homu(Y,M).

Proposiciéon 1.6.5 Sea 0 Mt N_ 0 wuna sucesion exacta
corta en A-mod y X un A-mddulo. Entonces la siguiente sucesion es exacta

0—— Homu(L, X) —~= Homu(N, X) —L= Hom (M, X).

En particular f* es sobreyectivo si y solo si X es un A-médulo inyectivo. La
demostracion de estos resultados y los equivalentes para médulos proyectivos se
pueden encontrar en los capitulos 2 y 3 de [13].

A continuacion se darda una breve descripcion del funtor Ext y la obtencién
de las sucesiones exactas largas para dicho funtor. Para profundizar en el tema
se puede ver capitulos 6 y 7 en [13] .

da dy

Definicién 1.6.6 Sea ... P, P P —=X 0 una resolucion
proyectiva del A-maodulo X y B un A-mddulo, entonces definimos
ker(d,+1%)
tW(X,B) = ———=
ex A( ) ) ]m(dn*) )

donde d,* : Homu(P,_1,B) — Homa(P,, B) se define de forma usual como
d,” : f— fd,.

Se define el funtor ext’y(—, B) : A-mod — Ab tal que ext’y(—, B)(X) := ext’} (X, B)
para todo X € A-mod. Si f € Homa(M, N) entonces ext’s(f) (o, +Im(d,—1")) =
anf + Im(d,—1") para todo o, € ker(d,”).

Proposicién 1.6.7 5i 0 C’ C C” 0 es una sucesion exacta
de A-maodulos, entonces para todo A-mddulo Y, existe una sucesion exacta larga
de grupos abelianos

0——= Homa(C")Y) ——= Homa(C,Y) ——= Homu(C",Y) —

ext (C"Y) ——exth (C,Y) —=exty (C")Y) — ...

Observacién 1.6.8 Sean R y S dos anillos, RMs un (R,S)-bimédulo y f €
Hompg(M, N). Entonces, para todo s € S, se puede definir la multiplicacion de s
por f € Homgr(M, N) de la siguiente forma:

sf:axvr—— f(xs) (x € M).
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La multiplicacion estd bien definida por ser sf € Homg(M, N), ya que (sf)(rz) =
f((rz)s) = f(r(xzs)) =r(f(zs)) =r(sf)(x). Ademds, Homgr(rMg,r N) tiene es-
tructura de S-modulo a izquierda con la multiplicacion definida anteriormente,
donde la accion a izquierda de S sobre Hompg(rMsg,r N) es heredada de la accion
a derecha de S sobre pMg.

Andlogamente, si RNg es un (R,S)-bimddulo, se tiene que Homgr(rM,r Ng)
es un S-modulo a derecha.

1.6.3. Algebra Homolégica Relativa

Los principales resultados de esta seccién son extraidos de [9].

Proposicion 1.6.9 Sean A y B dlgebras de Artin. Todo homomorfismo de dlge-
bras ¢ : B — A tal que p(1p) = 14 induce un funtor covariante F : A-mod — B-
mod, el cual es exacto y aditivo.

Demostracion: Sea 4M € A-mod definimos F(4 M) =M, siendo pM = 4 M 'y
b.m = p(b).m. Probemos que pM € B-mod:

1) b.(m1+ma) = @(b).(m1+mz) = p(b).mi1+@(b).mg = b.my+b.ma, Ymy, mg €gM
ybeB.

2) (by + ba)m = (b + ba)m = (o(by) + p(ba))m = p(br)m + (b).m —
bl.m—i— bg.m W bl,bg €B ym GBM.

3) 1gm=p(lp)m=14m=m,Vm egM.

Vb,bp € BymegM.

Si f:aM — 4N es un morfismo de A-mddulos, entonces se define
F(f):sM —pN como F(f)(m) = f(m). Probemos que F(f) es un morfismo de
B-moddulos:

1) F(f)my+mg) = f(my +ma) = f(m1) + f(mz) = F(f)(m1) + F(f)(m2).
VYmq,my EgM.

2) F(f)(b.m) = f(b.m) = f(p(b).m) = p(b).f(m) = b.F(f)(m) para todo b € B
ym egM.

f

g

Veamos que el funtor F es exacto. Sea 0 X AY A 0
una sucesién exacta de A-mddulos, como ya vimos que todo morfismo de A-
moédulos lo podemos ver como un morfismo de B-mddulos, tenemos la siguiente

.y ; F(f) F(9) .
sucesion de B-moédulos g X ——=> gY ——= 57, la cual es una sucesiéon exacta

corta por ser F(f)(z) = f(x)y F(g9)(y) = g(y).
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Por ultimo veamos que el funtor F es aditivo. Si 4 X =4 M &4 N € A-mod
se tiene que g X = F(uM @4 N) = g(uM @4 N) =gM@pN € B-mod. 0

En resumen, si A y B son dlgebras de Artin, todo homomorfismo de algebras
v : B — Atal que ¢(1p) = 14 induce un funtor covariante F : A-mod — B-mod
donde cada A-médulo M lo vemos como un B-mdédulo, siendo b.m = ¢(b).m para
todobe Byme M. Si f :gM —4N es un morfismo de A-médulos, entonces
F(f) :sM —pN es un morfismo de B-médulos, donde F(f)(m) = f(m). Ademas
notemos que ¢(B) es un subanillo de A.

Definicién 1.6.10 Una sucesion exacta de A-mdédulos (t; : M; — M;_1) es
(A, B)-exacta si para cada i € Z se cumple que Ker(t;) es un sumando de
M, como B-mddulo.

Proposicién 1.6.11 Sea (t; : M; — M,;_1) una sucesion exacta de A-mddulos,
entonces las siguientes proposiciones son equivalentes:

1. La sucesion es (A, B)-exacta.

2. Existe una B-homotopia, lo que significa que existen B-homomorfismos s; :
M; — Mi+1 tales que t; =t; 08,10 t“VZ

Definicién 1.6.12 Un A-mddulo M es (A, B)-proyectivo (proyectivo relati-

vo) si para toda sucesion (A, B)-exacta 0 Xty-1-7 0 y todo
A-homomorfismo g : M — Z existe un A-homomorfismo ¢ : M — Y tal que
qog = g. Andlogamente decimos que un A-mdédulo J es (A, B)-inyectivo (in-
yectivo relativo) si para cualquier A-homomorfismo h : X — J, existe un A-
homomorfismo h' : Y — J tal que h' op = h.

Observacion 1.6.13 Al igual que los modulos proyectivos, los modulos proyecti-
vos relativos cumplen que la suma directa de modulos proyectivos relativos es un
modulo proyectivo relativo, y que todo sumando de un maédulo proyectivo relativo
es un modulo proyectivo relativo.

Se denotara la clase de todos los médulos (A, B)-inyectivos por Z(A, B) y la de
todos los médulos (A, B)-proyectivos por Z(A, B).

Lema 1.6.14 Si ¢ : B — A es un homomorfismo de dlgebras que preserva la
tdentidad, entonces:

1) Para todo N € B-mod, el A-mddulo A®p N es (A, B)-proyectivo.

2) Para todo I € B-mod, el A-mddulo Homp(A,I) es (A, B)-inyectivo.

Demostracién: Solo se planteara la demostracion de 1), la demostracién de 2) es
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. . . q <z
similar. Si 0 X Y Z 0 es una sucesién (A, B)-exacta, enton-
ces X es un sumando de Y como B-moddulo, por lo que la sucesién anterior se

escinde como sucesién de B-médulos. Por lo tanto para todo f € Hompg(N, Z)
existe f' € Hompg(N,Y) tal que ¢f" = f.

Consideremos los funtores covariantes Homu(A ®p N, —) : A—mod— Ab
(donde Ab es la categoria de grupos abelianos) tal que Hom(A®p N, —)(M) =
Homa(A®p N,M)y Homg(N,—) : B—mod— Ab tal que Homs(N,—)(M) =
Hom (N, M)y veamos que existe un isomorfismo natural 7 = (75 : Homa(A®p
N, M) — Homp(N,M))pep—moa tal que la correspondencia estd definida por
k — ky donde ki(n) = k(1 ® n) para todo n € N. En primer lugar se tiene
que T(k+k)n) =(k+K)1@n) =k(1®n)+kK1xn)="T1k)(n)+ 7(k)(n)
por lo tanto 7(k 4+ k') = 7(k) + 7(k"). Ahora veamos que 7 es inyectiva: como
kla @n) = k(a(l @ n)) = a.k(l ® n), si 7(k)(n) = k(1 ® n) = 0 para todo
n € N, entonces k = 0. Probemos 7 es sobreyectiva: sea ky € Hompg(N, M)
definimos k € Homa(A ®@p N, M) tal que k(1 ® n) = ki(n), de esta forma se
tiene que 7(k) = ky. Ahora, por dltimo, consideremos h : M — P un morfismo
de B—moddulos y observemos que el siguiente diagrama es conmutativo:

Homa(A®p N, M) Homp(N, M)
Homy (A®pN,h) Homp(N,h)
Homa(A®p N, P) Homg(N, P)

por un lado se tiene que Tp(Homa(A®pgN, h)(k))(n) = (Homa(A®pN, h)(k)(1®
n;; = h(k(1 ®n)) y por otro Homp(N, h)(1a(k))(n) = h(ar(k)(n)) = h(k(1 ®

.z . q .
Retomando la demostracién, considerando el morfismo Y ——= 72 vy el iso-
morfismo 7 obtenemos el siguiente diagrama conmutativo:

Homs(A®p N,Y) Hompg(N,Y)
lHomA(A@)BN,q) iHomB(Nﬂ))
Homuy(A®p N, Z) Hompg(N, Z)

Dado que el mapa Hompg(N, q) es sobreyectivo y 7 es un isomorfismo, se tiene
que el mapa Homa(A ®p N, q) es sobreyectivo. O

Proposicién 1.6.15 Si ¢ : B — A es un homomorfismo de dlgebras que preser-
va la identidad, entonces:
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1) Un A-mdédulo P es (A, B)-proyectivo si y solo si es sumando de A®g P como
A-mddulo.
2) Un A-médulo M es (A, B)-inyectivo si y solo si es sumando de Homp(A, M)

como A-mddulo.

Demostracién: 1) Dado un A-mdédulo P, consideremos el A-homomorfismo
natural r : A®p P — P dado por r(a ® p) = a.p. Este mapa define la siguiente
sucesion exacta corta:

0—Kp—>A®z P—=P—>0 (1.1)

la cual es una sucesién (A, B)-exacta, pues el mapa ¢t : P — A ®p P dado por
t(m) =1 ® m es una B-retraccién ya que r o t(m) = r(1 ® m) = m (observemos
que t(bm) =1@bm =1 ¢(b).m = 1.o(b) @m = p(b)l @m = ¢(b).(1®m) =
©(b).t(m) = b.t(m), por lo que el mapa ¢ es un morfismo de B-mddulos). Dado
que la sucesion (1.1) es (A, B)-exactay A® gP es proyectivo relativo por el lema
1.6.14, se tiene que P es (A, B)-proyectivo si y solo si la sucesién de A-médulos
(1.1) escinde. Por lo tanto P es (A, B)-proyectivo si solo si es un sumando de
A ®B P.

2) Sea M un médulo (A, B)-inyectivo. Considerando la identificacién natural
M ~ Homa(A, M) C Hompg(A, M) dada por s : m — (a — a.m). Se obtiene la
siguiente sucesion exacta

0—— M —> Homp(A, M) —— Hompg(A, M)/M —0

Esta sucesién resulta ser (A, B)-exacta pues el mapa t : Homg(A, M) — M dado
por t(f) = f(1) es una B-seccién: t o s(m) = s(m)(1) = 1.m = m (observemos
que t(b.f) = (b.f)(1) = f(b,1) = b.f(1) = b.t(f) por lo que el mapa ¢ es un
morfismo de B-mddulos). Esto implica que M es un sumando de Hompg(A, M)
como B-médulo, y por ser M (A, B)-inyectivo se tiene que M es un sumando de
Homp(A, M) como A-médulo.

Por otro lado por el lema 1.6.14 sabemos que Homp(A, M) es (A, B)-inyectivo
por lo tanto todo sumando es (A, B)-inyectivo. O

Definicién 1.6.16 Dado un A-mddulo M, una resolucion (A, B)-proyectiva
(o resolucion proyectiva relativa) para M es una sucesion (A, B)-exacta de la
forma

..—>C’n—>Cn_1 OO M

o

donde C; € P (A, B) para todo i > 0.
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Observacion 1.6.17 Todo A-mddulo M posee una resolucion (A,B)-proyectiva.
Consideremos la sucesion (A,B)-exacta

0 K, A®p M —=M—>0

como ya vimos en la Proposicion 1.6.15. Repitiendo el procedimiento con M =
K}, se obtiene la sucesion (A, B)-ezacta

~,

Siguiendo este procedimiento se obtiene la siguiente resolucion (A, B)-proyectiva
de M:

Cn Cnfl C() M 0

donde Co = A®p M y C; = A®p K, para todo i > 0. Llamaremos resolucién
(A, B)-proyectiva estindar de M, a la sucesion obtenida con el procedimiento
anterior.

Definicién 1.6.18 Sea M € A-mod, la dimension proyectiva relativa de M
es dpr(M) = inf{n| 0 P, Py M 0 es una resolucion
(A, B)-proyectiva de M}. Si no existe ninguna resolucion proyectiva relativa fi-
nita, entonces dpr(M) = co.

Definicién 1.6.19 Sea ¢ : B — A un homomorfismo de dlgebras que preserva
la identidad, llamaremos:

1) Dimensidon global relativa de ¢ a gl.dim(p) = sup{dpr(X)|X € A-mod}.
2) fin.dim(p)= sup{dpr(X)|X € A-mod, dpa(X) < oo}.

3) re.fin.dim(p)= sup{dpr(X)|X € A-mod, dpr(X) < oo}.

Las dimensiones anteriores cumplen las siguientes relaciones:
fin.dim(p) < re.fin.dim(p) < gl.dim(yp),

donde la primer desigualdad se debe a que todo A-mddulo proyectivo es proyectivo
relativo.

Definicién 1.6.20 Una extension de dlgebras es un homomorfismo de dlge-
bras que preserva la 1dentidad.
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Teorema 1.6.21 Sea ¢ : B — A es una extension de dlgebras y M € A-mod:
1) Si Ag es plano, entonces dpa(M) < dpr(M) + gl.dim(B).
2) Si ademds A es proyectivo, se cumple que

dpp(M) < dpa(M) < dpr(M) + dps(M).

Demostracion: Si ... - P, — Py —+ M — 0 es una resolucion proyectiva de M
como B-modulo, por ser Ag plano, se tiene que ... > A®Rp P, > A®p Py —
A®p M — 0 es una resolucién proyectiva de A®p M. Por lo tanto dp(A®p M) <

Podemos asumir que dpr(M) es finita, ya que de no serlo las desigualdades a
probar son evidentes. Se procedera por induccién en dpr(M) tanto para la primer
parte como para la segunda parte. Supongamos primero que dpr(M) = 0. En este
caso M es (A, B)-proyectivo y por la Proposicién 1.6.15 sabemos que M es un
sumando de A®p M. Podemos afirmar entonces que dps (M) < dps(A®@p M) <

Ahora asumamos que dpr(M) > 0, y consideremos la sucesién (A, B)—exacta
estandar

0—=K—A®Qg M —>M—=0. (1.2)

Dado que A ®p M es (A, B)-proyetivo, se tiene que dpr(K) = dpr(M) — 1.
También, para todo n > 0 y todo A-mddulo C, se tiene la sucesién exacta

Ext’ Y (A®p M,C) = Exty (K, C) — Exty(M,C) — Exty(A®z M,C).

Ahora consideremos para la primera parte n = dpr(M)+gl.dim(B)+1 (suponien-
do gl.dim(B) finita ya que de lo contrario la desigualdad es evidente) y para la se-
gunda parte n = dpr(M)+dpg(M)+1. Dado que dp(A®p M) < dpp(M) < n—1,
los extremos de la sucesion anterior son 0, entonces

ExtyY(K,C) ~ Ext’y(M, ).

Ahora para probar la primera parte, considerando n = dpr(M) + gl.dim(B) + 1,
como sabemos que dpr(K) = dpr(M)—1y por induccién sabemos que dpa(K) <
dpr(K) + gl.dim(B), se tiene que dpa(K) < dpr(M) — 1+ gl.dim(B) = n — 2.
Podemos concluir que Ezt’ (M, C) = 0 para todo C, lo que implica que dpa (M) <
ny por lo tanto dpa(M) < dpr(M) + gl.dim(B).

Para la segunda parte consideremos n = dpr(M) + dpg(M) + 1 y que gA
es proyectivo. Notemos que por ser gA proyectivo se tiene que toda resolucién
A-proyectiva también es una resolucién B-proyectiva y por lo tanto dpg(M) <
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dpa(M) y dpp(A @ M) < dps(A ®p M) < dpg(M). Como (1.2) se escinde
como sucesién de B-mddulos se tiene que pK es un sumando de g(A®@p M) y
por lo tanto se cumple que dpg(K) < dpp(A ®@p M) < dpp(M). Ahora, como
dpr(K) = dpr(M) — 1, por induccién tenemos que dpa(K) < dpr(K) + dpp(K),
y ademés dpg(K) < dpg(M). Entonces dpa(K) < dpr(M)—1+dpp(K) =n—2.
Podemos concluir que Ezt’(M,C) = 0 de donde se deduce que dpa(M) < n lo
que implica que dpa(M) < dpr(M) + dpp(M). O

El siguiente lema se puede encontrar [15].

Lema 1.6.22 (Lema de Schanuel para sucesiones (A,B)-exactas). Sea ¢ : B —
A una extension de dlgebras de Artin. Supongamos que

0 K P X 0y

’

0 K’ Q"X 0

son sucesiones (A, B)-ezactas tales que P y @Q son (A, B)-proyectivos. Entonces
PaK ~QaK.

Demostracion: Consideremos el siguiente diagrama de pull-back de A-moddulos

H—>P—>0

ok

Q"X —-0

|

0

Notemos que el diagrama anterior también corresponde a un pull-back de B-
moédulos. Ademads, dado que 7’ se escinde como morfismo de B-mddulos, existe
un morfismo de B-médulos @ : X — @ tal 7’a = id. Por lo tanto podemos
considerar el siguiente diagrama conmutativo de pull-back de B-moddulos:
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La existencia del morfismo v : P — H que queda determinada por ser mi = 7’anr
y cumple que 'y = 4. Por esto ultimo podemos afirmar que 3’ se escinde, y
como P es (A, B)-proyectivo se tiene que H ~ P @ Ker(f') en A-mod. Por lo
tanto, por propiedad del pull-back, se tiene que H ~ P & K, pues ker(f') = K.
De forma analoga se puede probar que H ~ ) ® K y por lo tanto se tiene que
QK ~PaK'. O

Lema 1.6.23 Sea ¢ : B — A una extension de dlgebras de Artin. Supongamos
que

fn

0 M P,

0 N Q, —2 Q1 s Qo X 0

son sucesiones (A, B)-exactas en las cuales todos los P; y Q; son (A, B)-proyectivos
para 0 <1 < n donde n es un entero positivo. Entonces se tiene el siguiente iso-
morfismo

M®Q,®P,1®..0CNOP,®Qn1®..0C".

como A-mddulos, donde C' = Qo y C' = Py si n es un numero par, y C = Py y
C'" = Qq sin es un nimero impar.

Demostracion: Se demostrara por induccién en n utilizando como base inductiva
lo probado en el Lema de Schanuel para sucesiones (A, B)-exactas. Se realizara
para n par (para n impar se procede de igual forma).

12

Por hipétesis de la induccién sabemos que Ker(g,—1) ® P,_1 @ ... ® Qo
Ker(fn_l) (&) Qn—l D...PD P(]. Sean Z = Pn—l D...PD QO y W = Qn—l b..0b Po, se
tienen las siguientes sucesiones exactas:

0 M—Pa W —I" Ker(fo ) ®W —0
0 N0, 2 9D Ker(fon)® Z —0

Ahora, aplicando el Lema de Schanuel relativo se tiene que M & Q,, ® Z
N&eP,eW.

O R

1.7. Contexto Morita

El objetivo de esta seccién es presentar ideas y algunos resultados de lo que
se conoce como Contexto Morita. Todos los resultados aqui enunciados podran
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ser encontrados en [4]. Estos resultados seran utilizados en la Seccién 3.2.

Sean A y B anillos, 4N un (A, B)—bimédulo, gpM4 un (B, A)—bimédulo, y
sean @ : M ®4 N — B un homomorfismo de (B, B)—bimdédulos, y 8 : N@g M —
A un homomorfismo de (A, A)—bimdédulos tales que a(m ® n)m’ = mB(n ® m’)
y na(m ®@n') = B(n @ m)n’ para todos m,m’ € M y n,n’ € N. Entonces el
Contexto Morita # = (A, N, M, B, «, ) determina el anillo Morita

A N
A(aﬂ)(,ﬂ) = (BMA ABB)

donde la adiciéon es componente a componente y la multiplicacién esta dada

por
a n ad n'\  [(ad 4+ Bnem') an' 4+ nb’
m b)) \m' V) ma’ + bm/ bb' + a(m @ n')

Para poder describir la categorfa de médulos de A(q ) (.#) (en particular es
de nuestro interés describir los médulos simples) definiremos la categoria .# (A)
cuyos objetos son las 4-uplas (X, Y, f, g) donde X € mod— A, Y € mod— B, f €
Homp(M ®4 X,Y)y g € Homa(N ®p Y, X) tal que los siguientes diagramas
son conmutativos:

NogMos X Y2l Nogy MosN@sY 22 Mo, X
ml ]9 a@Yl lf

AR X Y

X B®pY

Sean (X,Y, f,q)y (X, Y, f'.¢") objetos de .# (A), entonces un morfismo

(X,Y, f,9) = (X",Y', f',¢") en A (A) es un par de homomorfismos (a,b) donde
a: X — X' es un A-morfismo y b : Y — Y’ es un B-morfismo tal que los
siguientes diagramas conmutan:

Moy X 1oy NopV —1=X
M®al lb N®bl ja
May X Loy NopY' L X
. e A 4Np . )
Proposicién 1.7.1 Sea A, p)(A) = M. B anillo Morita. Entonces
My

las categorias Ao p)-mod y M (A) son equivalentes.

Observacion 1.7.2 La equivalencia anterior queda determinada en parte por el
funtor F' o M(N) = Ap-mod tal que F(X,)Y, f,g) = X @Y es un grupo
abeliano que tiene estructura de Ao p) (A )-modulo dada por
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(53 Z) (2,9) = (az + g(n @ y).by + f(m © 7))

para todo a € Ab € Bn € Nhm € Mz € X ey € Y. Si (a,b) :
(X,Y, f,9) = (XY, f'.d') es un morfismo en 4 (A) entonces F(a,b) =a®b:
XoY —-XoY

Para poder identificar los médulos sobre A, gy con objetos de .#(A), defini-
mos los siguientes funtores:

» Ux @ Ap-mod— A-mod definida por Ux(X,Y, f,g) = X en objetos
(X,Y, f.g9) € Aa,p-mod y dado un morfismo

(a,0) : (XY, f,9) = (XY, [, ¢) € Mag) — mod

entonces Uy (a,b) = a.
» Up : Aap-mod— B-mod definida por Up(X,Y, f,g) = Y en objetos
(X,Y, f.g9) € Aa,p-mod y dado un morfismo
(a,b) (XY, f,9) = (X" Y', f'.g') € Ao,y — mod

entonces Ug(a,b) = b.

El siguiente resultado permite describir los A, g-mddulos simples en térmi-
nos de los B-mdédulos simples, B/Im(a)-mddulos simples, A-médulos simples y
A/Im(f)-médulos simples.

Proposicion 1.7.3 Existen las siguientes biyecciones:

{B/Im(a)-mddulos simples} {A(a,)-maodulos simples, con Ua(X,Y, f,g) = 0}.

Up

{A/Im(B)-mddulos simples} {A(a,p)-mddulos simples, con Up(X,Y, f,g) = 0}.

Ua

{B-mddulos simples} {A(a,p)-mddulos simples tal que Up(X,Y, f,g) # 0}.

Up

{A-mddulos simples} {A(a,8)-mddulos simples tal que Ua(X,Y, f,g) # 0}.

Ua



Capitulo 2

Funciones ¢ y 1) de Igusa-Todorov

A continuacion se introduciran las funciones ¢ y ¢ de Igusa-Todorov las cuales
fueron definidas en [11]. De dichas funciones se desprenden algunos resultados que
brindaran herramientas importantes para determinar la dimensién proyectiva de
un modulo finitamente generado. Estas propiedades seran fundamentales para
demostrar los principales resultados del capitulo siguiente.

Sea A un algebra de Artin, se define K como el grupo abeliano generado por
los simbolos [M], donde M es un A-mdédulo finitamente generado y se cumplen
las siguientes relaciones:

1) [Cl=[A]+[B]siC~A®B.
2) [P] = 0 si P es proyectivo.

De otra forma podemos decir que Ky es el grupo abeliano generado por la
clase de los A-mdédulos indescomponibles finitamente generados no proyectivos no
isomorfos. Es decir, los elementos de Ky son de la forma A\ [M;] + \o[Ms] + ... +
An|M,] siendo \; € Z y M; un A-médulo indescomponible finitamente generado
no proyectivo tal que M; 2 M; para todo i # j.

Consideremos la aplicacién L : Ky — Kj tal que para todo [M] € Ky, L[M] =
[Q(M)] donde Q(M) es la sizigia de M. Dado que la sizigia de un médulo pro-
yectivo es cero y que la sizigia es aditiva, tenemos que L es un homomorfismo
de grupos. A continuacién enunciaré el Lema de Fitting que dara las bases para
definir las funciones de Igusa-Todorov tal como lo hicieron en [11].

Lema 2.0.1 (Lema de Fitting) Sea M un mddulo sobre un dlgebra Noetheria-
na A\, f: M — M un endomorfismo de M y X un submddulo de M finitamente
generado. Entonces:

a) Eziste n € Z tal que f : f™(X) — f™(X) es un isomorfismo para todo
m > n. Al menor n lo denotaremos ny(X).

32
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b) SiY es un submddulo de X, entonces ng(Y) < np(X).

c) Si A es un dlgebra de Artin y X = M existe una descomposicion en suma
directa X =Y & Z tal que Z = Ker(f™) eY = Im(f™) para todo m > ng(X).
Ademds, en dicha descomposicion, el endomorfismo f :Y & Z — Y & Z puede ser
Jir 0

donde fi11:Y =Y es un isomorfismo
0 fo

visto como la siguiente matriz (

Y foo 1 Z — Z es nilpotente.

La demostracién de esta version del Lema de Fitting se puede encontrar en
[12]. Este lema nos permite dar la siguiente definicién.

Definicién 2.0.2 Se define la funcion ¢ de Igusa-Todorov como:
¢ :mod(A) — NUO tal que (M) := nr{add(M)).

donde {(add(M)) denota el subgrupo de Ky generado por todos los sumandos
directos indescomponibles de M.

Definicién 2.0.3 Definimos el rango de un mdédulo M, rk(M), como el rango
del subgrupo de Ky, generado por (add(M)).

Observaciéon 2.0.4 Se cumple que:

1) rk(L™(add(M))) > rk(L*(add(M))), Vi > n.

2)En particular rk(L*™){(add(M))) = rk(L{add(M))), Vi > ¢(M). Obsérvese
que (M) es el menor nimero de NUO que cumple esta propiedad, lo cual es otra
forma de caracterizar la funcion de Igusa-Todorov.

Proposicién 2.0.5 (/11]) Sean M y N € A-mod

1. Si M tiene dimension proyectiva finita entonces ¢(M) = dp(M).

2. Si M tiene dimension proyectiva infinita y es indescomponible entonces
¢(M) = 0.

3. (M) < p(M @ N).

4. ¢(M*) = ¢(M) para cualquier k € N.

Demostraciéon. 1. Sea M € A-mod tal que dp(M) = m > 0. Entonces Q2"(M)
es un A-médulo proyectivo y por lo tanto [Q2(M)] = 0 para todo i > m, lo que
implica que ¢(M) < m. Dado que [QQ™(M)] = 0, si suponemos que ¢p(M) =1t <
m tendriamos que [Q*(M)] = 0 lo que implicarfa que Q'(M) es un A-mdédulo
proyectivo o nulo y por lo tanto dp(M) <t < m lo que es absurdo.

2. Si M es un A-médulo indescomponible entonces rk(M) = 1. Como ademés
dp(M) = oo se cumple que 7k(Q(M)) # 0 y por la observacién 2.0.4 podemos
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afirmar que rk(Q'(M)) = 1 para todo i € N. Concluimos entonces que ¢(M) = 0.

3. Como (add(M)) es un subgrupo de (add(M @ N)), y por lo tanto un Z-
submddulo, entonces por el Lema de Fitting parte b) se cumple que ny(add(M)) <
ng(add(M @ N) lo que implica que ¢(M) < ¢(M & N).

4. La igualdad ¢(M*) = ¢(M) para todo k € Z* se deduce directamente de
que {add(M)) = {add(M¥)). O

Definicién 2.0.6 Definimos la funcion ¢ de Igusa-Todorov para M € modA
como:

V(M) = ¢(M) + sup{dp(N) : N @ N’ = Q*M (M) y dp(N) < c}.
Proposicién 2.0.7 [11] Sean M y N € A-mod.

1. Si M tiene dimension proyectiva finita entonces (M) = dp(M).
2. p(M*) = (M) para cualquier k € 7.

3. 81 N es un sumando directo de Q"(M) donde n < ¢(M) y dp(N) < oo,
entonces dp(N) +n < p(M).

4. (M) < (M @ N).
Demostracién: 1. Si dp(M) = m < oo, por la parte 1) de la Proposicién 2.0.5,
sabemos que Q™(M) = Q?) (M) es un A-médulo proyectivo y por lo tanto

todo sumando N de Q™) (M) es proyectivo. Entonces sup{dp(N) : N & N’ =
QYM) (M) y dp(N) < oo} = 0. Ahora tenemos que (M) = ¢(M) y por lo tanto

(M) = dp(M).

2. Por definicion se tiene que
Y(MF) = ¢(M*) + sup{dp(N) : N es un sumando de Q*™")(M*) y dp(N) < oo}
y por la Proposicién 2.0.5 sabemos que ¢(M*) = ¢(M) lo que implica que
P(M*) = ¢(M) + sup{dp(N) : N es un sumando de Q¢ (M*) y dp(N) < oo}.

Ademés sabemos que Q*M)(M*) = (Q¢M)(M))* y por lo tanto

Y(MF) = ¢(M) + sup{dp(N) : N = @, N; tal que N; sumandos de Q¢(M)(M) y
dp(N) < oo}.
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Por 1ltimo se tiene que dp(@p, N;) = max{dp(N;)} lo que implica que
P(MF) = ¢(M)+sup{dp(N) : N sumando de Q*M) (M) y dp(N) < oo} = y(M).

3. Como N es un sumando directo de Q" (M) se tiene que Q*M)~"(N) es un su-
mando directo de Q?™)(M). Ademés, como dpN < o0, se tiene que dpQ?M)—"(N)
oo. Por lo tanto, directamente por la definicién de (M), se obtiene la siguiente
desigualdad:

G(M) + dpQ?D=(N) < (M)
y finalmente ¢(M) + dp(N) — ¢(M) +n < p(M).

4. Por la Proposicién 2.0.5 parte 3. sabemos que ¢p(M) < ¢(M & N). Si Z es
un sumando de Q?M) (M @ N) y dp(Z) < oo, por la parte anterior, se tiene que

dp(Z) + ¢(M) < (M & N),

lo que implica que
(M) = (M) +sup{dp(Z) : Z&Z' = Q*M (M) y dp(Z) < 0o} < Y(MEON).
O

Proposicién 2.0.8 [11] Sea 0 — M' — M — M" — 0 una sucesion exac-

ta corta de A-mddulos donde M" tiene dimension proyectiva finita. Entonces
dp(M") < (M' @ M) + 1.

Demostracién. Si dp(M") = r < oo sabemos que 2"(M") es un A-médulo proyec-
tivo. Aplicando el Lema de la Herradura a la sucesiéon 0 — M’ — M — M" — 0
obtenemos la sucesion exacta corta

00— QM) — QM) P——Q"(M")—0,

donde P es un A-médulo proyectivo, la cual se escinde por ser Q"(M") un A-
modulo proyectivo y por lo tanto se cumple que Q" (M) @ P ~ Q"(M'") @ Q" (M").
Este resultado nos permite afirmar que [Q"(M')] = [Q2"(M)] y asi poder definir
n:=min{k € Zso : [Q*(M")] = [Q*(M)]}. Observemos que n < r.

Por otro lado observemos que [Q2"(M")] = [Q™*(M)] pero [Q"~Y(M")] # [Q"~1(M)]
lo que implica que el homomorfismo de grupos

L:L"'(M & M)) — L"(M' & M))

no es inyectivo y por lo tanto ¢(M' & M) = np(M' & M) > n.
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Ahora apliquemos nuevamente el Lema de la Herradura a la sucesion
0—-M —-M-—>M"—0
para obtener la siguiente sucesion exacta corta
0—Q"(M') —Q" (M) P, —=Q"(M")—0

donde P; es un A-médulo proyectivo. Como [Q"(M')] = [Q2"(M)] podemos afir-
mar que 2"(M') y Q*(M) difieren en un médulo proyectivo, por lo tanto por el
teorema de Krull-Schmidt?, existe un A-médulo X tal que Q"(M') ~ X @ Py
0" (M) ~ X @@ donde Py Q1 son A-mdédulos proyectivos. Entonces la sucesién
anterior la podemos expresar como

0—=XPP—>XpQ—Q*(M") —=0

donde Py @ son A-mddulos proyectivos y el mapa t estd dado por la matriz
‘= [0 tl
\te s
Considerando que «a € End(X), por el Lema de Fitting parte c), se tiene la
descomposicion del médulo X =Y & Z donde el mapa « se puede representar

f
0

f es un isomorfismo. Por lo tanto la sucesion exacta anterior la podemos escribir
como

de forma matricial como o = ( 2) donde el mapa ¢ es nilpotente y el mapa

YoZoQ—Q"(M")——0

y a partir de ella obtenemos la sucesién exacta corta

g t1
0—>Z@P—><t2 ) Z&®Q—= Q" (M")—=0

Dado S € A-mod, aplicando el funtor Hom(—,.S) a la sucesién exacta corta
anterior obtenemos la sucesion exacta larga siguiente:

Exth™N(Z & P,S) — Exth (Q"(M"),S) — Exth (Z & Q, S)

Extk(Z ® P, S) — ExthtH (Q"(M"), S) — ...

'El enunciado y demostracién de este teorema se puede encontrar en [1].
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Como el funtor Ext(—,S) es aditivo y Ext*(L, S) = 0 para todo médulo proyec-
tivo L y Vk > 1, la sucesién anterior se puede expresar como

ExtiY(Z,8) —— Exth (Q(M"), S) — Exth(Z,9) (2.1)

E:vtﬁ (9,9)

Exth(Z,8) — Exth™(Qn(M"), ) — ...
Observemos que Extk (g, S) es nilpotente ya que g lo es.
Afirmacién 1: dp(Z) < oo.

Como dp(M") = r se cumple que dp(Q*(M")) = r —n y por lo tanto
Ext) (Q"(M"), S) = 0 para todo j > 7 — n + 1. Entonces, en la sucesién exacta
anterior, se tiene que Extfx(g, S) es un epimorfismo para todo j > r —n. Tenemos
entonces que Emtfg(g, S) es un epimorfismo nilpotente para todo 7 > r —n, lo
que implica que para todo S € A-mod Extf\(Z, S) = 0 para todo j > r —n 'y por
lo tanto dp(Z) < r —n.

Afirmacién 2: dp(Q*(M")) < dp(Z) + 1

Sidp(Z) = h, entonces Emtﬂ(Z, S) = 0 para todo S € A-mod y para todo j >
h+1 y por lo tanto de la sucesién (2.1) podemos deducir que Exzth (Q"(M"), S) =
0 para todo k > h + 2, lo que implica la afirmacién realizada.

Por 1ltimo tenemos que

dp(M") < dp(Q*(M")) +n
<dp(Z)+1+n
= (dp(Z) +n)+ 1.

Donde la segunda desigualdad justifica por la afirmacion 2. Ademaés, como Z
es un sumando de X y éste es un sumando de Q" (M) y de Q"(M’), se tiene que Z
es un sumando de Q"(M) @ Q" (M’). Considerando ademéds que n < p(M & M') y
que por afirmacién 1 dp(Z) < oo, por la parte 3 de la Proposicién 2.0.7 podemos
afirmar que:

dp(M") < (dp(Z) +n) +1 < (M & M') + 1.

El siguiente lema se puede encontrar en [7].
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Lema 2.0.9 Sea A una dlgebra de Artin.

1. Si M € A-mod, entonces ¢(M) < ¢(QUM)) + 1.
2. 8i M € A-mod, entonces (M) < p(QM)) + 1.

Demostracién: 1. Sin := ¢(Q(M)), se tiene que L : L™(Q(M)) — L™ HQ(M)) es
un isomorfismo para todo m > n. Dado que Q(M) C (2(M)), podemos afirmar
que L™TH(M) es un subgrupo de L™(Q(M)), y por lo tanto L : L™ (M) —
L™2(M) es un isomorfismo para todo m +1 > n+ 1. Entonces ¢(M) < n+1 =
d(QM)) + 1.

2. Sea M un A-modulo. Se considera el conjunto C); cuyos elementos son todos
los sumandos directos de QM) (M). Sea Y € Cyy tal que dp(Y) = dpf(Cy) =
sup{dp(X) : X € Cy y dp(X) < oo}, por definicién de 1), se tiene que (M) =
dp(Y') + ¢(M). Probemos ahora que dp(Y') + ¢(M) — 1 < ¢ (Q(M)).

Sin:=¢M)—-1y Z := Q(M), tenemos que Y es un sumando directo de
QYM)(M) = Q"(Z). Ademds, por la parte anterior, sabemos que n < ¢(Z). Aho-
ra, por la Proposicién 2.0.7 parte 3), podemos afirmar que dp(Y) +n < ¢(Z), lo
que significa que dp(Y) + ¢(M) — 1 < (QUM)). O

Proposicién 2.0.10 1) Si0 - X =Y — Z — 0 es una sucesion exacta corta
en A-mod con dp(Y') < oo, entonces dp(Y) < (QUX) @ Q*(Z)) + 2.

2) 80— X - Y — Z — 0 es una sucesion exacta corta en A-mod con
dp(X) < oo, entonces dp(X) < Y(QY & Z)) + 1.

Demostracion:
1)Si0 - X - Y — Z — 0 es una sucesién exacta corta en A-mod, entonces
por la Proposicion 1.6.3 la siguiente sucesion es exacta

0—=0Z)—=Q(X)& P —=Q(Y) —=0.

Como pd(Y) < oo, por la Proposicién 2.0.8, se tiene que dp(2(Y)) < (X)) &
Q?(Z)) + 1y por lo tanto dp(Y) < (Q(X) & Q*(Z)) + 2.

2)Si0 - X =Y — Z — 0 es una sucesion exacta corta en A-mod, entonces
por la Proposicién 1.6.3 la siguiente sucesiéon es exacta

0——=Q(Y) UZ)®P—>X—=0.

Como pd(X) < oo, por la Proposicién 2.0.8, se tiene que dp(X) < ¢ (QY) &
Q(Z)) + 1y por lo tanto dp(X) < (Y & Z)) + 1. O



Capitulo 3

Resultados Sobre la Conjetura
Finitista

El objetivo de este capitulo es mostrar cudles fueron las primeras ideas que
motivaron el trabajo de Shufeng Guo desarrollado en “Finitistic Dimension Con-
jecture and Extensions of Algebras”, y como éstas se desarrollaron.

3.1. Resultados iniciales

Tomaré como resultados iniciales tres teoremas elaborados por Changchang
Xi en su articulo [19] “On the finitistic dimension conjecture I: related to repre-
sentation -finite algebras” publicado en 2004. En particular dos de los resultados
los demuestra correctamente en un articulo del mismo ano [18] “Erratum to On
the finitistic dimension conjecture I: related to representation-finite algebras”. Di-
chas demostraciones se desarrollaran en esta seccién y observaremos cual fue el
error de Changcang Xi en [19]. Para la demostracién de los teoremas utiliza dos
lemas que enuncio y demuestro a continuacion.

Lema 3.1.1 [18] Sea B una subdlgebra de un dlgebra de Artin A con la misma

identidad tal que el radical de Jacobson rad(B) de B es un ideal a izquierda en
A. Si X es un B-mddulo, entonces rad(Qp (X)) y Q% (X) son A-mddulos.

Demostracion: Sea X un B-médulo y sea f : P(5X) —p X la cubierta proyectiva
minimal de X. Tenemos entonces la siguiente sucesion exacta:

f

0—= Qp(X) L= P(pX) X 0.

39
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Por otro lado tenemos las siguientes sucesiones exactas:

0 ——rad(pX) X top(pX) —=0

0——=rad(P(pX)) — P(pX) ——=top(P(pX)) —=0.

Dado que la cubierta sobreyectiva f : P(3X) —p X induce un mapa sobreyectivo
f' i rad(P(pX)) — rad(pX) (donde f’ es la restriccién de f) y que top(pX) es
isomorfo a top(Pp(X)) podemos construir el siguiente diagrama conmutativo

0 0

ker(f") Qp(X)

0——rad(P(pX)) — P(pX) ——=top(P(pX)) —=0

0 ——rad(pX) BX top(pX) —0

0 0

Por la conmutatividad del diagrama anterior y por como estd definida f', te-
nemos que ker(f') = rad(P(pX)) N Qp(X). Ahora como ker(f) = Qp(X) C
rad(P(pX)) se tiene que ker(f') ~ Qp(X).(también se puede probar que ker(f’) ~
Qp(X) utilizando el Lema de la Serpiente). Por lo tanto la siguiente sucesién es
exacta

0—— Qp(X) —% rad(P(5X)) L~ rad(pX) —0
donde ¢’ se obtiene de restringir el codominio de g.
Haciendo el producto tensorial por rad(B) sobre la segunda columna del es-
quema anterior y considerando los mapas uyx : rad(B) ®p X — rad(B)X =

rad(pX) y qx : rad(pX) — X tenemos el siguiente diagrama conmutativo de
B-moédulos:

1 1®
0 — TorB(rad(B), X) L rad(B) @ Qp(X) 18, rad(B) ® P(pX) —f> rad(B) @ g X — 0

l“ﬂB(X)

rad(B)Qp(X) KP(pX) nx

jQSZB(X)
’ ’

0 Qp(X) g rad(P(X)) ——> rad(3X) ——> 0
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donde la conmutatividad de primer cuadrado se debe a que fip,(x)(1® ¢)(b, z) =
e x) (b, 9(x) = bg(x) v ¢'(d0,0x)) (Basx)(b:x) = ¢'(ga,)(br) = ¢'(br) =
bg'(x) = bg(z) para todo (b,z) € rad(B) ®p Qp(X). Andlogamente se da la
conmutatividad del segundo cuadrado.

Por la exactitud de la primera fila del diagrama anterior y la conmutativi-
dad del primer cuadrado se tiene pp(,x)(1 ® 9)0 = ¢'qa,x)asx)0 = 0. Siendo
que g' ¥ go,(x) son monomorfismos podemos afirmar que pig,(x)0 = 0. Ademas,
por la conmutatividad del primer cuadrado, se tiene que pp(,x)(1 ® g)(b,x) =
9 (qa5x)) (Mayx)) (b, ) para todo (b, ) € rad(B) ®p Qp(X), y dado que pp(,x)
es un isomorfismo se tiene que si y1q,(x)(b, ) = 0 entonces (1® g)(b, z) = 0. Esto
implica que ker(po,x)) C ker(1 ® g) = Im(J). Entonces tenemos la siguiente
sucesion exacta:

Hap(X)

0 — TorB(rad(B), X) L rad(B) @ Qp(X) —————— > rad(B)Qp(X) = rad(Qp(X)) — 0.

Siendo que rad(B) es un (A, B)-bimddulo podemos ver el morfismo
§: TorP(rad(B), X) —=rad(B) ®p Q5(X) como un homomorfismo de A-médu-
los por ser ker(1®g). De este modo tenemos que rad(2p(X)) es un A-médulo por
ser el cociente de un homomorfismo de A-médulos. La estructura de rad(Qg (X))
como A-mdédulo viene inducida por rad(B) ®p Qp(X) que es la estructura de A-
modulo de rad(B)Qp(X) dada por a.(bx) = (ab).z para todo a € A,b € rad(B)
y z € Qp(X).

Ahora de igual forma que al principio, haciendo el mismo procedimiento que
con el mapa f, consideremos el mapa sobreyectivo P(Qg(X)) — Qp(X) para
obtener la sucesion exacta:

0—— Q4(X) —— rad(P(Qp(X))) — rad(Qp(X)) — 0.

Siendo que rad(B) ® P(2(X)) es isomorfo a rad(P(25(X))) dado por pip(x))
se tiene que rad(P(Qp(X))) vy rad(2p(X)) tienen estructura de A-médulo dada
por la multiplicacién a la izquierda por un elemento de A. Por lo tanto el mapa
rad(P(Q2p(X))) — rad(2p(X)) es un A-homomorfismo, lo que implica que su
kernel Q%(X) es un A-médulo. O

Lema 3.1.2 [18] Supongamos que B es una subdlgebra de A tal que rad(B) es
un ideal a izquierda en A. Para todo B-mddulo X y para todo entero i > 2, existe
un A-mddulo proyectivo Q y un A-mddulo Z tal que Q5(X) ~ Qa(Z) ® Q como
A-maodulo.

Si rad(B) es un ideal en A, entonces existe una sucesion exacta de A-mddulos:

00— Qi(X) —= Q4 (Y)® P —>= S —=0,
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donde P es proyectivo y S es un A-mddulo tal que gS es semisimple. En parti-
cular, si rad(B) = rad(A), el médulo S es también un A-mddulo semisimple.

De este lema solo se demostrara la primera parte, la cual es la que se utilizara
en las demostraciones de las siguientes proposiciones. El resto de la demostracién
se puede ver en el articulo ya mencionado.

Demostracion: Consideremos la resolucién proyectiva minimal del B-médulo
BX:

dn d1 do

by

Pn—l Pl PO

BX O)

la cual se construye a partir de las siguientes coberturas proyectivas minimales
0—=Qy(X)——=P,_ 1—>QZ YX)—=0

donde el mapa d;_; es la restriccion del mapa d;_; de la resolucién proyectiva
minimal de X (se hard abuso de esta notacién en el resto de la demostracion).
Por lo visto en la demostracién del lema anterior tenemos la sucesién exacta

0—— Qi (X) —— rad(pP1) > rad(p05 (X)) —— 0. (3.1)

Ahora, teniendo que 0 — Q%51 (X) — P_5 y recordando que para todo morfismo
f: M — N se tiene que f(rad(M)) C rad(N), se puede comprobar la exactitud
de la siguiente sucesion

00— QlB(X) —— Tad(BPi—l) g rad(B]Di_g).

Siendo que rad(pP;) es un A-médulo dado por la multiplicacién a la izquierda
por un elemento de A y considerando el diagrama conmutativo

rad(B) ®@p P;_ fﬂlmd( _9)

‘ di1 H

radg(P;_1)

sabemos que el mapa d;_; en la sucesion exacta anterior es un A-homomorfismo
con imagen rad(5 (X)) y ademds que la sucesién 3.1 es una sucesién de A-
moédulos. Ahora tenemos la sucesion exacta

A@p P 2> A®p P y—>Y ——0,

donde Y es el cokernel del mapa g = 1d ®p d;_;. Entonces tenemos la inclusion
de A-médulos Q5 (X) < rad(gP;_1) ~ rad(B) ®p Pi_1 — A ®p P,_; donde la
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ultima inclusién se da por considerar la inclusién 0 — rad(B) — A y tensorizar
por el médulo proyectivo P;_;.

Sea Z el cokernel Q5(X) < A ®p P,_; tenemos que Q5(X) ~ Qa(Z) ® Q
donde @ es un A-médulo proyectivo sumando de A ®pg P;_1. Los A-médulos Z y
() dependen de X. O

Definicién 3.1.3 Un dlgebra A de dimension finita se dice que es de tipo repre-
sentacion finita, si tiene una cantidad finita de A-mddulos indescomponibles
no isomorfos de dimension finita.

Teorema 3.1.4 [19] Sea B una subdlgebra de un dlgebra de Artin A con la misma
identidad tal que el radical de Jacobson rad(B) de B es un ideal a izquierda de
A. Si A es de tipo de representacion finita, entonces la dimension finitista de B
es finita.

Demostracién: Sea p X un médulo de dimensién proyectiva finita (no proyec-
tivo ya que de ser proyectivo sabemos que tiene dimensiéon proyectiva 0) cuya
primera sizigia Q5(X) admite la siguiente cubierta proyectiva minimal

0 ——Q}(X) — P(2p(X)) — Qp(X) —=0

de la cual, igual que lo realizado en el Lema 3.1.1, podemos obtener la sucesiéon
exacta

0—=0%(X) ——=rad(Pg(2p(X))) —=rad(Qp(X)) —=0.
Por el Lema 3.1.1 sabemos que rad(Pp(2p(X))) v rad(Qp(X)) son A-médulos

con la estructura de multiplicacion a izquierda por un elemento de A, por lo tanto
0%(X) es también un A-médulo por ser el kernel de un A-homomorfismo. Como
A es de tipo representacién finita podemos escribir Q%(X) = @;:1 M’ donde
s; es un entero no negativo para todo 1 < j <ty {M;y, Ms, ..., M;} es una lista
completa de A-mddulos indescomponibles no isomorfos. Recordemos que todo
A-médulo lo puedo ver como un B-mdédulo y como esta identificacién respeta la
aditividad, entonces la descomposicién de Q%(X) = @2:1 M ;j es también una
descomposicion como B-moddulo. Por lo tanto tenemos que

dp(pX) < dp(Q%(X)) +2

y utilizando la funciéon ¥pg de Igusa-Todorov se tiene que
dp(pX) < Up(Qp(X)) +2
= Up(EP M) +2

= Up(EP M) +2.
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Por la desigualdad anterior se deduce que la dimensioén finitista de B esta acotada
por Wy (€9, M; ) +2 O

Observaciéon 3.1.5 El teorema anterior lo enuncia Changchang Xi en su articulo
[19] y en su intento de demostracién comete el error de considerar que bajo las
hipétesis del teorema se cumple que rad(gM) es un A-médulo para todo B-
modulo g M. Este error fue salvado por Changchang Xi, como recién se desarrolld,
en el articulo [18] del mismo ano al sustituir en la demostracién rad(pM) por
rad(gS2(M)) el cual es un A-médulo por el Lema 3.1.1. El error mencionado fue
observado por C.M. Ringel, quien le recordé a Changchang Xi un contraejemplo
propuesto por R. Farnsteiner, el cual se desarrollara en la siguiente seccion.

Teorema 3.1.6 Si A es un dlgebra de Artin con dos ideales I y J tal que IJ =0
y ambos A/l y A/J son de tipo representacion finita, entonces la dimension
finitista de A es finita.

Demostracién: Por suposiciéon ambos A/I'y A/J son de representacién finita,
por lo tanto existen { My, M, ..., M} v {N1, Na, ..., N, } listas completas de A/I-
médulos y A/J-médulos indescomponibles no isomorfos. Ahora, sea X un A-

modulo con dimension proyectiva finita, consideremos la sucesion exacta
0= JX - X — X/JX — 0. Siendo que IJ = 0, el médulo JX es un A/I-
modulo y por lo tanto JX = G}jzl M JS 7 para algunos enteros no negativos s;. Por

otro lado X/JX es un A/J-médulo y por tanto X/JX = @2:1 N;j para algunos
enteros no negativos t;. Utilizando la funcién de ¥4 de Igusa-Todorov tenemos
que

dp(4X) =TV (4 X) <V (Q (@ Mjf) © 02 (é Njf)) +2
= (@ Q(M;)% @ @W(Nj)tﬂ') +2
= <@ QM) ® @Q%Nﬂ) +2,

donde la primer desigualdad es por la Proposicién 2.0.10 y la dltima igualdad
por la Proposicién 2.0.7. De lo anterior se deduce que la dimensién proyectiva

de 4 X estd acotada por ¥ <@j:1 QM) & @;:1 QQ(Nj)> + 2 y por tanto queda

demostrado el teorema. [l

Teorema 3.1.7 [19] Sean A, B y C' tres dlgebras de Artin con la misma iden-
tidad tal que (i) C C B C A, y (ii) el radical de Jacobson de C es un ideal
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1zquierda de B y el radical de Jacobson de B es un ideal izquierda de A. Si A es
de representacion finita, entonces C' tiene dimension finitista finita.

Demostracion: Sea ¢X un C-médulo de dimension proyectiva finita. Por lo
visto en el Lema 3.1.1 se cumple que Q%(X) es un B-médulo. Por lo tanto pode-
mos considerar la siguiente sucesion exacta de B-mddulos

0 —= QpOL(X) —= P —= Q2(X) —0.

donde P es un B-modulo proyectivo. Por el Lema 3.1.2 existe un B-médulo Y y
un B-mdédulo Q" proyectivo tal que pQZ4(X) ~ Qp(Y) & Q'. Ahora la sucesiéon
anterior se puede escribir como

0——Q%(Y) —= P —— Q%(X) —0.

De nuevo por el Lema 3.1.2 existe un A-médulo Z y un A-médulo proyectivo @)
tal que AQ%(Y) ~ Q4(Z) @ Q. Tenemos entonces la siguiente sucesion exacta

0——Qu(Z) B Q —= P — Q2(X) —0.

Si consideramos la sucesiéon anterior como sucesion de C-moédulos se puede afirmar
que

dp(cX) < dp(QE (X)) 42
SV (P (Qu2)®Q))+3

donde la ultima desigualdad es por la Proposicién 2.0.8. Dado que A es de
representacion finita existe {M;, Mo, ..., M, } lista completa de A-médulos in-
descomponibles no isomorfos. Como Q4(Z) @& @ es un A-mdédulo se tiene que
Qu(Z) ® Q = @®;M/* para enteros no negativo t; como A-médulo y por tanto
también como C-médulo. Entonces la desigualdad anterior la podemos escribir
como

dp(cX) < ¥ (P@ @Mfi) +3.

g@(cB@@MZ) + 3.

Esto prueba que la dp(cX) estd acotada por ¥ (¢ B @ @, M;) + 3, lo que prueba
el teorema. ([l

El siguiente resultado fue publicado en 2015 por Chengxi Wang y Changchang
Xi en [17, Lema 2.35].
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Definicién 3.1.8 Sea A un dlgebra de Artin, M es un A-mddulo sin tor-
sion si es isomorfo a un submddulo de un producto directo de copias de A. En
particular todo submaodulo de un modulo proyectivo es un modulo sin torsion.

Lema 3.1.9 Sea A un dlgebra de Artin y B un subdlgebra de A con la misma
identidad. Supongamos que I es un ideal de B y también un ideal a izquierda de A.
Entonces, para cualquier B-mddulo X sin torsion, IX es un A-mddulo sin torsion
y existe un A-mddulo proyectivo Q y un A-mddulo Z tal que IX ~ Qu(Z) ® Q
como A-maédulos.

Demostracion: Dado que X es un B-moédulo sin torsién existe la inclusién
X — P, donde P es un B-moédulo proyectivo. Por lo tanto podemos obtener la
siguiente sucesion exacta

0 x-'.p Y 0

donde Y es el cokernel de X < P. Siendo P proyectivo se tiene que
TorB(I, P) =0, por lo tanto, a partir de la sucesién anterior podemos obtener la
siguiente sucesion exacta

0—=TorP(I,Y) YT @p X 2o [@pP—=T0Y —=0,

y considerando el mapa multiplicacién pp : I ®g P — I P obtenemos el diagrama

0—=TorB(LY) LT @ X 2 [ @y P—>R5Y —=0.

oo

IP

Como P es proyectivo tenemos que pp es un isomorfismo y por lo tanto se tiene
que Im(1®n) ~ Im(up(l ®n)) = IX. Ahora tenemos la sucesién exacta

0——=TorB(I,Y) 2Ty X 229 1x 0.

Dado que I es un ideal a izquierda de A sabemos que I ®p X e I ®p P son
A-médulos y el mapa I ®g X — [ ®p P es un homomorfismo de A-moédulos, por

lo tanto TorP(I,Y) % I ®p X es un homomorfismo de A-médulos. Entonces el
B-moédulo IX tiene estructura de A-moédulo por ser IX el cokernel de ¢ cuya
estructura de A-médulo es la inducida por I ®p X, o sea a(jz) = (aj)z,Va €
A,j € I,z € X. Recordemos que Im(1 ® n) ~ IX, por lo tanto IX es un
submodulo de I ® P y ademas, como se tiene que I < Ay P proyectivo, sabemos
que I ®p P — A ®p P. Por ultimo tenemos las siguientes inclusiones de A-
moédulos I X — [ ®g P+, A®p P, donde 4A ®p P es un A-mddulo proyectivo.
Si Z es el cokernel de I X <4 A®p P, como 4A®p P es proyectivo, se tiene que
IX ~Qa(Z) @ Q donde @ es un A-mddulo proyectivo. O
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3.2. Ejemplo

En esta seccion se desarrollara el contraejemplo enunciado por R. Farnsteiner
que dejo en evidencia el error en el primer intento de demostracién del Teorema
3.1.4 realizado por Changchang Xi. El objetivo de este ejemplo es probar que
si B es una subalgebra de un algebra de Artin A con la misma identidad, tal
que el radical de Jacobson rad(B) de B es un ideal a izquierda de A, entonces
no podemos asegurar que para todo B-médulo M se cumple que rad(M) es un
A-médulo. La idea es definir dos algebras particulares A y B que verifican las
condiciones anteriores y encontrar un B-modulo M cuyo radical es un B-médulo
simple de dimension 1 y el cual no puede ser un A-mdédulo ya que, para este caso,
todos los A-médulos simples tienen dimension 2.

Sea A = K|[z]/(x?) una K-algebra, consideremos el dlgebra A de matrices de
2x2 cuyas entradas pertenecen a A, o sea A := Msys(A). Por lo demostrado en
la Proposicién 1.4.8, el radical de Jacobson de A es rad(A) = Mays(rad(A)), lo
a1 QT
Q3T Oyl
como el algebra generada por el radical de A y la unidad en A. En este caso la

) 1o 0
unidad en A es (0 1

probar que rad(B) es un ideal a izquierda en A y que hay un B-mdédulo M cuyo
radical no es un A-mdédulo.

que en este caso significa que rad(A) = ( con o; € K. Definimos B

). Ya definidas las dlgebras A y B, ahora pasaremos a

Por como se define B, el radical de A es un ideal maximal en B y ademas
rad(A) esnil, ya que si a € rad(A) se cumple que a* = 0. Ahora, dado que rad(B)
es la interseccion de todos los ideales maximales, se tiene que rad(B) C rad(A)
y por la Proposicién 1.4.7 sabemos que rad(B) contiene a todos los ideales nil de
B, por lo tanto se cumple que rad(A) C rad(B). Podemos concluir entonces que
rad(A) = rad(B). Tenemos entonces que rad(A) = rad(B) es un ideal maximal
de B,y como rad(B) es la interseccién de todos los ideales maximales, podemos
afirmar que rad(B) es el tinico ideal maximal de B, por lo tanto el dlgebra B es
local.

El algebra B tiene un tnico idempotente primitivo que es la unidad, por lo
tanto es un algebra bésica cuyo carcaj tiene un solo vértice, y ademds como
rad?(B) = 0 se tiene que e;rad(B)/rad*(B)e; tiene dimensién 4. Por lo tanto el
carcaj de B es el siguiente:
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e

cualesquiera igual a cero, o sea rad?(B) = 0.

con las relaciones dadas por el producto de dos flechas

Consideremos el B-médulo M y su radical rad(M) = rad(B)M, como se
muestra en la siguiente figura:

El radical de M es un B-médulo simple de dimensién 1, entonces si rad(M)
también fuese un A-moédulo seria un A-mdédulo simple de dimensién 1. A conti-
nuacion se justificara, de dos formas distintas, que los A-mdédulos simples tienen
dimensién 2.

0 0)727\0 1,
el cual es un conjunto de elementos primitivos ortogonales idempotentes tal que
ly=e1+eyyel A= ey A, por lo tanto la categoria de médulos de Ay e Ae; = A
son equivalentes Morita (ver [14, Observacién 5.3]). En la Proposicién 1.4.8 se
probd que hay una correspondencia inyectiva entre los A-mddulos simples y los
A-modulos simples donde a cada A-mddulo simple X le corresponde el A-mdédulo

En A consideremos el conjunto {ej, es}, donde e; = (1A 0 e 00 > ,

. X . . . .
simple ( X)' Esta correspondencia, dada la equivalencia de categorias, se puede
afirmar que es una biyeccion y por lo tanto podemos asegurar que los tinicos A-

X , .
P% donde X es un A-mddulo simple. De esta
ultima afirmacion se deduce que todos los A-mddulos simples tienen dimensién
2.

modulos simples son de la forma
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Veamos otra forma de justificar el resultado anterior. Si consideramos la 6-
upla #Z = (A,A, A, A o, 5) donde o : A @y A — A tal que a(m ®n) = nm y
B: Ay A — A tal que f(n ® m) = mn se tiene que

A A
A(a:ﬁ)(%) = (A A) = A.

Ahora, por lo visto en la Proposicion 1.7.1 la categoria de A-mddulos y la
categoria .# (A) son equivalentes, donde los elementos de .Z(A) son de la forma
(X,Y, f,g) donde X € mod — A, Y € mod — B,f € Homy(A @, X,Y) y g €
Homa (A ®, Y, X) tal que los siguientes diagramas son conmutativos:

A@AA@AXﬂA@)AY A®AA®AYﬂA®AX
ﬁ@[dxj lg Oc®fdyl lf

Y

Aoy X X ARpY

Por la Proposicién 1.5.11 podemos considerar f € Homy(X,Y)y g € Homp (Y, X),
y los diagramas conmutativos anteriores como:

x—1oy y 2o X
Idxl jg Idyl jf
X-—=.X Y=oy

La conmutatividad de los diagramas anteriores implica que los elementos de
A (A) son 4-uplas de la forma (X, X, f, f~!) donde X € mod-Ay f: X — X es
un isomorfismo. Por la Proposicion 1.7.3 hay una biyeccién entre los A-mddulos
simples vistos como elementos de .Z(A) y los A-médulos

{A-médulo simple} <— {A-mddulo simple tal que Us(X, X, f, f71) = X #
0}

Ahora por como se definié en la Seccién 1.7, el funtor F': .#(A) — A hace
corresponder a cada elemento (X, X, f, f~!) de .#(A) el grupo abeliano X @& X
cuya estructura de A-médulo estd dada en este caso por considerar X @& X como
un vector columna y la multiplicacién por un elemento de A como la multipli-
cacién entre matrices. Ademads, en la Proposicion 1.4.8 se probd que hay una
correspondencia inyectiva entre los A-mdédulos simples y los A-mddulos simples,

. . , . X
donde a cada A-mddulo simple X le corresponde el A-médulo simple ( X)' Esto
implica que la biyeccién antes mencionada en este caso se simplifica a

{A-médulo simple} <— {A-mddulos simples}={A-médulo M tal que M =
X & X tal que X es un A-médulo simple}.
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Por lo tanto todos los A-moédulos simples tienen dimensién 2.

3.3. Resultados de Shufeng Guo

3.3.1. Extension de Algebras e Ideales

El objetivo de esta seccién es mostrar algunos de los resultados obtenidos por
Shufeng Guo en su articulo “Finitistic dimension conjecture and extensions of
algebras” los cuales generalizan algunos de los resultados antes mencionados.

El siguiente teorema generaliza el Teorema 3.1.6

Teorema 3.3.1 [5/ Sea A un dlgebra de Artin e I,J,K tres ideales de A tales que
IJK=0 y K D rad(A). Si ambos A/l y A/J son A-sizigia-finita, entonces A

tiene dimension finitista finita.

Demostracion: Sea X un A-moédulo con dimensién proyectiva finita. Consideremos
la sucesion de A-moédulos

0 —— JOQU(X) —= Qu(X) —= Qa(X)/ Q4 (X) —0

siendo 1JQ4(X) C IJrad(P(X)) = IJrad(A)P(X) C IJKP(X) = 0, la tltima
igualdad por hipotésis, donde P(X) es la cubierta proyectiva de X (la primer
desigualdad se debe a que Q4(X) C rad(P(X))). Tenemos que Y := JQ4(X) es
un A/I-médulo y Z := Qa(X)/JQa(X) es un A/J-médulo.

Si A/I'y A/J son A-sizigia-finita, entonces existe un entero no negativo n y
A-médulos M y N tal que Q4 (Y) € add(aM) y U%(Z) € add(4N). Utilizando el
Lema de la Herradura sobre sucesiones exactas obtenemos la siguiente sucesion
exacta

00— (Y)— Q" (X)p P—=Q%(Z) —=0

donde P es un A-modulo proyectivo. Ahora acotemos la dimensién proyectiva
de 4 X:

dp(4X) < pd(Q;T (X)) +n+1
=pd(QUHX) @ P)+n+1
<U(QHNY) e U(Z)) +n+ 3
< U(Qu(M) @ Q(N)) +n+3
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siendo ¥ es la funcion de Igusa-Todorov, donde la segunda desigualdad es por
la Proposicion 2.0.10 y la ultima desigualdad es por la Proposicion 2.0.7. Por
lo tanto fin.dim(A) estd acotada por W(Q24(M) ® Q%(N)) +n + 3 con lo cual
fin.dim(A) < oco. O

Lema 3.3.2 [5] Sea
B=A4CA C..CA,_,CA,=A

una cadena de subdlgebras de un dlgebra de Artin A tal que I;_1 es un ideal de
A;_1 y también es un ideal izquierda de A; para todo 1 < i < s con s un entero
positivo. Si A es 1-sizigia-finita y B/Is_1...I11y es B-sizigia-finita (por ejemplo,
B/I;_y...I11y es de representacion finita), entonces fin.dim(B) < oco.

Demostracion: Si s = 1 es claro que I = I,_1...I1Iy = I es un ideal en B. Ahora,
si s > 2, como [, o es un ideal a izquierda de A,_; se tiene que I,_1[, o estd
contenido en I, 5, y continuando este procedimiento tenemos que I, _;...I; [ esta
contenido en Iy. Como B estd incluida en A,_; e I,_; es un ideal de A,_; se tiene
que bl,_| C I,_; para todo b € B y por lo tanto bl,_y...I1 1y C Is_1...I11y, lo que
implica que I,_;...I1 Iy es un ideal a izquierda de B. Por otro lado, como I es un
ideal de B, se tiene que I;_i...I11y es un ideal derecha de B. Tenemos entonces
que [ := I, 4...I11y es un ideal en B contenido en Ij.

Si X es un B-médulo con dimensién proyectiva finita. Entonces podemos
formar la siguiente sucesion exacta de B-modulos.

0 —IQp(X) — Qp(X) — Qp(X)/IQp(X) —=0

Dado que B/I es B-sizigia-finita existe un entero no negativo n y un B-
médulo M tal que QE(Y) € add(pM), siendo Y := Qp(X)/IQ(X) claramente
un B/I-médulo.

Por otro lado tenemos que Q2 5(X) es un B-mdédulo sin torsion entonces Ip$2p(X)
es un A;-modulo sin torsion por el Lema 3.1.9. Inductivamente, por el Lema 3.1.9
obtenemos que Z := IQp(X) es un A-mdédulo sin torsién y existe un A-médulo
proyectivo @ y un A-médulo W tal que Z ~ Q4(W)®Q como A-mdédulos. Siendo
que A es 1-sizigia- finita existe un A-médulo N tal que Q4(W) € add(4N), lo
que significa que Z € add(4N @ A).

Tomando la n-ésima sizigia de la sucesion anterior y por el Lema de la Herra-
dura, se obtiene la sucesién exacta de B-modulos

0—=Q%(2) —= Q' (X)o P—= Q3 (Y) —=0



52 CAPITULO 3. RESULTADOS SOBRE LA CONJETURA FINITISTA

con P B-moédulo proyectivo. Ahora podemos acotar la dimension proyectiva de
BX.

pd(5X) < pd(Q" (X)) +n+1
=pd(QE(X) D P)+n+1
<U(QEHZ) @ QE2(Y) +n+3
<Y(QFT(N® A) e Q(M)) +n+ 3.

donde W es la funcién de Igusa-Todorov, la segunda desigualdad es por la Pro-
posicién 2.0.10 y la tltima desigualdad es por Proposicién 2.0.7 parte 4). Por lo
tanto fin.dim(B) estd acotada por W(QETH (N @ A) @ Q%4(M)) +n + 3. O

El siguiente lema es una version similar al Lema 3.3.2.

Lema 3.3.3 [5] Sea
B:AOQAIQ-'-gAsflgAs:A

una cadena de subdlgebras de un dlgebra de Artin A tal que I;_1 es un ideal
de A;_1 y también un ideal a izquierda de A; para todo 1 < i < s con s un
entero positivo. Supongamos que Iy es el radical de Jacobson rad(B) de B. Si A
es 1-sizigia-finita y A1/Is_1...I1 es B-sizigia-finita (por ejemplo, Ay/Is_1...17 es
representacion finita), entonces fin.dim(B) < oc.

Demostracién: Por lo asumido [ := I,_;...I; es un ideal en A; contenido en I;. Si
X es un B-médulo con dimensién proyectiva finita, entonces podemos formar la
siguiente sucesion exacta de B-modulos.

Dado que Ay/Is;...I; es B-sizigia-finita existe un entero no negativo n y
un B-médulo M tal que Q%(Y) € add(gM), siendo Y := Q%(X) /I, _1...[1Q%(X)
claramente un A; /I ;...I;-médulo.

Por otro lado, por el Lema 3.1.2, tenemos que Q%(X) es un A;-médulo sin
torsién, entonces [;9Q%(X) es un A;-mdédulo sin torsién por el Lema 3.1.9. In-
ductivamente, por el Lema 3.1.9 obtenemos que Z := I, 1...I1Q%(X) es un A-
maédulo sin torsion y existe un A-mdédulo proyectivo ( y un A-médulo W tal que
Z ~ Qu(W) @ Q como A-mddulos. Siendo que A es 1-sizigia-finita existe un
A-médulo N tal que Q4(W) € add(aN), lo que significa que Z € add(4N & A).

Tomando la n-ésima sizigia de la anterior sucesiéon y por el lema de la Herra-
dura, se obtiene la sucesién exacta de B-modulos

0—O%(Z) —= QX))@ P—=Q%(Y) —=0
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con P B-moédulo proyectivo. Ahora podemos acotar la dimensién proyectiva de
BX.

dp(pX) < dp(Q52(X)) +n +2
=dp(QE*(X) D P) +n+2
<U(QEHZ) e QE2(Y)) +n+4
<V (N® A) @ QF(Z)) +n+ 4.

donde ¥ es la funcién de Igusa-Todorov. Por lo tanto fin.dim(B) es acotada por
VO N®A) @ O%(2) +n+ 4. O

El Lema 3.3.2 y el Lema 3.3.3 prueban el siguiente teorema:

Teorema 3.3.4 : [5] Sea

B:AOQAlg-'-gAs—lgAs:A

una cadena de subdlgebras de un dlgebra de Artin A tal que rad(A;_1) es un
ideal a izquierda de A; para todo 1 < 1 < s con s un entero positivo y A es
1 — sizigia — finita. Entonces fin.dim(B) < oo bajo las siquientes condiciones:

1. B/rad(As_1)...rad(Aq)rad(Ap) es B — sizigia — finita (por ejemplo,
B/rad(As_1)...rad(Ay)rad(Ay) es representacion finita).

2. Ai/rad(As—1)...rad(Ay) es B — sizigia — finita (por ejemplo,
Ay /rad(As_q)...rad(Ay) es representacion finita).

El Teorema 3.3.4 recupera el Teorema 3.1.4 si tomamos s = 1 y recupera el
Teorema 3.1.7 si s = 2.

El siguiente ejemplo presentado por Guo en [5] pretende mostrar cémo el
Teorema 3.3.4 (méas general el Lema 3.3.3) le permite demostrar que un dlgebra
tiene dimensién finitista finita, probando de otra forma un resultado ya obtenido
por Changchang Xi.

Ejemplo 3.3.5 Se considera el dlgebra B cuyo carcaj es
A

AR
1<—6_>2<:>3, By=0d6(a+e), YB3=7=X2=A8=X = (a+¢€)By\=0.

a+te

Probemos que fin.dim(B) < oo. Para ello consideremos la cadena de subdlge-
bras B C A1 C A de la siguiente forma:



o4 CAPITULO 3. RESULTADOS SOBRE LA CONJETURA FINITISTA

A

{) s

. . . ~ .
Ay que esta determinada por el carcaj 1——=9 a3 con la relaciones
-

B [ —

By=0be, \B=0=N=X\=M=0a=e3=e =a\=afyA\=0yla
inclusion de B en Ay es generada por el conjunto {ey, ea, 3,8, X, 6,7, + €}.

A estd determinada por el carcaj

62 q o1 Sy g A g

con la relacion af&el = 0 y la inclusion de Ay en A es generada por el conjunto
{617 €y = ey +e4 + €5,€3 = €3 + €6, >\7 ﬁu Q, €,77 1= 567 0= ﬁf}

Observemos que estamos en las hipotesis del Lema 3.3.3: La cadena de subdlge-
bras B C Ay C A cumple que existe un ideal Iy de B (Iy = rad(B)) tal que es un
ideal de Ay y existe un ideal I de Ay (I, = rad(Ay)) tal que es un ideal de A.
Ademds A es un dlgebra de Nakayama y por lo tanto es de tipo representacion
finita, en particular es 1-sizigia-finita. Ademds A, /I, es de tipo representacion
finita. Por lo tanto, por el Lema 3.3.3 (en particular por Teorema 3.3.4 parte 2)
se tiene que fin.dim(B) < oco.

Si bien este ejemplo cumple su cometido, se puede observar que no es necesario
aplicar el Teorema 3.3.4 propuesto por Guo para probar lo buscado, ya que en
este caso se cumplen las hipétesis del Teorema 3.1.7 demostrado por Changchang
Xi en 2004. Por tal motivo el ejemplo propuesto no muestra el potencial real
de los Lemas 3.3.2 y 3.3.3. A continuacién mostraré otra forma de probar que
fin.dim(B) < oo (B definida en el ejemplo anterior) utilizando el Lema 3.3.2 sin
caer en las hipotesis del Teorema 3.1.7.

Ejemplo 3.3.6 Consideremos nuevamente el dlgebra B, como se definio en el

ejemplo anterior, definida por el siguiente carcaj:
A

1<—;_>2<—6T>3 By=0dla+e), Y8=70=X2=A=X = (a+¢)By\=0.

Ahora consideremos nuevamente el dlgebra A como se definio en el ejemplo
anterior, cuyo carcaj es

6—">4 1— Sy e o X 5

con la relacion afle\ = 0, de la cual sabemos que B es una subdlgebra y la
inclusion estd dada por el conjunto {e1,es = eq + €4 + €5,€3 = €3 + €6, A\, B, +

6,7 :=E¢,0 1= BEY.
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En este caso la cadena de subdlgebras obtenida es B C A, la cual no cumple
que Iy = rad(B) sea un ideal de A ya que o + € pertenece al rad(B) pero al
considerarlo en A tenemos que eg(a+¢€) = a ¢ rad(B). Por lo tanto no podemos
aplicar el Lema 3.3.3.

Ahora consideremos Iy = rad(B)—{a+¢€} (ideal generado por todas las flechas
menos a + €) el cual es un ideal en B y también es un ideal a izquierda en A.
Entonces tenemos que:

w [p =rad(B) —{a+e€} el cual es un ideal en B y un ideal a izquierda en A,
w A es I-sizigia-finita (en este caso de representacion finita),

» B/l es B-sizigia-finita (en este caso es de representacion finita),

lo que tmplica que estamos en las hipotesis del Lema 3.3.2 y por lo tanto podemos
afirmar que fin.dim(B) < 0.

El ejemplo anterior deja en clara evidencia como el Lema 3.3.2 generaliza el
Teorema 3.1.4 y la pertinencia de la generalizacion del Teorema 3.1.7.

3.3.2. Algebra Homolégica Relativa y Dimension Finitista

Si B es una subalgebra de una édlgebra de Artin A, recordar que notaremos
por Z(A, B) a la subcategoria completa de A-mod determinada por todos los
A-médulos (A, B)-proyectivos.

Lema 3.3.7 Sea ¢ : B — A una extension de dlgebras de Artin. Si B es de
representacion finita, entonces P(A, B) también lo es.

Demostracién: Sea {Bj, ..., B;} una lista completa de B-mddulos indescompo-
nibles no isomorfos. Si X € Z(A,B) es un A-médulo indescomponible, en-
tonces g X = @;:1 B;” visto como un B-moddulo y por lo tanto A ®p X =~

@;:1(14 ®p B;j)™. Ahora, dado que X es un sumando de A®p X y es indescom-
ponible, se tiene que X es un sumando de A®pg B; para algin ¢, 1 < ¢ <t. Por lo
tanto tenemos que el conjunto de los A-moédulos indescomponibles no isomorfos
que son sumandos de A®pg B; para algin ¢, 1 < ¢ <t determina una lista comple-
ta de los A-médulos indescomponibles no isomorfos de &?( A, B). Este conjunto es
finito por ser { By, ..., B;} finito y porque cada A-médulo A ®p B; se descompone
en una cantidad finita de modulos indescomponibles. 0
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Teorema 3.3.8 Sean B y A dlgebras de Artin con B de representacion finita.
Supongamos que ¢ : B — A es una extension de dlgebras. Entonces:

1. Si fin.dim(p) < 1, entonces A tiene dimensidn finitista finita.

2. 812 < fin.dim(p) < oo y si para todo A-mddulo X con dimension pro-
yectiva finita, 1A ®p X tiene dimension proyectiva finita, entonces A tiene
dimension finitista finita.

Demostracion: Dado que B es de representacién finita, por el Lema 3.3.7, tene-
mos que (A, B) es de representacion finita. Por lo tanto podemos asumir que
{Q1, ..., @} es una lista completa de A-mdédulos (A, B)-proyectivos indescompo-
nibles no isomorfos. Sea X un A-moédulo con dimension proyectiva finita:

1. Si fin.dim(p) < 1, entonces dpr(,X) < 1, y por lo tanto 4X tiene una
resolucién (A, B)-proyectiva de longitud 1:

0 P Py X 0

Siendo 4P, & Py € #(A, B), podemos escribir 4P, & Py = @}”ZIQ?, donde s; es
un entero no negativo para todo j.
Ahora acotemos la dimensién proyectiva de 4.X:

= V(&7L,Q7) +1
< \I’(@;‘nﬂQj) + 1.
donde ¥ es la funcion de Igusa-Todorov, la primera desigualdad es por la Propo-

sicion 2.0.8 y la ultima desigualdad es por el Lema 2.0.7. Por lo tanto tenemos
que la fin.dim(A) estd acotada por W(®7L,Q;) + 1.

2. 512 < fin.dim(yp) = n < oo, entonces por definicion dpr(4X) < n, por lo
tanto 4 X tiene una resolucién (A, B)-proyectiva de longitud n

0 P, P, P Fy X 0.

Consideremos ahora la resolucion proyectiva estandar de 4 X

on

Ch Ch-1 4 Co X 0,

donde Cy = A®pg X y C; = A®p kerd;,_, para todo ¢ > 1. Entonces podemos
obtener la siguiente resolucién (A, B)-proyectiva de 4 X de longitud n

0 —= Im(6,) =

Cy O ——=Cp—=X—>0  (3.2)
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Por el Lema 1.6.23 observemos que
P,dCh 1®Po®..®D~=Im(0,) ®Pr1®Cpo®...0 D

donde D = Fysines pary D = Cy si n es impar. Por lo tanto podemos afirmar
que

Imé, = ®7,Q7 y Ci=a,Q"

7

donde todos los s;; son enteros no negativos para 0 <i<ny 1 <j<m.

Probemos que los modulos C; e I'm 9, tienen dimensién proyectiva finita para
todo 0 < ¢ < n — 1. Para ello consideremos la sucesién 0 — kerdy — Cy —
X — 0 obtenida de (3.2). Dado que X y Cj tienen dimensién proyectiva finita
por hipétesis, se tiene que dp(kerdy)< oo. Ahora procediendo de igual forma con
kerdy en lugar de X podemos probar que C} y kerd; tienen dimensién proyectiva
finita. Continuando este procedimiento probamos lo buscado.

Acotemos la dimensién proyectiva de X

dp(4aX) < max{proj.dim(Im é,),dp(C;),i =0,....,n — 1} +n.
= mazx{¥(Im 6,),¥(C;),i=0,...,n— 1} +n.
< maz{¥(L,Q;"), ¥(®,Q;"),i=0,..,n— 1} +n.
< U(D7L,Q;) +n.

donde ¥ es funcién de Igusa-Todorov. O

Corolario 3.3.9 Sea f : B — A una extension de dlgebras de Artin tal que
2 < findim(f) < oo. Supongamos que dp(pA) < oo y Ap es proyectivo. Si
fin.dim(B) < oo, entonces fin.dim(A) < oco.

Demostracién: Primero probemos que para todo A-mdédulo X con dimensién pro-
yectiva finita se tiene que 4 A ®p X tiene dimensién proyectiva finita. Sea X un
A-médulo tal que dp(4X) = p < 0o, entonces 4 X admite una resolucién proyec-
tiva de longitud p

0—> AP, —> 4P,y aPy—= 4 X —=0.

Ahora, si vemos esa sucesién de A-moédulos como una sucesiéon de B-médulos
se tiene que dp(pX) < max{dp(4F;),i =0, ...,p} +p. Entonces, si vemos X como
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un B-mdédulo, sabemos que dp(pX) < dp(gA) + dp(uX) = m < oo. Podemos
entonces considerar la siguiente resoluciéon B-proyectiva de g X de longitud m:

0——=P,—P,_1 P X 0.
Siendo que Ap es proyectivo, la sucesion
0—=A®pP,— AR P, 1—..— AR Ph—= A X —=0

es exacta y es una resolucién proyectiva de A ®p X, lo cual prueba que dp(A ®p
X) < o0.

Sea X un A-médulo con dp(4X) < co. Dado que 2 < fin.dim(f) < oo, por lo
hecho en la prueba del Teorema 3.3.8, 4 X tiene una resolucién (A, B)-proyectiva
de longitud n:

0 Y Ch-1 Ch Co X 0.

tal que Y vy 2oC; con 0 < i < n—1 tienen dimensién proyectiva finita y para todo
0 <i<n—1 C;seexpresa de la siguiente forma: C; = A® g M;, donde gM; tiene
dimensién proyectiva finita. Por hip6tesis sabemos que fin.dim(B) = m < oo,
entonces gM; tiene una resolucién proyectiva de longitud m:

0—=CQm—Qn Qo pM;—0.

Dado que consideramos Ag proyectivo, la sucesion
0—=AQ®pQn—>ARpQnm1—...—>AQpQo—A®p M;—0.

es exacta y es una resolucién proyectiva de 4 A® g M;, por lo cual podemos afirmar
que dp(aA ®p M;) < m.

Notemos que dp(pY) < oo ya que dp(4Y) < ooy dp(gY) < dp(aY) +
dp(pA) < oo. Ahora procediendo igual que con pM; podemos justificar que
dp(4Y) < dp(A ®4Y) < m. Ahora podemos acotar la dimensién proyectiva
de AXZ

dp(4X) < max{dp(Y); dp(C;),i=0,...,n—1}+n
<m+n.

Esto implica que fin.dim(A) < oo. O



Capitulo 4

Aportes a la Conjetura finitista

El objetivo de este capitulo es profundizar en el alcance de los resultados obte-
nidos por Shufeng Guo, observando cémo se caracterizan los principales resultados
mencionados y dando posibles ideas de como utilizarlos en casos particulares.

4.1. Extensiones y Algebras Cociente

Definicién 4.1.1 Sea A un dlgebra de Artin e I un ideal de A, se define la sub-
categoria Ca,1 de A/I-mod como Cy; = {M € A-mod | M es un A-mddulo
sin torsion y M € A/I-mod}.

Observacion 4.1.2 1. Notemos también que st X es un modulo sin torsion
de A, se tiene que IX — X < A y por lo tanto I X — A — A/IX, lo que
implica que IX = Q(A/IX) ® Q donde Q es un A-mddulo proyectivo.

2. En la demostracion del Teorema 3.3.1 se define el A-mddulo Y := IQ4(X)
el cual es un A/ J-mddulo, y por lo dicho en la parte 1. tenemos que existe un
A-mddulo W y un A-mddulo Q proyectivo tal que Y ~ Q(W) @ Q. Tenemos
entonces que Y € Cy ; y por lo tanto podemos enunciar de forma mds
general el Teorema 3.5.1.

El siguiente teorema, ademas de generalizar algunos resultados de Guo (Teo-
rema 3.3.1 y Lema 3.3.2), deja en evidencia como se relacionan estos resultados
entre si.

Teorema 4.1.3 Sea B = Ay € A; C ... C A,_1 C A, = A una cadena de

29
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subdlgebras de un dlgebra de Artin A tal que I;_1 es un ideal de A;_1 y también
un ideal a izquierda de A; para todo 1 < i < s con s un entero positivo. Sea I =
Isq..I11y y J un ideal de B que también es un ideal en A tal que JIrad(B) = 0.
Si ambos Cy y y B/I son B-sizigia-finita, entonces fin.dim(B) < oo.

Demostracion: Primero observemos que I = I,_1...I11y es un ideal de B contenido
en Iy. Sea X es un B-moédulo con dimension proyectiva finita, entonces podemos
construir la siguiente sucesion exacta de B-modulos.

0——IQp(X) —Qp(X) —Qp(X)/IQp(X) —0

Dado que B/I es B — finita existe un entero no negativo p y un B-mdédulo
M tal que Q% (Y) € add(gM), siendo Y := Qp(X)/IQp(X) claramente un B/I-
modulo.

Por otro lado tenemos que Qp(X) es un B-médulo sin torsién, entonces
IpQp(X) es un Aj-moédulo sin torsién por el Lema 3.1.9. Inductivamente, por
el Lema 3.1.9 obtenemos que Z := IQp(X) es un A-médulo sin torsién y existe
un A-médulo proyectivo (@ y un A-médulo W tal que Z ~ Qu(W) @& @ como
A-médulos. Ademés JIQp(X) C JIrad(P(X)) = JIrad(B)P(X) = 0. Por lo
tanto Z € Cy y, y siendo que Uy y es B — sizigia — finita existe un entero no
negativo m y un B-médulo N tal que Q5 (Z) € add(gN).

Si n = méx{p, m}, tomando la enésima sizigia de la sucesién anterior y por
el Lema de la Herradura, se obtiene la sucesion exacta de B-modulos

0—=O%(Z) —= QN (X)) P—=Q%(Y) —=0

con P B-modulo proyectivo. Ahora podemos acotar la dimension proyectiva de
BX.

dp(pX) < dp(QsH (X)) +n+1
=dp(QUETHX)DP)+n+1
<U(QENZ) @ QB2 (YY) +n+ 3

< U(QEH(N) @ QTP (M) +n + 3.

donde ¥ es la funcién de Igusa-Todorov. Por lo tanto fin.dim(B) esta acotada
por W(QEH™(N) @ Qi 7P(M)) +n + 3. O

Si en el Teorema 4.1.3 tenemos que A = B obtenemos el siguiente corolario,
el cual generaliza en cierta medida el Teorema 3.3.1 .
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Corolario 4.1.4 Sea A un dlgebra de Artin y sean J e I ideales de A tales que
JIrad(A) = 0. Si ambos Cyay y A/l son A-sizigia-finita, entonces A tiene di-
mension finitista finita.

Observacion 4.1.5 Si B es una subdlgebra de un dlgebra de Artin A, entonces
st A es 1-sizigia-finita, Ca j es de representacion finita para todo ideal J de A y
por lo tanto Cy ; es B-sizigia-finita. Esto implica que el Teorema 4.1.3 generaliza
el Lema 3.3.2 (basta considerar J =0).

El siguiente corolario se deduce del Teorema 4.1.3 y es un resultado distinto
a los planteados por Guo.

Corolario 4.1.6 Sea B = Ay C A, C ... C A,_; C A, = A una cadena de
subdlgebras de un dlgebra de Artin A tal que I;_1 es un ideal de A;_1 y también
un ideal izquierda de A; para todo 1 < i < s con s un entero positivo. Sean I =
Iy q..I11y y J un ideal de B que también es un ideal en A tal que JIrad(B) = 0.
Si A/ J es de tipo representacion finita y B/1s_1...111 es B-sizigia-finita, entonces
fin.dim(B) < oo.

Demostracién: Si A/J es de tipo representacién finita, entonces Cy ; es B-

sizigia finita y por el Teorema 4.1.3 se tiene que fin.dim(B) < oo.

El siguiente ejemplo muestra una aplicacién del Corolario 4.1.6.

Ejemplo 4.1.7 Consideremos el dlgebra B determinada por el siquiente carcaj

2
1 91

1<—4<—5

N/

y las relaciones efiayn = €baaian = ne = dw — O1aq — Bran = 0.

Ahora, B es una subdlgebra de A, generada por el conjunto {ey1, ey, e3, ey, €5, €g =

er + e, a1, (o, €,0,m, 01 = 01, Oy = P20, w= [y + Poan}, donde A estd deter-
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minada por el siguiente carcaj

9
N
71 1 4<% 5§
w y
3

y las relaciones €df10qm = €65ya0m = 0.

En B consideremos los ideales I y J generados por {as, by,w,n} y {aq,0} res-
pectivamente. Observemos que tanto I como J son ideales en A y JIrad(B) =0
(en particular JI = 0). Observemos que A/J y B/I son B-sizigia-finita (en par-
ticular de representacion finita):

A/J queda determinada por el carcaj

B2 B1

71 1<% 3 4 2 5<<-8

y B/I estd determinada por el carcaj

6

/
aq 01

l1=——2<—5

N

3 4

Por el Corolario 4.1.0 se tiene que fin.dim(B) < co.

4.2. Resoluciones Proyectivas Relativas

Definicién 4.2.1 Sean A y B dos dlgebras de Artin, f : B — A un homomorfis-
mo de dlgebras y C4 una subcategoria de A-mod. Se define fin.dim(f,Ca):=
sup{dpr(X) | X € C4 y dp(X) < oo}.

Al igual que en la seccién anterior, en esta seccién se pretende seguir profun-
dizando en los resultados obtenidos por Guo. El siguiente teorema muestra una
generalizacion del Teorema 3.3.8.
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Teorema 4.2.2 Sean B y A dlgebras de Artin. Supongamos que f : B — A es
una extension de dlgebras, entonces:

1. Si existe un entero positivo n tal que fin.dim(f,Q"(A—mod)) < 1 y
UadimP (A, B) < oo, entonces A tiene dimension finitista finita.

2. Asumamos que 2 < fin.dim(f) < oco. Si para todo A-mddulo X con di-
mension proyectiva finita, A Qp X tiene dimension proyectiva finita y
fin.dimP(A, B) < oo, entonces A tiene dimension finitista finita.

Demostracion: 1. Sea X un A-moédulo con dimensién proyectiva finita, si existe
un entero positivo n tal que fin.dim(f, Q"(A—mod)) < 1, entonces
dpr(2%(X)) <1, y por lo tanto 7 (X)) tiene una resolucién (A, B)-proyectiva de
longitud 1:

Siendo 4(P, @ Py) € Z(A, B) podemos acotar la dimensién proyectiva de 4 X:

dp(4X) < dp(Q% (X)) + n.
<U(PdR)+n+1.
< WdimZP(A,B) +n+ 1.

donde W es funciéon de Igusa-Todorov y la segunda desigualdad es por el Lema
2.0.7. Por lo tanto tenemos que la fin.dim(A) estd acotada por Vdim P (A, B) +
n+ 1.

2. 512 < fin.dim(f) = n < oo, entonces por definicién dpr(4X) < n, por lo
tanto 4X tiene una resolucién (A, B)-proyectiva de longitud n

O—>Pn—>Pn,1 Pl PO X O
Consideremos ahora la resolucion proyectiva estandar de 4 X

o Cy C X 0,

donde Cy = A®p X y C; = A®p kerd;_, para todo ¢ > 1. Entonces podemos
obtener la siguiente resolucién (A, B)-proyectiva de 4 X de longitud n

0—=TIm 625 Chpy—> . — O —=Cy—= X —=0.  (4.1)
Por el Lema 1.6.23 observemos que

P,oCo1®Pr9®..®D~Imb, P, 10C,2®.. 0D,
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donde D = Fysines pary D = Cy si n es impar. Por lo tanto podemos afirmar
que Im 6, es un sumando de P € Z(A, B).

Probemos que los médulos C; e I'm 9, tienen dimensién proyectiva finita para
todo 0 < i < n—1. Para ello consideremos la sucesion 0 — kerdy — Cop — X — 0
obtenida de 4.1. Dado que X y () tienen dimension proyectiva finita por hipdtesis,
se tiene que proj.dim (kerdy)< oo. Ahora procediendo de igual forma con kerd,
en lugar de X podemos probar que C y kerd; tienen dimensién proyectiva finita.
Continuando este procedimiento probamos lo buscado.

Acotemos la dimension proyectiva de X

dp(4X) < méx{dp(Im 6,),dp(C;),i =0,....,n — 1} +n.
< findimP (A, B) + n.

Del teorema anterior se puede recuperar el Corolario 3.3.9. Basta observar
que la demostracién del mismo consiste en probar que para todo A-moédulo X
con dimension proyectiva finita, 44 ®p X tiene dimensién proyectiva finita y
fin.dimP (A, B) < oo, dando ademds por sabido que 2 < fin.dim(f) < oo.
Esto implica que estamos en las hipdtesis del Teorema 4.2.2 y por lo tanto
fin.dim(A) < oco.
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