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Resumen

El objetivo de la tesis es presentar las propiedades béasicas de la teoria de representaciones
para las extensiones afines de una variedad abeliana. Esta teoria se presenta como una
generalizacién de la teorfa de representaciones de los esquemas en grupos afines. Una
extension afin S de una variedad abeliana A por un esquema en grupos afin H es una su-
cesion exacta corta de esquemas en grupos 1 - H — G — A — 0. Una representacion de
S es una accién de G sobre un fibrado vectorial homogéneo E sobre A tal que si ¢(g) = a,
entonces la accion por g lleva la fibra sobre b a la fibra sobre a+b, de modo que el morfismo
correspondiente es una transformacién lineal. Presentamos la construccion de esta teoria
de representaciones de S y la prueba de un teorema del tipo “dualidad de Tannaka” desa-
rrollada recientemente por Rittatore, del Angel y Ferrer. Estudiamos propiedades bésicas
de esta teoria como ser la caracterizacion de la semisimplicidad y del caso unipotente,
obteniendo resultados que vinculan estos casos con la teoria de representaciones clasica

para el caso afin.
Abstract

The focus of this thesis is to explore the fundamental properties of representation theory
concerning affine extensions of abelian varieties. This theory is presented as a generaliza-
tion of the representation theory of schemes in affine groups. An affine extension S of an
abelian variety A by an affine group scheme H is a short exact sequence of group schemes
1-; H-; G-; A-; 0. 1If we call q the morphism from G - to A, a representation of S
is an action of G on a homogeneous vector bundle E over A such that if ¢(g) = a, then
the action by g takes the fiber over b to the fiber over a + b, so that the corresponding
morphism is a linear transformation. We present the construction of this representation
theory of S and the proof of a theorem of the “Tannaka duality” type recently developed
by Rittatore, del Angel, and Ferrer. We study basic properties of this theory, such as
the characterization of semisimplicity and the unipotent case, obtaining results that link

these cases with classical representation theory for the affine case.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Contenido de la tesis

De la misma forma que podemos definir los grupos topolégicos al estudiar los espacios
topoldgicos o los grupos de Lie haciendo lo mismo con las variedades diferenciales, en el
estudio de los esquemas podemos definir los esquemas en grupos como esquemas equipa-
dos de operaciones de multiplicacién, inverso y un elemento neutro, de forma que estas
operaciones respeten la estructura de esquema. Si bien hay desarrollo en esta area ya en
el siglo XIX vinculado a la teoria de grupos de Lie y algebras de Lie, donde se destacan
por ejemplo Lie, Study y Cartan, la teoria tuvo un desarrollo importante en los anos 40 y
50 con los aportes destacados de Chevalley y Kolchin. Una exposicién sistematica ya en el
contexto de la teoria de esquemas se encuentra en el SGA 3 coordinado por Grothendieck
y Demazure (ver [16]). Mds adelante, Demazure y Gabriel (ver [11]) y Waterhouse (ver
[36]) presentan exposiciones més sistemédticas de la teorfa.

En cuanto al estudio de la teoria de representaciones, un resultado relevante es el
desarrollar una dualidad de tipo Tannaka que relacione la categoria a estudiar con las
categorias de representaciones de sus objetos, consistiendo en dos problemas centrales.
El primero es el problema de reconstruccién, esto es si dada la categoria de representa-
ciones de un objeto podemos reconstruirlo en cierto sentido, y en particular, si podemos
distinguir objetos distintos a partir de sus categorias de representaciones. El segundo
problema es el de reconocimiento, esto es si podemos describir intrinsecamente qué tipo
de categorias son las categorias de representaciones de alguno de nuestros objetos. En
[30], Saavedra presenta una prueba de estos resultados con algunos errores para el caso

de esquemas en grupos afines. Estos fueron corregidos por Deligne y Milne [DM]. Otros



aportes relevantes en esta drea son la teorfa sobre la estructura de grupos reductivos (ver
[9]) ¥ la construccién de métodos geométricos en la teorfa de invariantes (ver [25]).

La extensién de la teoria de representaciones de esquemas en grupos afines al caso
general de los esquemas en grupos presenta como principal obstruccién el hecho de que un
esquema en grupos propio (ver Definicién A.0.8) sélo puede actuar en un espacio vectorial
de forma trivial. Esto se desprende de que una accién lineal de esquema en grupos G en
un espacio vectorial V' es equivalente a un morfismo de esquemas en grupos G — GL(V),
que es un esquema afin, que resulta un morfismo constante por ser G propio. En [RAAF],
Rittatore, del Angel y Ferrer presentan la construccién de una teoria de representaciones
que generaliza la teoria clasica para el caso afin y obtienen resultados del tipo dualidad
de Tannaka.

Un resultado clave para entender la estructura de un esquema en grupos de tipo afin
es el Teorema de Estructura de Chevalley (ver [8]), que en la versién de Brion (ver [Bril7])
dice que todo esquema en grupos de tipo finito sobre un cuerpo perfecto k contiene un
menor subesquema en grupos H tal que G/H es una variedad abeliana (un esquema
en grupos liso, conexo y propio), ademds H es afin y conexo. Esto también puede ser
interpretado como que todo k-esquema en grupos de tipo finito G puede ser visto como
el centro de una sucesion exacta corta 1 - H - G — A — 0, donde H es un esquema
en grupos de tipo finito afin y A es una variedad abeliana. Sumando a este teorema el
resultado de aproximacién de esquemas en grupos casi-compactos de Perrin (ver [27]),
podemos ver a todo esquema en grupos casi-compacto como la extensién de una variedad
abeliana por un esquema en grupos afin (ver [RAAF, Corolario 2.27]).

En [RAAF] se construye entonces una teorfa de representaciones para extensiones
afines de variedades abelianas, esto son sucesiones exactas cortas de esquemas en grupos
S:1—-H—G— A% 0, donde H es un esquema en grupos afin casi-compacto, A es
una variedad abeliana y ¢ es un morfismo afin y fielmente plano. Una representacién de
S sobre un fibrado vectorial homogéneo 7 : E — A (ver definiciones 3.2.1 y 3.2.10) es una
accién de G sobre un fibrado vectorial homogéneo E sobre A tal que si ¢(g) = a, entonces
la accion por g lleva la fibra sobre b a la fibra sobre a + b, de modo que el morfismo
correspondiente es una transformacion lineal (ver 3.3.1 para una definicién formal). Es en
este contexto entonces donde Rittatore, del Angel y Ferrer dan respuesta a los problemas
de reconstruccién (ver Teorema 3.3.15) y de reconocimiento (ver Teorema 3.3.17).

En esta tesis se presentan los aspectos introductorios de la teoria de representaciones
tanto del caso afin como para las extensiones afines de extensiones abelianas, incluyendo
la prueba del problema de reconstruccién en ambos casos. Presentamos también una pers-

pectiva para emular la prueba al problema de reconstruccién sin necesidad de utilizar la



categoria de fibrados con morfismos graduados (ver Definicién 3.2.12), y restringiéndonos
solamente a la categoria usual de fibrados vectoriales homogéneos que es una categoria
abeliana. Concluimos el trabajo con el estudio las representaciones semisimples, diago-
nalizables y unipotentes en el caso de las extensiones afines de tipo finito de variedades
abelianas y conectando con las caracterizaciones ya conocidas en el caso afin. En particu-
lar, probamos que la categoria de representaciones de una extension afin de una variedad
abeliana S : 1 - H — G — A L 0 va a ser semisimple, es decir, que todo objeto se
descompone como suma directa de objetos simples (ver Definicién 4.1.1), si y sélo si el
grupo H es linealmente reductivo (lo que es equivalente a que la categoria de represen-
taciones de H sea semisimple). Como corolario de este resultado obtenemos que en la
descomposicion en representaciones simples todas serdan en representaciones sobre fibra-
dos de dimensién 1 si y sélo si el grupo H es diagonalizable. Finalmente, para el caso de
los grupos unipotentes resulta que las representaciones de S se filtraran por una serie de
subfibrados A = Ey C ... C E,, = E estables por la accién de G tal que Eyy1/F) es un
fibrado trivial, si y sélo si el esquema en grupos H es unipotente.

Para esta conexién van ser claves los hechos de que dado una extension afin de una
variedad abeliana S : 1 - H - G - A L 0, la categoria de representaciones de
dimension finita de H es equivalente a la categoria de representaciones de & que dejan
fija la base (ver 3.3.7), y en particular, que dadas dos representaciones E'y E’ de S, estas
representaciones son isomorfas si y solo si son isomorfas las representaciones inducidas de
H en Ey y E, las fibras del neutro de A. Otro paso necesario es observar a qué corresponde
la suma directa de representaciones para las extensiones afines de variedades abelianas,
donde no resulta posible extender la suma de forma que cumpla la propiedad universal
de la suma directa, pero si podemos definir la suma de forma de dar una definicién de
semisimplicidad en este contexto.

Se asumira del lector o lectora conocimientos estandar de un curso de geometria al-
gebraica y algunas nociones béasicas de esquemas y teoria de categorias. Para consultar
sobre estos tdpicos recomendamos dirigirse por ejemplo a [35] o [13] para la teoria de
esquemas y [20] o [5] para la teorfa de categorias. Recomendamos también [MilAG] para

la teoria de esquemas en grupos afines y sus representaciones.

1.2. Convenciones y notaciones

En este trabajo a menos que haya una aclaracién los esquemas seran siempre k-
esquemas sobre un cuerpo k, asi como los morfismos de esquemas y productos seran sobre

Spec(k). Notaremos k a la clausura algebraica de k y char(k) a su caracteristica. Dado



un esquema X y un morfismo de k-esquemas x : S — X diremos que x es un S-punto y
notaremos z € X (.5). En el caso de que S sea un esquema afin, es decir, S = Spec(A) para
A una k-algebra conmutativa, diremos entonces que = es un A-punto y notaremos x €
X (A). Notaremos Ox al haz de funciones regulares de X, y en ocasiones que no generen
confusién nombraremos a Ox (X), la k-dlgebra de secciones globales de X, simplemente
como O(X). Dados dos k esquemas X y T, notaremos al esquema X X gpeck) T como X,
y en el caso de que T sea Spec(K) para K una extensién de dlgebras k, notaremos X i
al K-esquema X Xgpec(k) Spec(K).

Decimos que un morfismo de esquemas f : X — S es separado si el morfismo diagonal
Ax/s : X — X Xg X es una inmersién cerrada, donde X xg X es el pull-back sobre
el morfismo f. Un esquema es separado si su morfismo estructural lo es. En esta tesis
trabajaremos sobre esquemas separados. Esta hipotesis se utilizara en el Lema A.0.13 que
es necesario para varias de las construcciones bésicas de esquemas en grupos.

Un espacio topolégico es casi-compacto si todo cubrimiento por abiertos tiene un sub-
cubrimiento finito. Un morfismo de esquemas es casi-compacto si su morfismo subyacente a
nivel de espacios topoldgicos lo es, es decir, si la preimagen de todo abierto casi-compacto
también es casi-compacto. Un esquema es casi-compacto si su morfismo estructural lo
es. En este trabajo todos los esquemas seran casi-compactos. En este contexto tenemos
resultados de aproximacién como el Teorema 2.3.8.

El cuerpo k siempre serd perfecto, es decir, los polinomios minimales sobre k no tie-
nen raices multiples. Ejemplos de cuerpos perfectos son los cuerpos de caracteristica 0,
los cuerpos finitos, los cuerpos algebraicamente cerrados y las extensiones algebraicas
sobre cuerpos perfectos. En esta tesis los cuerpos seran siempre perfectos. Esta propie-
dad permite junto con el descenso por Galois (ver [MilAG, Seccién A.J]) que algunas

construcciones conmuten con extensiones de cuerpos.

1.3. Descripcién por capitulo

En el segundo capitulo se presentaran definiciones y propiedades bésicas de los es-
quemas en grupos, sus acciones y su estructura. Comenzaremos definiendo los esquemas
en grupos, observandolos desde el punto de vista de esquemas, como functores de esque-
mas a grupos y como algebras de Hopf (para el caso affn). También veremos algunos
ejemplos de esquemas e introduciremos a las variedades abelianas. Continuaremos de-
finiendo las acciones de esquemas en grupos sobre esquemas en general y describiendo
cémo caracterizarlas como transformaciones naturales del esquema en grupos al functor

de automorfismos del esquema donde estamos actuando. En la tltima seccién veremos



algunos resultados acerca de la estructura de los esquemas en grupos. Alli veremos la
definicién de una extensién afin de una variedad abeliana y enunciaremos el Teorema
de Chevalley (en la versién dada en [Bril7]) que afirma que todo esquema en grupos de
tipo finito tiene un menor subesquema normal, afin y conexo tal que el cociente es una
variedad abeliana (recordar que estamos bajo la hipdtesis que k es un cuerpo perfecto).
Esto nos permite describir un esquema en grupos de tipo finito a partir de una parte
affn y una variedad abeliana. Continuaremos presentando un resultado de Perrin ([27])
que permite aproximar esquemas en grupos casi-compactos por esquemas en grupos de
tipo finito, lo que combinado con el Teorema de Chevalley nos permite tener un resultado
de aproximacion de extensiones afines sobre variedades abelianas por extensiones de tipo
finito que serd de utilidad para poder extender la teoria de representaciones clasicas a
este contexto.

En el tercer capitulo de la monografia se introduce la teoria de representaciones para el
caso de esquemas en grupos afines y su dualidad de Tannaka ([30], [DM]), y luego se repite
el mismo formato para la teoria de representaciones de extensiones afines de variedades
abelianas ([RAAF]). En la primera seccién se definen las representaciones de esquemas en
grupos afines, se observan algunas propiedades como por ejemplo que toda representaciéon
es racional, y se presenta el resultado y la solucion al problema de reconstruccién. En la
segunda seccion del capitulo se presentan la categoria de fibrados vectoriales homogéneos
sobre variedades abelianas y el functor de automorfismos para un objeto de esta categoria,
incluyendo la prueba de su representabilidad como esquema en grupos. En la tercera sec-
cién se presenta la categoria de representaciones de una extensién afin de una variedad
abeliana y la solucién al problema de reconstruccién. También presentamos la construc-
cién del cubrimiento universal de una variedad abeliana y observamos que su categoria de
representaciones es equivalente a la de los fibrados vectoriales homogéneos con morfismos
graduados. Para terminar el capitulo, en la tltima seccién, veremos que la construccién
expuesta para dar respuesta al problema de reconstrucciéon podria presentarse sin utilizar
directamente la categoria de fibrados vectoriales con morfismos graduados HVB,,.(A4) y
restringiéndonos a HVBg(A) que es una categoria abeliana.

En el cuarto capitulo de la tesis trabajaremos con extensiones afines de tipo finito y es-
tudiaremos las representaciones semisimples, diagonalizables y unipotentes de extensiones
afines de variedades abelianas. Presentaremos en cada caso las definiciones y principales
resultados de la teoria cldsica de representaciones de esquemas en grupos afines, para
luego presentarlos en el contexto de las extensiones afines de variedades abelianas. En la
primera seccién se presentan ademds operaciones en los morfismos graduados de fibrados

homogéneos e inconvenientes para la universalidad de la suma directa.



Finalmente, en el apéndice se presentan algunas definiciones y propiedades bésicas de

la teoria de esquemas que son utilizadas a lo largo de la monografia.



Capitulo 2

Esquemas en Grupos

En esta seccion comenzaremos viendo algunos aspectos basicos de la teoria de esque-
mas en grupos, centrandonos algunas primeras definiciones y propiedades. Para esto nos
basamos principalmente en [Bril7]. Para ampliar la lectura sugerimos dirigirse a [MilAG],
que da un tratamiento completo del caso afin, o a [14] para el caso de grupos algebraicos,
esto es, variedades algebraicas con estructura de grupo compatible. En la tltima seccién
nos centramos en las extensiones afines de variedades abelianas, definiendo la categoria
y presentando un resultado de aproximacién que prueba que estas son pro-algebraicas.
Aqui seguimos el articulo [RAAF], utilizando también los trabajos de Brion y Perrin (ver
[Bril7] y [27]).

2.1. Definicién de un esquema en grupos

Definicién 2.1.1. Sea G un esquema sobre un cuerpokyseanm : GxG — G,i: G — G
y e : Spec(k) — G morfismos de esquemas. Decimos que (G, m, e) es un esquema en grupos

si se verifican los siguientes diagramas conmutativos:

GXGXG%GXG

idem\L \Lm

GxG — G
que representa la asociatividad,
Spec(k) x G MG Gw L9 g« Spec(k)

S

G

10



que representa que e es el neutro, y

idg X1 iXidg

G——GxG@<—"-G

NA

G

que representa que ¢ es el mapa inverso, donde ¢, es el morfismo constante e, definido
como ¢, = e o stg, considerando stg : G — Spec(k) el morfismo estructural. Usualmente

omitiremos la mencién al cuerpo k y diremos simplemente que G es un esquema en grupos.

Observacién 2.1.2. Otra forma de ver un k-esquema en grupos es en términos del
functor de puntos y utilizaremos ambas formas permanentemente. Dado un esquema X,
el functor de puntos hx es el functor de la categoria de esquemas opuesta, a la que

denominaremos Sch®P, a la categoria de conjuntos, Sets, definido de la siguiente forma:

= A cada esquema S le corresponde el conjunto de morfismos de S a X, que notamos
X(S).

= A cada morfismo de esquemas f : S — T le corresponde el mapa hx(T) — hx(S)
que manda g € hx(T) = X(T) ago f € hx(S) = X(5).

Decimos que un functor de Sch®P a Sets es representable si es de la forma hx para
algin esquema X. Esta construcciéon nos asigna a cada esquema un functor de Sch°P
a Sets y el Lema de Yoneda prueba que cada esquema queda determinado a menos de
un isomorfismo por su functor de puntos (ver [13, VI-2]). Esta construccién nos da una
correspondencia entre los esquemas en grupos y los functores en grupos representables,
es decir, los functores de Sch®? a Groups, donde G(S) serd entonces un grupo abstracto
y G(f) : G(T') — G(S) un morfismo de grupos.

Si X es un esquema y S = Spec(R) es un esquema afin para R una k-dlgebra, al grupo
X (S) lo llamaremos X (R) y a sus elementos les diremos que son R-puntos de X. Si X es
Spec(A), X(R) se identifica con Homy (A, R).

Ejemplo 1. 1. El grupo aditivo G, es el esquema en grupos formado por la recta afin

A' equipada con la suma. Tenemos m : G, x G, — G,, definida por m(x,y) = z+y
ym#*(f)(z,y) = f(x+y),i: G, — G, definida por i(z) = —z y i¥ (f)(z) = f(—2),
y e : Spec(k) — G, definida por e = 0.
Por otro lado, el grupo multiplicativo G, es el esquema en grupos A\ {0} equipado
con la multiplicaciéon. En este caso los morfismos del esquema en grupo estan defi-
nidos por m(z,y) = 2y y m* (f)(z,y) = f(zy), i(z) ==~ y #(f)() = F(1/2), y
e = 1 (recordar que k[G,,] = k[x,z71]).

11



2. Si V es un espacio k—espacio vectorial, podemos verlo como un esquema en grupos
toméandolo como un functor Sch°? — Groups (ver Observacién 2.1.2). V estd defi-
nido como V(Spec(R)) =V ®k R, visto como grupo abeliano respecto a la suma, y
si f: R— R’ es un morfismo de k-dlgebras, entonces V(f) =idy @ f : V ® R —
V @k R’. Observemos que si dim V' = n, entonces k[V] = S(VV) 2 K[z1, ..., 2,].Si
V es de dimensién infinita y B = {e; :€ I} es una base, entonces k[V] = k[B"],
donde BY = {¢; : i € I} C VY estd dada por d;(e;) = d;;. Para ver esto tltimo,
podemos observar que un morfismo de k-dlgebras k[BY] — R esté determinado por

sus valores en k[X]| para todo subconjunto X C BY.

3. Dado un espacio vectorial V, el esquema en grupos GL(V) es el functor de grupos
que le asigna a cada esquema S el grupo de automorfismos del haz de Og-mdédulos
Os ® V. Cuando V es un espacio vectorial de dimension finita n, al elegir una base
teneuinos una identificacién de V' con k™ y de GL(V)(S) con GL,(Os(S)), que es
el grupo de matrices invertibles de tamano n x n con coeficientes en Og(S). Por lo
tanto podemos representar a GL(V') con el abierto afin del esquema A que es el
complemento del esquema que es el cero del determinante. Este esquema en grupos

GL, es liso, conexo, afin y de tipo finito.

4. Consideremos el functor y3 que a una k-dlgebra R le asigna el conjunto {a € R/a® =
k[T]
(T3-1)
grupo natural que hereda a partir del producto en k como en la parte 1. Discutamos

1} que es representado por Spec( ) Este esquema tiene una estructura de

segin k a qué corresponde este esquema en grupos:

= Supongamos que k contiene a las raices terceras de la unidad (por ejemplo

cuando es algebraicamente cerrado) y su caracteristica no es 3. Entonces

k[T] . _K[T] k[T]  K[T]

-1 (T-1) (T-¢ (T-)

donde 1, ¢ y ¢? son raices ctibicas de 1 en k. Entonces s es la unién disjunta

de tres copias de Spec(k).

= Supongamos que k no contiene a las raices terceras de la unidad y su carac-

teristica no es 3. Luego

KT . KT K[T]
(T3 —1) (T—-1)" (T?+T+1)

Entonces p3 es la unién disjunta de Spec(k) y Spec (%)

» Supongamos que la caracteristica de k es 3. Entonces tenemos que 7% — 1 =

(T—1)3, por lo que nuestro esquema no es reducido. Tenemos que uz(K) = {1}

12



para toda extensién K de k, es decir, el esquema tiene sélo un K-punto para

todo K, pero sin embargo no es el esquema trivial.

Definicién 2.1.3. » Dados (G,m) y (G',m’) dos esquemas en grupos, un morfismo
de esquemas ¢ : G — G’ es un morfismo de esquemas en grupos si los productos

conmutan con ¢, es decir, si el siguiente diagrama es conmutativo:

GXGLG

G'xG —>G

= Sea (G un esquema en grupos. Un subesquema en grupos de G es un subesquema H
localmente cerrado tal que H(S) es un subgrupo de G(S) para cualquier esquema

S.

= Si G es un esquema en grupos y H es un subesquema en grupos de G, diremos que

H es normal en G si H(S) es un subgrupo normal de G(S) para todo esquema S.

= Dado ¢ : G — @', definimos el nicleo de ¢ como el functor en grupos Ker(f) tal
que Ker(f)(S) = Ker(f(S) : G(S) = G'(S)). Es representado por el subesquema

en grupos cerrado y normal de G que es la fibra de eg.

Observacion 2.1.4. Consideremos el functor contravariante de Sch a la categoria de
k-&lgebras dado por tomar las funciones globales. Sea (G, m, i, e) un k-esquema en grupos
de tipo finito. Mediante el functor nombrado obtenemos los morfismos A := ¢ o m# :
Oc(G) = Oc(G)®0¢(G), donde ¢ : Ogxa(GxG) = Oc(G)@0O¢(G) es el isomorfismo
canénico (ver A.0.13), i# : Og(G) — Og(G) y e¥ : Og(G) — k, que verifican diagramas
similares a los de la Definicién 2.1.1 pero con las flechas invertidas. Esto significa que
(0c(G), A,i#, e?#) es una k-algebra de Hopf.

A partir de esto, se puede probar que el functor Spec es una equivalencia entre la
categoria de k algebras de Hopf conmutativas finitamente generadas y la categoria de
esquemas en grupos algebraicos afines de tipo finito, con cuasi-inversa el functor dado por
tomar funciones globales ([MilAG, Cor. 3.7]).

Dentro de los esquemas en grupos hay dos clases de particular importancia que son
los esquemas en grupos afines y las variedades abelianas. A continuacion introduciremos
a las variedades abelianas y los esquemas en grupos afines los trataremos en la Seccién
3.1.

Las variedades abelianas son una clase de esquemas en grupos que son de importancia

tanto en la geometria algebraica como en la teoria de nimeros. A continuacién daremos
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su definicién, daremos algunos ejemplos y comentaremos algunas de sus propiedades més
generales. Para una lectura méas profunda acerca de variedades abelianas recomendamos

dirigirse a [23], texto en el que se basan los contenidos a continuacién.

Definicién 2.1.5. Una variedad abeliana se define como un esquema en grupos, liso,

conexo y propio (ver Definicién A.0.8).

Ejemplo 2. 1. Una curva eliptica es una curva algebraica lisa, proyectiva y de género
1, con un k-punto distinguido. Las curvas elipticas son variedades abelianas (ver
[31, Teorema 4.5.3]).

2. Sea C' una curva proyectiva no singular. Definimos el functor P2 de forma que dado
un esquema 7" entonces P2(T) = Pic®(C xT)/q* Pic®(T). Si C(k) # 0, entonces P2
es representable por una variedad abeliana a la que llamamos variedad jacobiana
de C' y notamos Jac(C) ([23, Teorema III.1.2]). Se puede pensar a Jac(C) como
el grupo de familias de haces invertibles en C' de grado 0 parametrizadas por T,
médulo las familias triviales. Se prueba que la dimensién de Jac(C) es igual al

género de C.

Las variedades abelianas presentan varias propiedades utiles, algunas de las cuales se
relacionan con su rigidez. Enunciaremos un resultado de este tipo para esquemas propios
(ver Definicién A.0.8) y nombraremos algunas de sus consecuencias inmediatas para las

variedades abelianas. Para estos resultados seguiremos como referencia [23, Capitulo I].

Teorema 2.1.6. Sean U, V y W esquemas tal que V' es propio y V. x W es geométri-
camente irreducible. Sea ¢ : V. x W — U un morfismo de esquemas suave. Supongamos
que existen ug € U(k),vo € V(k),wo € W(k) tal que o(V x wg) = {uo} = (vo x Wp).
Entonces (V- x W) = {up}.

Demostracion. Sea Uy un abierto afin de U que contenga a wug. Consideremos Z =
p2(e~ 1 (U§)) € W. Podemos caracterizar a los elementos de Z como aquellos w € W
tal que (V' x w) C U§. Como V es completo, py : VX W — W es cerrado, y por lo tanto
Z es un cerrado de W. Ademds como ¢(V x wg) = {ug} € Uy, sabemos que wy € Z°,
por lo tanto Z¢ es un abierto no vacio de W y V x Z¢ es un abierto denso de V' x W
(recordemos que V' x W es geométricamente irreducible).

Veamos ahora que ¢l ,. es constante, lo que implicarfa que el morfismo ¢ es
constante. Si w € Z¢, tenemos que o(V X w) C Uy que es un abierto afin, y como
V xw 2V es completo, o(V x w) debe consistir de un punto (ver [35, 10.3.7]). Luego
como (vg,w) = wug, resulta que ¢(V x w) = {ug}, por lo que llegamos al resultado
buscado. O

14



Corolario 2.1.7. Todo morfismo suave entre dos variedades abelianas es la composicion

de un morfismo de esquemas de grupos sequido de una traslacion.

Demostracion. Sea ¢ : A — B un morfismo suave entre dos variedades abelianas. Con-
sideremos b = ¢(e) y el morfismo t,-1 : B — B dado por multiplicar a derecha por b=!.
Veamos que el morfismo ¢ = ¢tp—1 : A — B es un morfismo de esquemas en grupos.
Para esto definimos f: A x A — B como f(a,a’) = ¢(aa’)p(a)"tp(a’) L. Este morfismo
verifica que f(A x e) = f(e x A) = e, por lo que por el Teorema 2.1.6 tenemos que f
es el morfismo trivial, lo que implica que ¢ verifica la ley de grupo y queda probado el
resultado. O

Corolario 2.1.8. Toda variedad abeliana es conmutativa.

Demostracion. Dada una variedad abeliana A, consideremos el morfismo f: Ax A — A

dado por f(a,a’) = a=ta'~!

aa’, es decir, que envia a (a,a’) a su conmutador. De nuevo
por el Teorema 2.1.6 se verifica que este morfismo es trivial, y por lo tanto la variedad

abeliana A es conmutativa. O

Observacion 2.1.9. Se puede encontrar una generalizacién de estos resultados para el

caso de esquemas antiafines en [Bril7, Seccién 3.3].

2.2. Acciones de esquemas en grupos

En esta seccion definiremos qué es una accién de un esquema en grupos y observaremos

la construccién del functor de automorfismos de un esquema.

Definiciéon 2.2.1. Una accién de un esquema en grupos G en un esquema X es un
morfismo de esquemas a : G X X — G tal que el mapa a(S) nos da una accién del grupo
G(S) en el conjunto X (S) para cualquier esquema S. En este caso decimos que X es un

G-esquema.

Esta condicion es equivalente a que los siguientes diagramas de morfismos de esquemas

sean conmutativos:

mXidX

GxGxX——GxX

idea\L ia

GxX X

a
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e)(idx

Spec(k) x X —= G x X

S}

G

Definicién 2.2.2. Dados dos G-esquemas X e Y y un morfismo de esquemas f : X — Y,

decimos que f es G-equivariante si el siguiente diagrama es conmutativo

Gx X ——X

idcxfl lf

GXxY ——Y
donde las flechas horizontales son las acciones respectivas de G.

Una vez tenemos la definicién de accién de un esquema en grupos podemos definir sus
representaciones lineales de la forma esperada. Desarrollaremos esto en la seccién 3.1.

En la teoria de grupos se observa que dar una accién a : G x X — X de un grupo
abstracto G en un conjunto X equivale a dar un morfismo de grupos G — Biy(X) tal
que a un elemento g le hace corresponder el morfismo morfismo a, = a(g,-) : X — X. En
orden de extender esta idea a las acciones de esquemas en grupos es necesario primero

definir el functor de automorfismos de un esquema X.

Definicién 2.2.3. Dado un esquema X, definimos el functor Auty : Schk°” — Groups,
al que llamamos functor de automorfismos de X, de forma que a un esquema S le asigna el

grupo de S-automorfismos del S-esquema X x S con morfismo estructural ps : X xS — S.

Observacién 2.2.4. Los S-puntos de Auty son entonces los isomorfismos (f,Idg) :
X x85— X x§,donde f: X xS — X es un morfismo de esquemas. Estos pueden ser

vistos entonces como una familia de automorfismos de X parametrizada por S.

Lema 2.2.5. Dar una accion de un esquema en grupos G en un esquema X es equivalente

a dar una transformacion natural entre los functores G y Autx .

Demostracion. La correspondencia entre las acciones de G en X y las transformaciones

naturales entre los functores G y Autx estd dada de la siguiente forma:

= Dada una accién a de G en X, definimos p : G — Autx de forma quesig:S — G
es un S-punto, entonces p(S)(g) : X xS — X x S estd dada por p(5)(9)(T)(x,s) =
(a(T)(gos,x),s) € (X x S)(T), donde (z, s) € (X x S)(T). Esto nos da un functor
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en grupos porque dados g y h dos S-puntos tenemos que

= Por otro lado, dada p transformacion natural entre los functores G y Autx, podemos
definir a : G x X — X por a(S)(g,z) = p1 o p(S)(g9)(z,Ids) : S — X.

Podemos observar ahora que los axiomas de axiomas de accién se corresponden a los
de morfismos de grupo a partir de hacerlo para S-puntos y con esto queda probado el

lema. O

2.3. Extensiones afines de variedades abelianas

Los teoremas de estructura de Chevalley (ver Teorema 2.3.6) y Rosenlitch (ver [Bril7,
Teorema 1]) nos dan una clave para poder estudiar a los esquemas en grupos en general
a partir de las teorias de esquemas en grupos afines y la de variedades abelianas. En
esta seccién presentaremos la categoria de extensiones afines de variedades abelianas (ver
Definicién 2.3.5) con el objetivo de extender la teoria de representaciones de esquemas en

grupos en el caso afin hacia los esquemas en grupos casi-compactos en general.

Definicién 2.3.1. Sean j : N — Gy ¢ : G — ) dos morfismos de esquemas en grupos

casi-compactos. Decimos que tenemos una sucesion exacta
1 >NLaLQ—1
si se cumplen las siguientes condiciones:
1. Ker(J) es trivial y j induce un isomorfismo entre N y Ker(q).
2. q es fielmente plano y casi-compacto.
En este caso decimos que G es una extension de ) por N.

Observacion 2.3.2. 1. La primera condicién es equivalente a que para todo esquema

S la siguiente sucesién de grupos sea exacta:

i(S)

1— N(s) 29 grs) 49,

Q(9).
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2. La segunda condicién de la definicién se puede escribir de forma mas general como:
para cualquier esquema S e y € Q(S) existe un morfismo fielmente plano ¢ : S” — S
casi-compacto y x € G(5") tal que gox = yoy. Esta se cumple en el caso de que ¢ sea
fielmente plano y casi-compacto porque dado un esquema S y un punto y € Q(S),

podemos ver a y como un morfismo S — Y, tomar S’ = G x¢g S, y tenemos ¢ = py

y & = p1.
P=Dp2

S =Gxqg8 S

G——WFQ

3. Consideremos ahora G un esquema en grupos casi-compacto y IV un subesquema en
grupos normal. El esquema cociente G/N (ver [16, VI A.3.2]) verifica la siguiente
sucesion exacta:

1—N-LS6-5G/N—1

Reciprocamente, si tenemos una sucesion exacta de esquemas en grupos de tipo
finito como la de la definicién, j es una inmersién cerrada y ¢ factoriza a través de
una inmersién cerrada i : G/N — @ por [Bril7, Proposicién 2.7.4]. Luego podemos

deducir que 7 es un isomorfismo.

Definicidén 2.3.3. Sea A una variedad abeliana. Una extensién afin de A es una sucesién

exacta corta S : 1 — H — G % A — 0 tal que ¢ es fielmente plano y afin.

Observacion 2.3.4. 1. En la definicién anterior ¢ es casi-compacto y separado. Lo
primero es porque dado un abierto casi-compacto U C @ este es unién finita de
abiertos afines, y por lo tanto su pre-imagen es una unién finita de abiertos afines.

La segunda propiedad se puede observar localmente (ver [33, Lemma 26.21.7]).

2. Por definicién, si G es el centro de una extensién afin, entonces es un esquema

casi-compacto. Veremos un reciproco parcial en el Teorema 2.3.9.

3.518:1— H—G% A— 0 es una extension afin, entonces H es de tipo finito si
y solamente G lo es (ver [Bril7, Proposicién 2.6.5]). En ese caso diremos que S es

una extensién afin de tipo finito.

Definicién 2.3.5. Sea A una variedad abeliana. Definimos la categoria de extensiones

afines de A de la siguiente forma:

= Los objetos son las extensiones afines sobre A (Definicién 2.3.3).
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» Dadas S y S’ dos extensiones afines sobre A, S : 1 - H - G % A - 0y
S 1 H -G % A— 0, un morfismo ¢ : S — &' estd dado por morfismos
de esquemas en grupos f : G - G’y fg : H — H' tal que siguiente diagrama

conmuta:
S: 1 H G—1s4 0
| o)
S 1 H’ G 1A 0

Diremos que ¢ : § — S’ cumple una propiedad P (afin, casi-compacto, etc) si f lo

hace.

FEl siguiente teorema fue anunciado por Chevalley a principio de los 50’ pero publicé su
prueba en 1960 (ver [8]). Otras pruebas de este teorema fueron publicadas por Barsotti y
Rosenlicht (ver [2] y [29]). La versién presentada aqui es extraida de un trabajo de Brion

(ver [Bril7]) quien la presenta basdndose en un resultado de Raynaud (ver [28]).

Teorema 2.3.6. Todo k-esquema en grupos de tipo finito tiene un menor subesquema en
grupos normal N tal que G/N es propio. Ademds, N es afin y conexo. Sik es perfecto y
G es liso, entonces N es liso también y su formacion conmuta con extensiones de cuerpos.

En particular, todo esquema en grupos de tipo finito y conexo sobre un cuerpo perfecto

es la extension de una variedad abeliana por un grupo afin.

El siguiente resultado de aproximacién debido a Perrin ([27, Teorema V 3.3.1]) resulta
clave para poder extender la teoria del caso de esquemas en grupos de tipo finito al
contexto de los esquemas en grupos casi-compactos. Para esto primero recordaremos la

definicién de limite inverso.

Definicién 2.3.7. Sea C una categoria. Decimos que una familia (A;, f; j)i<jer €s una
sistema filtrado inverso si I es un sistema dirigido y f; ; € Home¢(A;j, A;) que verifican

las siguientes propiedades:
= fi; es la identidad en A;.
» fir = fij © fix, para todos i < j < k.

Decimos que (A, m;)icr, con m; € Home(A, A;), es el limite inverso del sistema filtrado

inverso (Aq, fa.8)a<per si se verifica que:
s m; = f;; 0m; para todos 7 < j.
= El par (A, 7;);er es universal, es decir, si (B, ¢;);cs verifica la propiedad anterior,

entonces existe un dnico morfismo v : A — B tal que los siguientes diagramas
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conmutan:

Notamos que A es el limite inverso de (A;, fij)i<jer como lim Ao = A.

Teorema 2.3.8. Sea G un esquema en grupos casi compacto. Entonces existe un sistema
filtrado afin y fielmente plano de esquemas en grupos de tipo finito (Ga, fa,8)a,per tal que
G =2 limoGq. En particular se tiene que los morfismos f : G — G4 son fielmente planos

y su niucleo es un subesquema en grupos afin.

Demostracion. Veamos la estructura de la demostracién. Consideremos K el espacio de
funciones racionales de Gy dado « un subconjunto de éstas, notemos H,, al estabilizador a
izquierda y derecha por la accién por multiplicaciéon de G en K, que es un subesquema en
grupos de G. Veamos que existe un subconjunto finito « = {fi, ..., fn} C K tal que H, es
afin. Sea H = NH, con o C K finito. Como H estabiliza a todas las funciones racionales,
H es el subesquema trivial [27, IV 1.3]. Sea U un abierto afin de G que contenga al
neutro. Como NH, C U, existen ay, ..., o, tal que N, H,, C U. Entonces encontramos

a={f1,..., fr} finito tal que H, es afin y si « C § entonces Hg también es afin. O

Este resultado de Perrin permite presentar un teorema de aproximacion en la categoria
de extensiones afines. Este resultado y su demostracién se encuentran en [RAAF, Teorema
2.55].

Teorema 2.3.9. Sea S : 1 - H —» G — A — 0 una extension afin sobre una variedad
abeliana A. Entonces existe un sistema filtrado afin y fielmente plano de extensiones afines
de tipo finito (Sa, fa.8)a per tal que S = limaSy. Decimos que una extension de este tipo

es pro-algebraica.

Demostracion. Por la Proposicién 3.1.6, sabemos que existe un sistema filtrado afin
{Ha,pa,p/a, B € I} de subesquemas en grupos cerrados de H tal que lim, H, = H,

y notemos p, : H — H,. Buscaremos subesquemas en grupos G, de G y morfismos
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Sa : G — G, tal que S sea el limite de S,,.

S: 1 H G—21-4 0
-
S, : 1 H, Go —25 A 0

Por la descomposicién de Rosenlicht (ver [RAAF, Teorema 2.42]), sabemos que G =
Gant H = Gant X" H [T Ademés G N H es central en H y su imagen por p, es
central en H,. Luego tomando f, : Gant — Gany N e H o tal que fo(2) = [2,1],

tenemos el siguiente morfismo de extensiones afines:

Sant . 1] —— Gant N H Gant A 0
ST
S, 1 H, Gapg NContNHa [1 o A 5

Luego este morfismo se extiende a un morfismo & — S, a partir del producto en G.

S: 1 H G=GuH A 0
L TR
Sy 1— > Hy, ——> G NCentNHa ff s A 50

donde [, es el morfismo inducido por (Idg,,, X pa) : Gant X H = Gant X H,.

Finalmente, los morfismos (Idg,,, X pa,) inducen morfismos de esquemas en grupo
lo.p : Gant NGantNHo 5 s G, NGantNHp Hp que son afines y fielmente planos. Tenemos
entonces {S,} un sistema filtrado fielmente plano y afin de extensiones afines de tipo
finito, llamemos G a su limite y veamos que es isomorfo a S.

Los morfismos )\, inducen un morfismo A : S — G:

q

S: l—H—G=GuuwH—A——=0
I PR}
Gg: 1 H G A 0

Por la construccién realizada, H y H coinciden por ser el limite de {Hg}, v | g es la
identidad. Esto implica que § = G. O
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Capitulo 3

Representaciones de
extensiones afines de

variedades abelianas

En este capitulo introducimos la teoria de representaciones para el caso de esquemas
en grupos afines y su dualidad de Tannaka ([30], [DM]), y luego se repite el mismo
esquema para la teoria de representaciones de extensiones afines de variedades abelianas
([RAAF]). Anadimos sobre el final una perspectiva para emular la prueba al problema de
reconstruccién sin necesidad de utilizar la categoria de fibrados con morfismos graduados
(ver Definicién 3.2.12).

3.1. Representaciones lineales de esquemas en grupos

afines

En esta seccién comenzamos definiendo las representaciones de esquemas en grupos
afines y se observan algunas propiedades como la racionalidad de las representaciones.
Aqui juega un rol importante la perspectiva de los esquemas en grupos afines como es-
pectros de dlgebras de Hopf (ver Observacién 2.1.4). Luego continuamos presentando
el resultado que da solucién al problema de reconstruccién. Para esto seguiremos como
referencia a [MilAG] y [DM].

En esta secciéon G = Spec A serd un esquema en grupos afin, con A una k-dlgebra de
Hopf.
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Definicién 3.1.1. Sea G un esquema en grupos. Una representacion lineal de G es un
par (V,r), donde V es espacio vectorial sobre k y r : G — GL(V) es homomorfismo de
esquemas en grupos. Dar una representacion de G es equivalente a dar una accién lineal
a:GxV —V de G en el espacio vectorial V' visto como k-esquema. Llamaremos al par
(G,r) un G-médulo.

Dada una representacién (V,r) y W C V un subespacio, decimos que W es una
subrepresentacién o un G-submddulo de (V,r) si W es estable por accién de G. Decimos
que (V,r) es un G-médulo racional si es unién de G-submédulos de dimensién finita.
Decimos que la representacién (V,r) es fiel si #(R) : G(R) — GL(V)(R) es inyectiva para
toda k-algebra R.

Ejemplo 3. 1. Si H € GL(V) es un subesquema en grupos, el par (V,i) es una

representacién fiel de H, donde i es el morfismo inclusién.

2. El morfismo de esquemas en grupos r : G, — GL2 dado por a — (}¢) es una

representacion fiel de G,.

Observacion 3.1.2. Hay una equivalencia entre la categoria de G-mdédulos opuesta y la

categoria de Og(G)-comédulos dada de la siguiente forma:

= Sea (V,r) es un G-médulo. Los A-puntos de G son morfismos Spec(4) — G =
Spec(A), en particular, podemos considerar Idg € G(A). Luego r(Idg) € GL(V)(A)
es un isomorfismo A-lineal V@ A — V ® A, que queda determinado por sus valores

en V®k=V, yesto define una estructura de A-comédulo p: V — V ® A.

= Sea (V, p) un A-comédulo y g un R-punto para R una k-dlgebra. A g le corresponde
g" € Homy (A, R). Luego tenemos (Idy, ® g*)opr: VAR - VRR®A - V®R.

Esto define una representacién de G (ver [36, Seccién 3.2]).

Ejemplo 4. Sea H = GL,, y r la representacién estandar en V' = k™ por multiplicacién a
izquierda. Tenemos que Oy (H) = k[T11,T12, ..., Thnldet v €l mapa r : H(R) — GL(V)(R)
es la identidad, y consideremos (e;); la base candnica de V. La co-accién p: V — V x H
en la base de V resulta .
e; — Z e; ® Tij

i=1
Luego observando que las operaciones en el dlgebra de Hopf Oy (H) estdn dadas por
A(Ty) = Z?Zl T;; ® Tji, con A(det) = det @ det, A7) = 75 @ 2=, v €(Ty,) = 65, p

define una estructura de Oy (H)-comédulo.

Observacién 3.1.3. A la estructura de Og(G) como Og(G)-comédulo dada por el mor-

fismo A, le corresponde una accién de G en Og(G) a la que llamaremos accién regular.
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Esta accién es la que se obtiene mediante la accién por multiplicacién del inverso en la

variable, es decir, g - f(h) = f(g~'h). Es facil ver que esta es una representacién fiel.

Proposicién 3.1.4. Todo Og(G)-comddulo es union de sus Og(QG)-subcomddulos de

dimension finita.

Demostracion. Este resultado vale en general para dlgebras de Hopf. Para la demostracion
seguiremos la idea de la prueba que se encuentra en [MilAG, Prop. 4.7]. Sea (V,p) un
O¢(G)-comédulo. Para probar que V' es unién de sus subcomdédulos de dimensién finita
basta probar que todo v € V esta contenido en algin subcomédulo de dimensién finita.
Consideremos (f;);c;r una base de Og(G) como k-espacio vectorial. Tenemos entonces
p(v) = > ic; Vi ® fi, con (vi);er C V no nulos sélo para finitos 4 € I, donde los tensores
son sobre k. Si escribimos A(f;) = 2y oy ik f; @ fr y utilizamos que (p® Idog())op =
(Idy ® A) o p, obtenemos

(p® Idog)(D_ vk @ fr) = (Idy @ A)(Y_vi ® fi)

kel i€l
Zp(vk) ® fr = Zvi ® ( Z rijkfi © fr)
kel i€l J.kel
Zp(%)@fk: Z TijkVi @ fj @ fr
kel i,,k€l

Por lo tanto resulta que p(vg) = >, jerTijkVi ® fj, es decir, vy € (v;);er con finitos
de ellos no nulos, por lo que el subespacio generado por (v;);cr es un subcomédulo de

dimension finita que contiene a v. O
Corolario 3.1.5. Toda representacion lineal de un esquema en grupos afin es racional.

Demostracion. Sea G un esquema en grupos casi-compacto afin y r : G — GLy una
representacion lineal. Tenemos una correspondencia entre G-médulos y O (G)-comédulos
(ver Observacién 3.1.2), por la cual tenemos un Og(G)-comédulo correspondiente (V, p),
la cual hace corresponder los G-submédulos de (V,7) con los Og(G)-subcomédulos de
V. p). O

En el Teorema 2.3.8 vimos que todo esquema en grupos casi-compacto puede ser
aproximado por esquemas en grupos de tipo finito. En el caso afin se puede ser un poco
mas preciso como veremos en la siguiente proposicion. Este resultado es previo al resultado

de Perrin ya mencionado. Recordar la definicién de limite inverso dada en Definicién 2.3.7.

Proposicion 3.1.6. Todo esquema en grupos afin es un limite inverso de esquemas en
grupos afines de tipo finito @Gi, cuyos mapas de transicion G; < Gj, i < j, son

fielmente planos.
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Demostracion. Sea G = Spec A un esquema en grupos afin y A = J 4; una unién cre-
ciente de sub-dlgebras de Hopf de dimensién finita ([36, Proposicién 3.1.4]). La corres-
pondencia entre categorias de dlgebras de Hopf conmutativas y esquemas en grupos afines
nos hace corresponder el limite directo A = ligAi con un limite inverso G = yLnGi. Los
mapas de transicién son fielmente planos porque A; es un édlgebra fielmente plana sobre

sus sub-dlgebras A;. O

Teorema 3.1.7. Todo esquema en grupos afin de tipo finito G es isomorfo a un subes-

quema en grupos de GL(V') para algin espacio vectorial V' de dimension finita.

Demostracion. Sea (V,r) la representacion regular de G, definida en la Observacién 3.1.3.
Por el Corolario 3.1.5 sabemos que (V,r) es racional, por lo que tenemos que V = U;V;
con (V;,r;)ic; G-médulos de dimensién finita. Luego N;(Ker(r;)) = Ker(r) = {e} porque
la representacién regular es fiel, y Ker(r;) = {e} para algin ¢ € I porque el espacio

topolégico subyacente a G es Noetheriano. O

Definicién 3.1.8. Dado un esquema en grupos afin G definimos su categoria de repre-

sentaciones de dimensién finita, a la que notaremos Repp,(G), de la siguiente forma:

= Sus objetos son los G-mdédulos (V, r) tal que V' es un k-espacio vectorial de dimensién
finita.

= Dados (V.r) y (W,s) dos G-médulos, un elemento ¢ € Homgep, (6)(V, W) es una

k- transformacién lineal de W a V' que conmuta con las acciones de G.

Definicién 3.1.9. Podemos definir w® el functor olvido de Repg,,(G) a Vecg, que para
cada representacién se queda con el espacio vectorial y desecha la accién de G, y para cada
morfismo entre representaciones se queda solamente con el morfismo entre los espacios
vectoriales. Luego podemos definir el functor Aut®(w®) de la categorfa de k-algebras a
la categorfa de grupos, que a cada k-dlgebra R le asigna la familia (Ax) tal que X es una
representacion de dimensién finita de G y los Ax son R-automorfismos de X ® R que

cumplen las siguientes propiedades:
= )\q es la identidad en R.
» Dados X,Y € Repg,,(G), Axgy = Ax ® Ay.

= Dado cualquier mapa G-equivariante o : X — Y, se cumple que Ay o (a ® 1) =
(OL X 1) oAx.

Podemos observar que un elemento g € G(R) define un elemento de Aut®(w®), y de

hecho resulta en un isomorfismo entre los functores G'y Aut®(w®).
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Proposicion 3.1.10. Sea G un esquema en grupos afin. El mapa natural de G en
Aut®(w%) es un isomorfismo de functores de k-dlgebras. En particular, Aut®(w®) es
un functor representable y es isomorfo a G como esquema en grupos. Por lo tanto, dos
esquemas en grupos afines son isomorfos si y solamente si existe una equivalencia mo-
noidal entre sus categorias de representaciones de dimension finita que conmute con el

functor olvido.

Demostracion. La siguiente prueba es la que se encuentra en [DM, Prop. 2.8].

Sea C(x,,) la subcategoria plena de Repﬁn(G) generada a partir de un G-médulo
(X, p) tomando submédulos, tensores, sumas directas y cocientes. El functor Aut®(w®)
induce un mapa que a un elemento (Av,) de Aut®(w)(R) le asigna A(x ). Usando este
mapa identificamos a Aut®(w® Yo x,p>) con su imagen, es decir, los automorfismos que
conmutan con la acciéon de G a través de p.

Consideremos ahora G (x ), la imagen de G en GL(X ® R) por el mapa p. Tenemos
entonces que

Gx,p) C Auwt® (w [y, ) CGL(X ® R)

y vamos a ver que los dos primeros son iguales.
Supongamos que es cierta la afirmacién de que siempre que L C V sea una recta

G (x,p)-estable en un G-médulo V, se cumple que Aut® (W

[C(x.,) también estabiliza L.
Sabemos que existe un G-médulo V' tal que G (x ,) es el estabilizador de una recta (ver
[11, Corolario I1.2.3.5]) y entonces queda probada la igualdad.

Veamos ahora que la afirmacion es cierta. Sea (V,r) € Ob(C(x ) y L un subespacio
de dimensién 1 invariante y ¢ € L(R), con R una k-dlgebra. Sea A\, : L& R - L® R
el R-automorfismo inducido por la restricciéon de la accién en L. El siguiente diagrama

conmuta

VRR——=V®R
Av

donde i : L — V es la inclusién, que dado que es G(x ,y-equivariante, también es un

morfismo G-equivariante. Por lo tanto,

At =Avo(i®l)(t®1l)
=(®1)oA(t®1)

Por lo que Ay (L® R) C L® R, y Aut®(w® [C(x.,) también estabiliza L. O
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Teorema 3.1.11. Dos k-esquemas en grupos afines G y G’ son isomorfos si y solamente
si existe una equivalencia monoidal F : Rep(G) — Rep(G’) tal que woF = wC' . Ademds,

en este caso existe un inico homomorfismo f: G — G’ tal que F = w?.

Demostracion. Un functor monoidal F' con esa propiedad define un functor
F* @ Aut®(w%) — Aut®(wG/)

tal que F*(A\)x = Ap(x). Como por la Proposicién 3.1.10 sabemos que G' = Aut® (W)
y G’ = Aut®(wG'), el Lema de Yoneda nos produce una identificacién de F™* con un
morfismo de esquemas en grupos f : G — G’ (recordar Observacién 2.1.2). Resulta

ademds que F — F* y f — w’ son mapas inversos. O

A continuacién presentamos sin demostracién el teorema de reconocimiento para la
teoria de representaciones de esquemas en grupos afines. Para leer una prueba de este

resultado sugerimos dirigirse a [DM, Seccién 2.2].

Teorema 3.1.12. Sea (C,®) una categoria tensorial abeliana y rigida con k = End(1l).

Sea w : C — Vecy un functor tensorial, k-lineal, fiel y exacto. Entonces se cumple que:
1. El functor Aut®(w) es representable por un esquema en grupos afin G.
2. El functor C — Rep(G) es una equivalencia de categorias.

Definicién 3.1.13. Dada (X,r) € Rep(G), llamamos (X) a la subcategoria plena de

Rep(G) generada por los objetos X™ y sus cocientes.
Proposicion 3.1.14. Sea G un esquema en grupos afin.

1. G es finito si y solamente si todo objeto de Rep(G) es isomorfo a un objeto de (X)

para X una representacion de G.

2. G es de tipo finito si y solamente si Rep(G) = Rep(G)x para algin X € Repy;,,(G),
donde Rep(G) x es la menor subcategoria completa de Rep(G) que contiene a X, a

1 y es cerrada por tensores, cocientes y duales.

Demostracion. 1. Si G es finito, existe X € Rep(G) una representacién fiel de dimen-
sion finita y cumple esta propiedad. El reciproco sigue la demostracién del teorema

de reconocimiento por lo que referimos al lector a [DM, Prop. 2.21].

2. Si G es de tipo finito, entonces tiene una representacion fiel (X,r) € Rep(G). El

morfismo inducido por la representacién p : G — GL(X) produce un isomorfismo
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entre Gy Gx := p(G). Luego si tenemos otra representacién cualquiera (Y, s), esta

es isomorfa via p a una representacion en Rep(G)x.

En sentido contrario, supongamos que existe una representacion X € Rep fm(G) tal
que Rep(G) = Rep(G)x. De la demostracién de la Proposicién 3.1.10 deducimos
que Gx = Aut® (OJG|Rep(G)X> ~ Aut® (wG) =~ @G, por lo que G es de tipo finito.

O

3.2. Fibrados vectoriales homogéneos sobre varieda-

des abelianas

En esta segunda seccion del capitulo presentamos la categoria de fibrados vectoriales
homogéneos sobre variedades abelianas, tanto con la construccién clasica como la cate-
goria extendida por morfismos de fibrados vectoriales que en la base son de la forma
multiplicar a izquierda por un elemento y al nivel de las fibras son lineales (ver formal-
mente en la Definicién 3.2.11). Esta construccién fue desarrollada en [RAAF] y seguimos
este articulo como referencia. Presentamos también la construccién del functor de auto-
morfismos para un objeto de esta categoria, incluyendo la prueba de su representabilidad
como esquema en grupos y su descomposicién como una extensién afin de una variedad
abeliana. Para esta prueba seguimos como referencia a [BS13].

A continuacién daremos una definicién de fibrado vectorial en el contexto de esquemas.

Definiciéon 3.2.1. Sea T un k-esquema. Un fibrado vectorial con base T es un par
(E,7), donde E es un esquema de tipo finito y 7 : E — T un morfismo de esquemas
localmente trivial en la topologia de Zariski. Esto ultimo es que exista un cubrimiento de
{Ui}ier de abiertos afines de T e isomorfismos ¢; : Af — 7~ 1(U;), usualmente llamados

trivializaciones del fibrado, tal que para todo abierto afin V' = Spec(R) = U; N Uj, el

morfismo <p;1 0 p; es un automorfismo lineal en R[z1,...,2,]. Dado t € T, llamamos

Ay
fibra de E en t al k(t)-espacio vectorial 7=1(t) = E x1 Spec(k(t)).

Luego dado un esquema T podemos definir la categoria de fibrados vectoriales sobre

T de la siguiente forma:

Definicién 3.2.2. Dado T un esquema, notamos VBg(T') a la categoria de fibrados

vectoriales sobre esquemas dada por:
= Los objetos son los fibrados vectoriales sobre T
= Dados dos fibrados vectoriales sobre T, (E, ) y (E’,7’), un morfismo de fibrados

vectoriales es un morfismo de T-esquemas f : E — E’ lineal en las fibras. Esto es
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que el siguiente diagrama conmute:
o B

E
T T

y dadas ¢ : A — 77 Y(U) y ¢’ : A7, — 7/=1(U’) dos trivializaciones y un abierto
V = Spec(R) = UNU’, el morfismo ¢'"'o fo|,,
\4

morfismo R-lineal entre R[xq,...,x,] v R[Y1, ey Ym]-

<

——
Idr

: Ay, — A7} estd dado por una

Definiciéon 3.2.3. Dado un fibrado vectorial 7 : E — T, podemos definir un morfismo
de esquemas o : T — E, al que llamaremos seccion cero, tal que dado t € T tenemos que
og(t) =0 € E;. Este morfismo verifica que moo = Idr y si tenemos f € Homg(FE, E'), un

morfismo entre (E,7) y (E’,7’) dos fibrados vectoriales sobre T, entonces f oog = opr.

Observacion 3.2.4. Decimos que una categoria C es una categoria monoidal si estd
equipada con un bifunctor ® : C x C — C llamado producto tensorial, un objeto unidad I
y tres isomorfismos naturales que corresponden al hecho de que el functor ® sea asociativo
y que I es una identidad tanto por izquierda como por derecha, y ademas se cumplen
ciertos diagramas de coherencia entre estos isomorfismos. A su vez, decimos que C es
ademas rigida si todo objeto de la categoria es rigido, esto es que tenga un dual tanto a
izquierda como a derecha. Para leer estas definiciones y algunas de sus propiedades con
mayor detalle sugerimos dirigirse a [12, Capitulo 2].

Se puede observar que V By(T) es una categoria monoidal y rigida, con objeto unidad
el fibrado lineal trivial (Aj x T, p2), objeto final el fibrado trivial (Spec(k) x T, p2), y el
producto tensorial entre dos fibrados (E,7) y (E’,7’) se construye a partir de tomar el

producto tensorial localmente en las trivializaciones.

Observacién 3.2.5. Dada una variedad abeliana A y a € A(T) para algin esquema 7,
llamaremos ¢, a la traslacién por a en A, esto es el morfismo de T-esquemas t, : A x T —
A x T definido por (b,t) — (b+ a(t),t).

Definicién 3.2.6. Dada una variedad abeliana A y un fibrado vectorial « : E — A,
definimos el functor Aut,,(E) : Schk®® — Grp de la categoria de esquemas opuesta a la

categoria de grupos como:

= A nivel de objetos, el functor Aut,, envia T € Schk al grupo de pares (f,a) con
f : Er — Ep un T-automorfismo y a € A(T), tal que f es una traslacién por a

en la base y que el pull-back de f por la traslacién por a es un isomorfismo de
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Ap-fibrados vectoriales. Més formalmente, el par (f,a) debe verificar el siguiente

diagrama conmutativo

ET4f>ET

ATT)AT

y el morfismo f : Ep — t:(Er), definido por el siguiente diagrama, es un isomorfis-

mo de Ap-fibrados vectoriales.

= A nivel de flechas, dado un morfismo de esquemas g : ' — T”, el mapa Aut - (E)(g) :
Aut g, (E)(T") — Autgr(E)(T) esté definido por

AUtQT(E)(g)(fa a) - (pl o (f o (IdEag)aPZ)aa Og)

De la misma forma que en la teoria de representaciones de esquemas en grupos afines
consideramos la accién de un esquema en grupos H sobre un espacio vectorial V' como un
morfismo de esquemas en grupos de H en GL(V), quisiéramos considerar la accién de un
esquema en grupos arbitrario sobre un fibrado vectorial como un morfismo del esquema
en grupos a algin espacio de automorfismos del fibrado vectorial. Asi como GL(V) es
un esquema en grupos afin y nos permite construir la teoria dentro de la categoria de
esquemas en grupos afines, en este caso veremos que el functor Autg, es representable y
que cabe en una extensién afin Auty, : 1 — Autg(E) — Auty,(E) 2 A = 0. Los lemas

y las pruebas que siguen para llegar a este resultado siguen [BS13, Capitulo 6].

Lema 3.2.7. Sea w: X — A un GLy,-torsor sobre una variedad abeliana A y Aut®t(X)
el functor de automorfismos de X equivariantes por la accion de GL,,. Entonces Aut€Ln (X)
es representable por un esquema en grupos de tipo finito. Ademds, el subfunctor AutiL" (X),
compuesto por aquellos automorfismos AutGhn (X) que fijan A, es representable por un

esquema en grupos afin de tipo finito.
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Demostracion. Laidea de la prueba es construir una compactificacién X de X, siendo esto
compatible con una extension de la accién de GL,, y de forma que los G L,-automorfismos
de X también se extiendan a la compactificacién, resultando Aut%r (X) un subesquema
de Aut@Ln (X) que es representable y localmente de tipo finito por ser X propio (ver [22,
Teorema 3.7]).

Consideramos P(M,, ® k) la proyectivizacién de GL,, via la inclusién de GL,, en M,,,
que es un GL,-mdédulo con la extensién de la accién por multiplicacién a izquierda de
GL,. Tenemos entonces 7 : X x“L»P(M,, ®k) — A un P(M,, ©k)-fibrado con el siguiente

diagrama conmutativo G L,-equivariante:

X & X x%n GL,C T > X xGn P(M,, @ k)
A /

El morfismo 7 es proyectivo y por lo tanto X x®&» P(M,, @ k) es propio. Tenemos en-
tonces que X es abierto y denso en X := X x&» P(M,, @ k) y que podemos extender
la accién de GL,, a X. Dado X un esquema, notemos Aut®Ln (X) el grupo de automor-
fismos de X como k-esquema. Se puede observar que cada GL,-automorfismo de X se
puede extender de forma tnica a un GL,-automorfismo de X, por lo que tenemos un
isomorfismo de grupos p : AutF " (X) — Aut“" (X, 8X), donde Aut“"" (X, dX) son los
G L,-automorfismos de X que estabilizan X, y cuya inversa es la restriccién. Este mismo
argumento se puede extender a los functores en grupo Aut® " (X)(S) := Aut§L" (X x 9),
con GL, actuando de forma trivial en S. Obtenemos entonces que Aut®“"(X) es un
subfunctor cerrado de Aut(X), que es representado por un esquema en grupos de tipo
finito, por ser X un esquema propio.

Consideremos ahora Aut§=" (X) el subfunctor de Aut®“" (X)) que deja fijo A. Tenemos

las siguiente sucesion exacta de functores en grupos:
1= AutG (X) = Aut®l (X) =5 Aut(A) (3.1)

donde el morfismo 7, estd dado por m : X — A. Para probar que AutﬁL" (X) es re-
presentable por un esquema en grupos afin de tipo finito veremos que es isomorfo a
Hom%L» (X,GL,) y consideraremos a este dentro del espacio de secciones globales de un
fibrado vectorial sobre A.

El functor Hom““" (X, GL,) le asigna a un esquema S el conjunto HomgL" (X x
S,GL, x S), donde las estructuras de S-esquema estdn dadas por la proyeccién en
la segunda coordenada. Definimos la transformacién natural 6 : Hom%» (X,GL,) —
AutG" (X) de forma que dado S un esquema y f € Hom%""(X,GL,)(S), le asigna
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¢ € Aut§ " (X)(S) dado por (z,s) — f(x,s) - z. Se verifica que # es un isomorfismo (ver
[BS13, Lema 6.1.4]). Luego consideremos Hom“*" (X, GL,) dentro de Hom“*» (X, M,,),
donde la accién de GL,, se extiende de forma natural a M,,. Este espacio se puede identifi-
car con el espacio vectorial de las secciones globales del fibrado vectorial X x&L»M,, — A,

que es un esquema afin y es de dimension finita porque A es un esquema propio. O

Consideremos ahora la correspondencia uno a uno entre G L,-torsores sobre A y fibra-
dos vectoriales vectoriales sobre A de rango n dada por corresponderle a un G L,-torsor
X el fibrado vectorial F := X x%L»k”. Dado un fibrado vectorial E sobre A con la accién

de G,,, por multiplicacién en las fibras, obtenemos las secuencia:
1 — AutS™(E) — Aut® (B) 2% Aut(A) (3.2)
La correspondencia mencionada anteriormente induce un homomorfismo
v Aut@hn (X)) — Aut®m(E), (3.3)

de forma que a un elemento ¢ de Aut®“"(X) le asigna el automorfismo inducido en E
por el morfismo ¢ x I'd : X x k™ — X x k™. Llamemos ¥ a la restriccién de ~ al subgrupo
de automorfismos AutiL". Este se mapea a los automorfismos Autg’"7 que consisten en

el grupo de automorfismos de fibrados vectoriales.

Lema 3.2.8. Au‘uﬁm (E) consiste en los automorfismos de fibrados vectoriales. Ademds,
la imagen de Aut®m (E) por el morfismo p. consiste en aquellos n € Aut(A) tal que

n*(E) 2 E como fibrados vectoriales sobre A.

Demostracion. Consideremos ¢ € Autg’}m y U C A un abierto afin donde el fibrado se
trivializa, es decir, tal que V x k™ = 7=1(U) C E. Cuando restringimos ¢ a 7~ 1(U)
tenemos que es de la forma (a,v) — (a,%(a,v)) € A x k™, donde ¢ : V x k™ es Gy~

equivariante. Observemos ahora que como O(U x k™) es isomorfo a O(U) ® O(k™)

O(U)[z1, ..., zn], entonces para una base (eq, ..., e,) de k™ tenemos que:

n
U(a,0) =Y Y Vaani(@)vf i,
i=1 a1,esan

con Ya, ,....a,.,i € O(U). Como ¥ es G,,-equivariante, tenemos que V¢ € k* se cumple que
U(a,tv) = t¥(a,v), y por lo tanto los polinomios 1, ... 4, tienen que ser nulos a menos
que a1 +...+a, = 1. Obtenemos entonces que ¥ es lineal en V' y que ¢ es un automorfismo
de fibrados vectoriales.

Veamos ahora que cuél es la imagen de p,. Sea n = p.(¢) para alguna ¢ € Aut®" (E).

Observemos que ¢ : E — F se factoriza como un isomorfismo v : E — n*(E) de esquemas
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sobre A, seguido de un isomorfismo n* : n*(E) — E inducido por 7. Como 7 es Gy,-
equivariante, v es un isomorfismo de fibrados vectoriales sobre A. Reciprocamente, si
1 € Aut(A) es tal que n*(E) = E como fibrados vectoriales sobre A, entonces su levantado
pertenece a Aut§™ (E). O

A continuacién veremos que el homomorfismo v (Ec. 3.3) es un isomorfismo, y como
ya vimos en el Lema 3.2.7 que Aut®“"(X) es representable, entonces Aut,,(E) también
lo sera.

Tenemos el siguiente diagrama entre las sucesiones exactas de las ecuaciones 3.1 y 3.2.

1 —— Aut§ " (X) —— Aut¥F (X)) = Aut(A) (3.4)

¥ )

1 —— Aut$ (B) —— Aut® (E) —> Aut(A)

Viendo nuevamente a AutiL "(X) como los mapas G L,-equivariantes de X a GL,, como
en la demostracién del Lema 3.2.7, y utilizando la identificacién de Endg(F) con el fibrado

X xGLn M,,, tenemos
AutGE (X) = Hom%Lr (X, GL,) <5 Hom%Er (A, M,,) = H"(A, Endy(E))

En particular, alli Aut§*"(X) se corresponde de forma isomorfa a H°(A, Auty(E)).
Por otro lado, dado ¢ € Aut(A), tenemos que p*(E) = E como fibrados vectoriales si
y s6lo si p*(X) = (X) como GL,-torsores, por lo tanto m, y p. tienen la misma imagen.
Por el Lema de los cinco ([21, VII 7.1]), tenemos entonces que «y es un isomorfismo.
Finalmente, podemos ver a Aut,,(E) como el pull-back de A por p,, viendo a A como
subgrupo de Aut(A) via la accién por multiplicacién a izquierda en A. Tenemos entonces

el resultado buscado.

Teorema 3.2.9. Sea A una variedad abeliana. El functor Aut,.(E) es representable
por un esquema en grupos de tipo finito, y la proyeccion d : Auty,(E) — A dada por
d(T)(f,a) = a es un morfismo de esquemas en grupos. ademds, el nicleo de d, Auty(A),

es un esquema en grupos de tipo finito, afin, liso y conezxo. ]

Definicién 3.2.10. Sean A una variedad abeliana y (E, ) un fibrado vectorial sobre A,
decimos que este fibrado es homogéneo si el morfismo de esquemas en grupos inducido
d: Auty.(E) — A es fielmente plano.

Notaremos HV By(A) a la subcategoria completa de V By(A) cuyos objetos son los

fibrados vectoriales homogéneos.
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Definicién 3.2.11. Sean (E,7) y (E’,n’) dos fibrados homogéneos sobre una variedad
abeliana A. Podemos definir el functor de homomorfismos graduados Homg,(E, E’) :

Sch°P — Sets definido como sigue:

» SiT es un k-esquema, Homg, (E, E’)(T) es el conjunto de pares (f,a) con f : Ep —
E’. un morfismo de T-esquemas y a un T-punto de A, de forma que se verifican las

siguientes dos propiedades:

1. El siguiente diagrama conmuta:

ET #E}

1T

AT?AT

2. El morfismo f de Ap-esquemas inducido por el siguiente diagrama es un mor-

fismo de fibrados vectoriales sobre Ar:

Ar ——Ar

» Sig:T" — T esun morfismo de k-esquemas y (f, a) es un elemento de Hom,,.(E, E")(T),
con f = (f,p2) : ExT — E x T), entonces

Homgr(E, E/)(g)(fa Cl) = ((fo (IdE X g)7p2)7a o g)
que verifica el siguiente diagrama conmutativo

(IdExg,p2) (fp2)

ExT Er xT EL.xT' = E xT

(W,PQ)\L (WT’PZ)\L i(”%mz)

AXT ————————= A x T Ap xT' =2 Ax T’
(Idaxg,p2) (ta,p2)

Dada una variedad abeliana A, podemos definir ahora la categoria de fibrados vectoria-
les homogéneos a partir de VBy(A), restringiéndonos a los fibrados vectoriales homogéneos

y agregando los morfismos de fibrados vectoriales con traslacién en la base. Si notamos
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V a la categoria Func ((Sch\]k)"p , Sets), podemos equiparla con el producto inducido por
el producto cartesiano en Sets. Equiparemos a nuestra categoria de fibrados vectoriales

homogéneos con esta estructura adicional.
Definicién 3.2.12. Sea A una variedad abeliana.

1. Definimos la V-categoria VB, (A), enriquecida sobre V (ver [5, Seccién 6.2]), cuyos
objetos son los de VB((A) y dados dos fibrados vectoriales (E,7) en (E’, ') sobre

A, Homg,(E, E') es el functor de homomorfismos graduados de fibrados vectoriales.

2. La V-categoria HVB,, (A) es la V-subcategoria plena de VB,,.(A) cuyos objetos son

los fibrados vectoriales homogéneos.

Observacion 3.2.13. Podemos observar las siguientes relaciones entre las categorias de

fibrados vectoriales homogéneos y no homogéneos:

HVBo(A) C HVB,,(A)
N N
VBo(A) C  VBy(A)

Las inclusiones horizontales corresponden a subcategorias plenas y las inclusiones verti-

cales a subcategorias amplias.

3.3. Representaciones de extensiones afines de varie-

dades abelianas

En esta seccion presentamos la construccién de la categoria de representaciones de
una extensién afin de una variedad abeliana y la prueba de la soluciéon al problema de
reconstruccién. Tanto en la presentacion como en el contenido seguimos como referencia

a [RAAF].

Definicién 3.3.1. Dada S : 1 - H - G — A — 0 una extension afin de una variedad
abeliana A, una representacién de S es (E,w) un fibrado vectorial homogéneo sobre A

junto con g un morfismo de extensiones afines de S en Auty, (E).

S: 1 H G———>4A 0
) |k
Autg,. (E) : 1 —— Auty(E) — Aut g (E) LA —
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Observacion 3.3.2. Dar una representacién g de una extensién afin S sobre un fibrado
vectorial homogéneo (E, ) es equivalente a dar una accién a de G en E que sea lineal en
las fibras y que a nivel de la base la accién sea la de la suma en A, esto es que verifique

el siguiente diagrama conmutativo:

GxE—*~E

(qﬁ)l lﬂ

AXAT>A

Ejemplo 5. 1. Sea §: 1 - H - G - A — 0 una extension afin de una variedad

abeliana Ay (kx A, ps) el fibrado trivial k x A. En este caso tenemos que Auty,(E) :
155G (Idg,,,040Stg

de G,,. Por lo tanto, dado un caracter x : G — G,, le podemos corresponder la

) Gm x A 225 A — 0, donde Stg,, es el morfismo estructural

representacién dada por p = (x, q) : G = G,,, X A, y la inversa a esta correspondencia
estd dada por p — p; o p, obteniendo asi una correspondencia biyectiva entre los

caracteres de G y las representaciones de S en FE.

2.Sea S:1— H— G — A — 0 una extensién afin de una variedad abeliana A,
V un k-espacio vectorial y (V' x A, ps) el fibrado trivial V' x A. Luego si ¢ es una

representacién de S en E tenemos:

S: 1 H G—1 A 0
] | iﬂ
Aut,, (V x A) : 1—>GL(V)—=GL(V)x A—25A— 50

De la misma forma que en el anterior ejemplo obtenemos una correspondencia bi-

yectiva entre las representaciones de S en V' x A y las representaciones de G en
V.

Dados S : 1 - H - G —+ A — 0 una extensién afin de una variedad abeliana
y V un H-moédulo, podemos construir una representacién de S en el espacio inducido
Ey =G xHV — A de la siguiente forma.

Proposicién 3.3.3. Sea S:1 — H — G — A — 0 una extension afin de una variedad
abeliana y 'V € Repﬁn(H). Consideremos la accion diagonal agxy = (mo (p2,i0p1),ay o
p13) tHX(GXxV)—= GxV, conp1s la proyeccion en las primera y tercera coordenadas
y ay la accion de H en' V. Tenemos entonces que my : By := GxHV = (GxV)/H — A

es una representacion de S.
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Demostracion. Para la prueba de este resultado nos basamos en [RAAF, Teorema 2.61]

con una ligera variante en la demostracién siguiendo a [25, Proposicién 7.1].
Consideremos el morfismo p; : G x V — G que es H-equivariante y el morfismo

q : G — A que es un H-torsor. En este contexto, [25, Proposicién 7.1] nos dice que

podemos completar el siguiente cuadrado cartesiano:

GxV—"s>Gx"Vy

G A

Para ver que (G x V,my) es un fibrado vectorial basta observar que (G x V,p;)
es el fibrado vectorial trivial sobre G y aplicar [15, Teorema VIII.1.7]. Luego la accién
G x (G xH V) = G xHV inducida por g - [¢/,v] = [¢'g,v] es lineal en las fibras y my
es G-equivariante, donde llamamos [g,v] a la clase de (g,v) en el cociente y utilizamos la
propiedad universal del cociente para dar la definicién a partir de los representantes.

Observemos que las fibras son isomorfas a V. Si R es una k-dlgebra y a € A(R),
entonces ¢~'(R)(a) = g,H para algin g, € G(R). Luego si [g,v] € 7' (R)(a), entonces
g = gah para algin h € H(R), y por lo tanto [g,v] = [gah,v] = [ga, h~" - v]. Por lo tanto
7' (R)(a) es isomorfa a V(R). O

Sean (E,pg) v (E',pp/) dos representaciones de § : 1 - H - G — A — 0.
Entonces podemos construir una accién de G en el fibrado vectorial Homg,(E,E’) a
partir de la accién de G en Auty.(E) y en Auty(E') (Homg.(E,E’) es representa-
ble por Auty, x Auto(E") Homy(E,E") por [RAAF, Lema 3.24]). Sean T un esquema,
g : T — G un T-punto de G y (f,1) € Homgy(E,E")(T). Definimos la accién como
g-(f,0) =a(g.(f,1) = er(9) o (f,1) 0 0E(97").

El siguiente lema nos ayuda a describir los morfismos graduados equivariantes en-
tre (E,pr) y (E',pg’), es decir, el esquema de puntos fijos por la accién de G en
Homg,(E, E").

Lema 3.3.4. Sea S : 1 - H - G — A — 0 una extension afin de una varie-
dad abeliana y (E,pr) y (E',pr) dos S-mddulos. Considerando la accion de G defi-
nida anteriormente, se cumple que @ Homgy,(E, E') = Gapy xS Homo(E, E'). En
particular, C*'Homg,ﬁ(E,E') es un Sgnt-modulo y por lo tanto un subfibrado vectorial de

Homyg,(E,E").

Demostracion. Este resultado y su demostracién se encuentran en [RAAF, Lema 3.37]. Va-
mos a considerar la accién a,,, : G x Homg,(E, E') — Homy,(E, E") por post-componer

con pgs y construir un isomorfismo a partir de restringir y pasar al cociente ese morfismo.
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Consideremos Su.: la subextension de S. Como Gy, esta incluida en el centro de G,
para cualquier esquema R, g € Gant(R), ¢’ € G(R) y (f,1) € Homg,(E, E')(R), tenemos

que

ap (99 (f,1) = 0m(9') 0 0mr(9) o (f,1) 0 0r(g™")
=op/(9) 0 0p(9) o (f,1) o 0r(g™")
=g Qpy, (9/7 (f7 l))

y por lo tanto € Hom,,.(F, E') es estable por Gy, para la accién a,,, . Obtenemos en par-
ticular que © Homg(E, E’) es un GypiNH-médulo y R := G gy x Gant™"H G Homg(E, E') —
A es un fibrado vectorial homogéneo. La accién a,,, induce un morfismo de fibrados vecto-
riales R — Homy,(E, E') que es inyectivo y su imagen est4 contenida en ¢ Hom,,.(E, E’).
Finalmente, como la fibra del neutro Ry = ¢ Homg(E, E’), obtenemos como resultado
que R = ¢ Hom,,(E, E'). O

Definicién 3.3.5. Llamamos fibrado vectorial homogéneo de morfismos G-equivariantes
de E en E’ al subfibrado vectorial © Hom,,(E, E').

Podemos definir ahora la categoria de representaciones de una extensién afin de una

variedad abeliana.

Definicién 3.3.6. Sea § : 1 - H - G — A — 0 una extensién afin de una variedad
abeliana. Definimos la categoria de representaciones de S como una categoria enriquecida

por Sch, y la notamos Rep(S), de la siguiente forma:
= Los objetos de Rep(S) son las representaciones de S.

» Dadas (E,pg) y (E', pgr) dos representaciones de S, definimos Hom gep(s)(E, E")

como el fibrado vectorial homogéneo de morfismos G-equivariantes & H omg,(E,E").

Dentro de esta categoria, definimos Repy(S) como la subcategoria amplia cuyos mor-
fismos son Hom gep,(s)(E; E') := Hompeps)(E, E')o. Estos morfismos son la identidad
a nivel de la base A, y por lo tanto los podemos identificar con los morfismos entre los

fibrados vectoriales F y E’ que conmutan con la accién de G.

Dada §:1— H — G — A — 0 una extension afin de una variedad abeliana, veamos
que la construccion de la Proposicion 3.3.3 cumple un rol relevante en la relacién de los
fibrados vectoriales G-equivariantes sobre A con los H-mddulos sobre un espacio vectorial.
En particular esto nos da una equivalencia para la categoria de representaciones de S con

base 0 con la categoria de representaciones de dimension finita de su parte afin H.
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Teorema 3.3.7. Sea S : 1 - H - G — A — 0 una extension afin de una variedad
abeliana y V € Repg,(H). Consideremos la representacion de S enwy : By = G xHV —
A dada en la Proposicion 3.3.3. Si (E,p) es una representacidn de S, entonces E y
G xH Ey son isomorfas en HVBy(A), donde la accion de H en Ey estd dada por la
restriccion de p.

En particular, las categorias Repg,(H) y Repy(S) son equivalentes.

Demostracion. Este resultado y su demostracién siguen [RAAF, Teorema 3.43]. Conside-
remos (E, p) € Repy(S). La fibra Ey es un H-mddulo con la accién por restriccién. Luego
por lo expresado anteriormente, Ey = G x Ej es una representacién de S. Consideremos
el morfismo de esquemas f : G x Ey — E dada por (g,v) — ¢ -v via la accién indu-
cida por p. El morfismo f es H-invariante e induce un morfismo de fibrados vectoriales
f : Fy — F que es un isomorfismo.

Estas construcciones nos permiten construir un functor de la categorfa Repy;,(H) a
la categorfa Rep,(S). Si tenemos V,W € Repy;,,(H) vy f € Hom(V,W), esto produce
un morfismo en los espacios inducidos f G xHV = G x" W. Por otro lado, dados
E,F € Repy(S) y f € “Hom(E, F), esto produce por restriccién un morfismo de H-
moédulos de Ey en Fy. La construcciéon anterior implica que estos functores forman una

equivalencia de categorias. O

As{ como hicimos con los esquemas en grupos afines (Definicién 3.1.9) dada una ex-
tensién afin de una variedad abeliana, podemos definir un functor olvido de la categoria
de representaciones que desecha la estructura de representacion y se queda solamente con

la estructura de de fibrado vectorial.

Definicién 3.3.8. Sea S : 1 - H - G — A — 0 una extensién afin de una variedad
abeliana. Definimos el functor wg, : Rep(S) — HVB,;7(A) de la categoria Rep(S) en la
categoria HV By,(A) como el functor olvido que a cada representacién (E, o) le asigna
el fibrado vectorial homogéneo F y a cada morfismo entre dos representaciones le asigna
el morfismo correspondiente entre los fibrados vectoriales homogéneos. Definimos wy :
Repy(S) = HVBy(A) como el functor inducido por la restriccién de wgy;.

Los functores wg, y wo verifican el siguiente diagrama conmutativo:

Repy(S)———— Rep(S)

HVB,(A)— HVB,,(A)

Observacion 3.3.9. 1. Sea § una extensién afin de una variedad abeliana, wg, :

Rep(S) — HVB, (A) el functor olvido, y 7' un k-esquema. Una T-transformacién
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natural A : wg, = wy, estd dada por una familia de morfismos A\g = (fg,ar) €
Endg, (wgr(E))(T) = Endg, (E)(T'), con E € Rep(S), que cumplen con la siguiente

condicién de compatibilidad:

» Dadas dos representaciones E,F € Rep(S) y (g,b) € ¢ Homy,(E, f)(T), el

siguiente diagrama conmuta:

ETgET

|

FT4>FT

2. La categoria HV By, no es abeliana, es decir, la suma directa natural no cumple la
propiedad universal como discutiremos en la seccién 4.1. Sin embargo si podemos

definir la suma directa de representaciones (ver Definicién 4.1.9 para mds detalles).

3. De la condiciéon mencionada en la parte 1, se deduce que dadas dos representaciones

Ey, E5 € Rep(S), se verifica el siguiente diagrama conmutativo:

A
Eir Eir

] I

E, ® Eap i>E1 @ Eor

Esto implica que d(Ag,) = d(Ag,08,) = d(Ag,), es decir, Ag, v Ag, son morfismos

de HVB,,.(A4) con el mismo grado. Por lo tanto podemos definir el grado de A.

Definicién 3.3.10. Dada S un extensién afin sobre una variedad abeliana y el fun-
ctor olvido wy, : Rep(S) — HVByr(A), podemos definir el functor de transformaciones
naturales End®(wy,.) : Schk? — Mon definido por:

. End®(wgr) estd compuesto por los A : wg, = wg, tal que A es una T-transformacion
natural que verifica que A\g,gr, = Ag, ® A\, para cualesquiera E7, Fs € Rep(S),
y que si 1 = (pg : k x A — A) es la representacién trivial, entonces (Ay,a) =
(Idg X tq,a).

» Sig: T’ — T es un morfismo de esquemas, entonces End® (wgr)(9) : End® (wer)(T) —
End®(wy,)(T") se define a partir del functor Endg,.(E).

El morfismo de grado es el mapa dg; : End® (wgr) = A que a cada transformacién

natural le hace corresponder d(Ay).
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Luego podemos definir el subfunctor Aut®(w,,) C End®(w,,) dado por las transfor-
maciones naturales A tal que Ag siempre es un automorfismo graduado de fibrados vec-
toriales homogéneos. También podemos definir Endg(wg,) y Auto(wg,) como los nicleos

correspondientes al morfismo de grado en cada caso.

Teorema 3.3.11. Sea S una extension afin de una variedad abeliana. S es de tipo finito

st y solo si existe un S-mddulo fiel E € Rep(S).

Demostracion. Si (F, ) € Rep(S) es un & médulo fiel, entonces S es isomorfa via ¢ a
una subextensién de Autg,.(E) que es de tipo finito.

En el otro sentido, S : 1 = H — G — 0 es de tipo finito si H es un esquema en grupos
de tipo finito. Luego por el Teorema 3.1.7, existe un H-médulo fiel (V,r) € Repg, (H).

Consideremos (E = G x V, g) la representacién inducida de S por (H, ).

S: 1 H G———=A4A 0
) I I
Autg,. (E) - 1 —— Auty(E) = GL(V) — Auty, (E) S —

Tenmos que ver que p es una inmersién y por lo tanto (E, g) es un S-médulo fiel. Para
esto alcanza ver que p(g) = e por [Bril7, Proposicién 2.7.1]. Para ver que p(g) = e, en
primer caso tenemos que ¢(g) = p(g) = e, por lo tanto g € H y esto se cumple por ser r

una inmersién. O

Veremos ahora que dada una extensién afin sobre una variedad abeliana y una subex-
tension cerrada, esta ultima se puede presentar como un estabilizador de un subfibrado
en rectas para alguna representacion de la primera. Esto es una extensién de un resultado
conocido para el caso afin (ver [11, Corolario 11.2.3.5]) y es 1til para la prueba del teorema

de reconstruccion, al igual que en el caso afin.

Lema 3.3.12. Sean S : 1 — H - G % A — 0 una extension afin de una variedad
abeliana y S : 1 — H — G' % A — 0 una subextension cerrada de S. Entonces
existe una representacion (E, o) € Rep(S) y L C E un subfibrado vectorial homogéneo de

dimension 1 tal que el estabilizador de L es G'. Esto es que para cualquier esquema T,
se cumple que G'(T) ={9 € G(T): g- L(T) C L(T)}.

Demostracion. La demostracién de este resultado se encuentra en [RAAF, Lema 3.78].
Consideremos H' como subesquema en grupos de H. Por ver [11, Corolario 11.2.3.5],
podemos considerar V' un H-médulo de dimensién finita y U C V un H-submédulo unidi-

mensional tal que H' sea su estabilizador. Consideremos Ey = G x V la representacién
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de S inducida de S y Eyy = G xH' U 1a representacién de &' inducida por U. La inclusién
G’ x U en G x V induce una inmersién de fibrados vectoriales sobre A de Ey en Ey,
y llamamos L a la imagen de Ey . Para verificar que esta inclusién es una inmersién
podemos tomar [g1,u1], [g2,u2] € Ew tal que sus imdgenes sean iguales. Luego tenemos
que g1h = go por loque h € G', y h - u1 = us por lo que h € H'.

Veamos ahora que G'(T) es el estabilizador de L. Es directo que G’ esté contenido en
el estabilizador de L. Consideremos ahora g € G(T) tal que g - L(T) C L(T), es decir,
que g - [g1,u1] = [9g1,u1] € L(T), para todo [g1,u1] € L(T), por lo que existen go € G' y
ug € U tal que [gg1, u1] = [g2, uz].

Supongamos que g € H y veamos que entonces g € H’. Aplicamos lo anterior para
g1 = ey tenemos [go, u2] = [g,u1] = [997 1,9 - u1] = [e, g - u1], por lo que existe h € H(T)
tal que go = h™! y h-up = g-uy. Entonces resulta que h € HNG’, por lo que g-uy € U,
ygeH.

Consideremos ahora g € G(T). Como ¢’ : G — A es fielmente plano, existe ¢ : T/ — T
morfismo fielmente plano casi-compacto y ¢ € G'(T") tal que gogo ¢ = goc € A(T).
Luego (g o ¢)c! € H(T'), porque su imagen es el neutro de A(1"), y estabiliza L(1"),
porque tanto g o ¢ como ¢ lo hacen, por lo que (g o ¢)c=! € H'(T"). Esto implica que
goo € G'(T), y por lo tanto g € G'(T).

O

Si (E, p) es una representacién de una extensién afin S, entonces el morfismo o de

extensiones afines se factoriza por una subextension afin Sg de la siguiente forma:

S: 1 H G—21 >4 0
| o
dE

;
£ T

Auty (E) - 1 — Auty(E) Autgr(E) S P

donde Gg := p(G) es la imagen esquemadtica de G por p, que es un esquema en grupos

de tipo finito por ser un subesquema cerrado de Autg.(E).

Lema 3.3.13. Sea S una extension afin de una variedad abeliana y (E, o) una repre-

sentacion de S. Entonces la inclusion Gg — Aut®(ws Wy [Rep(S)s) €5 un isomorfismo, y
Rep(S)e = Rep(Sk).
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Demostracion. La prueba de este resultado sigue [RAAF, Lema 4.3] y es una generaliza-
cién de la prueba de la Proposicién 3.1.10.

En primer lugar veremos cémo considerar Gg C Aut®(w‘gsr IRep(8)s) C Auty,(E) co-
mo una cadena de inclusiones de esquemas en grupos. Tenemos que Gg C Auty, (E) es
un subesquema en grupos cerrado de tipo finito. Consideremos (F,¢) una representacion
de Sg. Esta representacion es automaticamente G-equivariante via la accién por p, por
lo que induce un objeto en Rep(S)g, que resulta tinico a menos de isomorfismo ya que
(E, p) es una representacion fiel. Lo mismo sucede para Auty,(E). Por otro lado, por la
Proposicién 3.4.1 sabemos que Ey es una representacion fiel de H, y por el mismo razona-
miento tenemos que cualquier representacién de H pertenece a (Veck)g,. Nuevamente lo
mismo sucede para Autg(F). Finalmente, aplicando otra vez la Proposicién 3.4.1, resulta
que Obj(Rep(Sp)) = Obj(Repy(Sk)) vy Obj(Rep(Auty,(E)) = Obj(Rep,(Auto(E)))
estén incluidos en Obj(Rep(S)g).

Veamos ahora que si F' € Rep(S)g y L C F es una subrepresentacion, es decir, es un
subfibrado vectorial Autg, (E)-homogéneo, tal que L es estable por G, entonces también
lo es por Aut®(wgr IRep(S))- Sea i : L — F' lainclusién de L en F' que es un morfismo G-
equivariante (via la accién inducida por p : G — Aut,,.(E)). Consideremos un esquema 7T,
g € G(T), ()\E/,a)E/eRep( S)s € AWt®(wyr TRep(s)s)(T) ¥ (I,t) € L x T. Por la definicién

de Aut®(wy,) (Definicién 3.3.10) tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

LXTL>L><T

iXIdTi liXIdT

FxT——LxT
AR

Por lo tanto,

)\F(l7t) = )\F ] (Z X IdT)(l,t)
= (Z X IdT) O)\L(l,t) eLxT
Por lo tanto L es estable por la accién de Aut® (wgr [Rep(s)E)) (T).
Finalmente, por el Lema 3.3.12, sabemos que existe una representaciéon F' € Rep(S)

y una subrepresentaciéon L C F' tal que G es el estabilizador de L. Esto implica, junto

con la afirmacién anterior, que Gg = Aut® (wgr [Rep(S)E)). O

Fl siguiente lema nos permite extender el resultado anterior para llegar a una prueba

del Teorema 3.3.15 por medio de aproximacién mediante extensiones de tipo finito.
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Lema 3.3.14. Sea S una extension afin de una variedad abeliana. Sea (SE)EeRep(S) el

sistema filtrado afin fielmente plano, con Sg := Aut® la extension afin

S
(©r | rep(s) )

Aut® i1 — Autf E) — Aut® —A—0,

S S S
@or|rep(s) ) (@orlrep(s) @or|rep(s).)

donde dados E,E' € Rep(S’) tenemos que E' < E si y sélo si E = E' @ F para alguna
F € Rep(S), y los morfismos de transicion estdn dados por la restriccion.

FEntonces la sucesion exacta corta

Aut® (wfr) (1 — Aut§ (w;ﬂ) — Aut® (w;gr) —-A—=0

S

es el limite del sistema filtrado de (Sg) y en particular, Aut®(w,

tension afin.

BeRep(S)’ ) es una ex-

Demostracion. En primer lugar observemos que el sistema efectivamente es filtrado. Si
E > F'| es decir, E = E' @ F para alguna F' € Rep(S), entonces E € Rep(S)g/, ¥y

por lo tanto Rep(S)g C Rep(S)g. Luego los elementos de Aut® inducen

S
(w9r|Rep(S>E)

elementos de Aut® via restriccion. Entonces los morfismos de transicion

S
(”gr‘Rep(sw)
entre las extensiones afines resultan:

dE‘GE

1 Gr = p(G) A 0

(GE)o

p

Qwgr ‘Remsm

®/ .S ®¢, S

1—— Auto (w97'|Rep(S)E) — Aut (WW ’REP(S)E) h 0
Aut® 5i "EEL A qt® Sl qW'REP(&E/

1—— uto (ng’RED(S)E/) — Aut (ng|Rep(5)E/ 0

Las proyecciones g : Aut®(wg,) — Aut® estdn dada nuevamente por la

S

(5| ep(s) )
restricciéon y claramente conmutan con los morfismos de transicién.

Veamos ahora que I'LnSE = Aut®(wy,). Consideremos una extensién afin &' : 1 —
H — G — A — 0y una familia ( 0 S = Aut® (WS ) de forma que

y v (@5 Rep(s) ) I q

estos morfismos conmuten con los morfismos de transicion. Queremos ver que hay un
tnico u : 8" — Aut®(wy,) morfismo de extensiones afines sobre A que conmuta con las

proyecciones. En particular, para los centros de las sucesiones exactas esto resulta en el
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siguiente diagrama:

G/
2 Aut® (wy,) oe
/ T
®(,,,S ®(,,S
Aut (ng‘Rep(S)E) - Aut (ng’Rep(S)El)

Si existe tal morfismo u, entonces dado un esquema Ty g € G(T), tenemos que u(g) =
A D Wy = Wy es una transformacién natural que cumple las propiedades enunciadas
en la Definicién 3.3.10. Luego dado F' € Rep(S), Ar = ¢r/(9)r € Auty,(F) para todo
F' > F. Esto efectivamente define un tinico elemento de Aut®(wy,) y un tinico morfismo
u: S — Aut®(wyy). O

Presentamos ahora el Teorema de Reconstrucciéon para la teoria de representaciones

de extensiones afines de variedades abelianas.

Teorema 3.3.15. Sea S : 1 - H - G — A — 1 una extension afin de una variedad

S
gr

Ademds el isomorfismo induce un isomorfismo entre las extensiones correspondientes:

abeliana. La transformacion natural ¢ : G — Aut?r (ws.) es un isomorfismo de functores.

S: 1 H G——4A 0
| l |
AUt_?r(w_fr) : 1 —— Auty (wfr) — Aut?r(wfr) o A——>0

En particular tenemos que st S y S’ son dos extensiones afines de variedades abelianas,
entonces S = S’ si y sdlo si existe una equivalencia de categorias F : Rep(S) — Rep(S’)
tal que su restriccion a Repy(S) es un functor monoidal y que F' conmuta con los functores

. S S’ . . . . . .
olvido wy, y wy,, es decir, el siguiente diagrama es conmutativo:

F

Rep(S) Rep(S’)

o /
Wgr Wyr

HVB,,(A)

Demostracion. Este enunciado y su prueba se encuentran en [RAAF, Teorema 4.6]. Con-
sideremos el sistema de extensiones afines {Sg}perep(s) con E' > E si y sélo si E’ se

factoriza a través de G, esto es, que exista un morfismo pg g tal que pp = pg rpE.
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Si E' > E, entonces E' € Rep(S)g, v en particular, Rep(S)g: C Rep(S)g. Tenemos
entonces el siguiente diagrama conmutativo (que se prolonga a las extensiones afines co-
rrespondientes):

G — Aut® (wor|pep(s),)

PE,E/l le,E’

GEI _— Aut® (ng|Rep(8)E/ )

En particular, fg g/ es un epimorfismo si y sélo pg g lo es. Llamamos J al sistema
filtrado de extensiones afines inducido por los morfismos fg g.

Por el Lema 3.3.14 sabemos que S es el limite inverso del sistema filtrado {S}ger al
que llamaremos Z y que es un subsistema filtrado de J. Esto implica que § = @I Sg =
fm ; S

Sabemos por el Lema 3.3.13, que los sistemas filtrados afines {S} 7 y {Aut® (wgr|RCp(s)E)};<
tienen el mismo limite, donde {Aut® (ng\Rep( S)E)}’C es el sistema filtrado construido en
la demostracién del lema. Esto es entonces que S = II&HJ @K Aut®(ng|Rep(S)E) =

Aut®(wy,) y obtenemos el resultado buscado. O

Proposicién 3.3.16. Sea S:1 - H - G — A — 0 una extension afin de una variedad

abeliana. Se cumplen las siguientes propiedades:

1. H es finito si y solamente si existe E € Rep(S) tal que todo objeto Rep(S) es

isomorfo a uno de (E).
2. G es de tipo finito si y solamente si Rep(S) = Rep(S)g-

8. S es una extension trivial de A, es decir, S es de la formal — H - HXx A — A —

0, si y solamente si toda representacion de S es sobre fibrados triviales k™ x A.

Demostracion. 1. Como los objetos de Rep(S) y Repy(S) son los mismos, basta refe-

rirse a la Proposicién 3.1.14.
2. La prueba es la misma que la del segundo item de la Proposicién 3.1.14.

3. SiSesdelaformal - H— HxA — A — 0, obtenemos una seccién A —
Aut,,(E) para cualquier representacién (E, p). Luego por la [RAAF, Observacién
3.29] tenemos que F es un fibrado trivial. Por otro lado, si toda representacién de
S es sobre un fibrado trivial, tenemos que Autg, (k™ x A) =2 GL,, x k™. Luego Gg
es de la forma Kg x A con Kg afin, y tomando limite resulta que G es de la forma
K x A con K afin ([RAAF, Proposicién 4.8)).

O
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Presentamos ahora sin demostracion el resultado que refiere al problema de recono-

cimiento de una categoria de representaciones de una extensién afin de una variedad

abeliana.

Teorema 3.3.17. Sea (C,wy,) una categoria C enriquecida sobre Schk junto con un

functor olvido fielmente plano wg, : C — HVB,,.(A) tal que:

1.

2.

Home(X,Y) es un fibrado vectorial homogéneo sobre A.
Para cualquier par X,Y € Obj(C),
ng(Homc (X, Y)) = Homwgr(c)(ng(X),wgr(Y)) C Homg, (wgr (X)), wgr(Y))
es un subfibrado vectorial.
La categoria Cy con objetos Ob(Cy) = Obj(C) y morfismos
Homg, (X,Y) = Home (X, Y)o = wy,' (wyr (X), wgr (Y))

es abeliana, monoidal y rigida.

. El’ldco = k.

La restriccion del functor olvido a Cy es un functor monoidal.

El functor olvido continia siendo fielmente pleno luego de restringirlo a la fibra
sobre 0 € A. Esto es, el functor & : Co — Vecty tal que w(X) = (wO(X))O y
O(f + X = X') = f lugx))o: (wo(X)) — (wo(x'))o es un functor fielmente plano,

abeliano, y monoidal.

Entonces existe S una extension afin de una variedad abeliana tal que su categoria de

representaciones es equivalente a C, es decir, que existe F : C — Rep(S) una equivalencia

de categorias que conmuta con los functores olvido respectivos a HVBg.(A) y que su

restriccion a Cy es monoidal.

Demostracion. Este resultado y su demostracién se encuentran en [RAAF, Teorema 5.1]

O

Para el caso de la teoria de representaciones de esquemas en grupos afines podemos

considerar el functor Id : Vecy — Vecy. Tenemos entonces que Aut® (Id) es un esquema en

grupos afin y resulta ser el esquema en grupos trivial. Podemos hacer lo mismo en el caso

de las representaciones de extensiones afines de una variedad abeliana A y preguntarnos

cudl es el objeto de nuestra categoria que verifica que su categoria de representaciones es

47



equivalente HVB,,(A). En [RAAF, Ejemplo 3.73] dan una construccién alternativa a la
extensién universal de una variedad abeliana, definida por Brion en [6] y [7], y prueban

que ésta es la solucién a la pregunta.

Ejemplo 6. Dado una fibrado vectorial homogéneo ' — A tenemos la extension afin
Autgr 1 1 — Auto(E) — Auty, (E) 42, 4 — 0. Utilizando [RAAF, Teorema 2.42] podemos

tomar su parte antiafin que es la extension afin
d
Autgr(E)gnt : 1 = Auto(E) N Aut g, (E)gnt — Autg(E)gne = A —0

Luego podemos tomar el sistema filtrado afin y fielmente plano Autg,(E)qnt, con E €
HVB,, (A) y E < E'siysblosi E = E' @ F para algin F € HV B, (A). Tomando el
limite obtenemos una extension afin G4 y una serie de morfismos de extensiones afines

%p 1 Ga — Autgr(E)gns:

Ga: 1 Ha Ga—21— 4 0
- e
Autgr(E)ane : 1 Auto(E) N Aut gy (E)ant Aut g (E)ant . A 0

A la extensién afin G4 la llamamos extensién universal de la variedad abeliana A.
Veamos ahora que Rep(Ga) = HVB,,.(A4), y en particular por el Teorema de Recons-
truccion 3.3.15, que G4 = Aut®(Id). Ademds, esto prueba que la construccién de la
extensién universal dada en [RAAF] coincide con la de Brion dado que sus categorias de
representaciones coinciden (ver [7, Teorema 2.9]).

Dado un fibrado vectorial homogéneo E, el mapa inducido por x5 : G4 = Autgr(E)ant C
Autgyr(F) es una representacién de G4. Veamos que toda representacién de G4 en FE es
isomorfa a esta. Consideremos ¢ : G4 — Aut,.(E) una representacién, esta queda de-
terminada por la accién de la parte afin de G4 en la fibra del neutro de E (Proposicién
3.4.1). Como H 4 es antiafin, la tinica accién lineal posible de H4 en Ej es la trivial, por
lo tanto la representacion debe ser isomorfa a la inducida por »g.

Finalmente queremos ver que dados F, E' € HV B,,.(A) resulta que 94 Hom,.(E, E") =
Homyg,(E, E"). Si consideramos la accién de G4 en Homg,.(E, E') tenemos que Homg,.(E, E'), =
Homy(E,E") ® k(a) es estable por (Ga)k(a)- Pero este esquema en grupos es antiafin y
Homy(E,E') ® k(a) es un esquema afin sobre k(a), por lo tanto la accién es trivial.

Tenemos entonces que Homg, (E,E’") = Homg,(E, E’).
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3.4. Alternativa al problema de reconstruccion

Para terminar el capitulo veremos que la construccién expuesta para dar respuesta al
problema de reconstruccién podria presentarse sin utilizar directamente la categoria de
fibrados vectoriales con morfismos graduados HVB,,(A4) y restringiéndonos a HVB((A)
que tiene la propiedad de ser una categoria abeliana.

En primer lugar tenemos el siguiente resultado que nos muestra que una representacion
de S sobre un fibrado E queda determinada por la restriccién a una representacion de H

sobre Ej.

Proposicién 3.4.1. Sea S : 1 - H - G — A — 0 una extension afin sobre una
variedad abeliana y E,E' € Rep(S) dos representaciones de S. Llamamos Ey y E}y a las
representaciones de H en la fibra del neutro inducidas por E y E’. Tenemos entonces que

E y E' son isomorfas como S-mddulos si y solamente si Ey y E{y lo son como H-mddulos.

Demostracion. El enunciado y la demostracién de este resultado corresponden a [RAAF,
Corolario 3.44]. La implicacién resulta directamente de que la estructura de H-mddulos
en Fy y Ej provienen de la restriccién de la accién en E y E’ respectivamente. Para el
reciproco, dado un isomorfismo f : Ey — E{, podemos definir el mapa G x Ey — E' =
G x™ E} dado por (g,v) — [g, f(v)]. Esto induce un morfismo f : E = G x Ey — E’

que es un isomorfismo. O

El resultado anterior nos da indicios que Repy(S), junto con el functor olvido a
HVBy(A), podrian ser suficientes para reconstruir nuestra extension afin S. Antes de
avanzar en esto veremos como la categoria HVBj admite sumas directas y es una cate-

goria abeliana.

Definicién 3.4.2. Decimos que una categoria C es abeliana si verifica las siguientes

propiedades:
1. La categoria C tiene un objeto cero.
2. Todo par de objetos de C' tiene un producto y un co-producto.
3. Todo morfismo de C tiene ntcleo y co-nicleo.
4. Todo monomorfismo de C es un nicleo y todo epimorfismo de C es un co-nucleo.

Ver, por ejemplo, [5, Capitulo 1] para més detalles.
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Observacién 3.4.3. La equivalencia del Teorema 3.3.7 nos dice que la categoria Repg(S)
es abeliana, monoidal y rigida. Las estructuras de suma directa, producto tensorial y
espacio dual son las naturales como fibrados vectoriales.

Para el caso de la suma directa, sea V = V; @ Vo un H-médulo, y G x2V, G xH Vv
G xH V; son las respectivas representaciones inducidas de S. Luego el mapa f : G x Vi x
Vo = G x7 Vi & G xH V5 del siguiente diagrama induce un isomorfismo de H-médulos
entre G xVyGxH V@G xH V.

GxVixV,

q20p13

EN

GxHVieGx"V,—=GxHV,

T

G xHvy, A

q10p12

™V,

Observacién 3.4.4. SeaS: 1 — H — G & A — 0 una extensién afin sobre una variedad
abeliana A y T un k-esquema. No necesariamente todos los elementos de A(7T) tienen una
preimagen en G(7T') pero si es cierto que todo g € G(T') es preimagen por ¢(T") para algin
A(T) (recordar Observacién 2.3.2). Tenemos entonces que G(T') = Uyea(r) g 1(T)(a).

Ademds como H(T) es el nicleo de ¢(T), si consideramos g, € ¢~ 1(T)(a), tenemos que
G(T) = U H(T)ga-
a€q(T)(G(T))

Definamos ahora el functor de esquemas en grupos MZ con el que podemos emular

la prueba de reconstruccién de forma similar a usar Aut® (w¥) para la versién ya dada.

Definicién 3.4.5. Sea S:1 — H — G % A — 0 una extensién afin sobre una variedad
abeliana A y T un k-esquema. Definimos el functor ws o : Repy(S) — HVBy(A4) como
el functor ws ¢ seguido del pull-back por el esquema 7.

Dado a € A(T') notamos

MI(T) =A{F, :ws,or — t,ws,or/ F es un isomorfismo monoidal}

y con esto definimos
MI(T) = Ugea(r)M1o(T).

La operacion de grupo maz(r) : MZ(T) x MI(T) — MZI(T) se define de la siguiente

forma. Sean F, : wsor — tiwsor y Fy : wsor — tiwsor en MZ(T). Entonces F,
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consiste en una familia de morfismos (ag)genvi,(a) tal que para cualquier par E, E’ €

HVBy(A) y f € Hompyyg,a)(E, E’), el siguiente diagrama conmuta:

ET4f>E§1

aEl l%,
s

tiEp ——= 1t El

Respectivamente F} se conforma por una familia (8g) genva,(4) que cumple con la propie-
dad equivalente para t;. Definimos entonces m nqz(r)(Fa, Fy;) como la familia (vg) zenvs, (4)
con vg = (t;8g) ocap : Er — t;_ , Er. Este producto da una estructura de grupo, donde
el neutro es la transformacién natural Id : ws o1 — tiwso,7-

Luego si f : T" — T es un morfismo de esquemas en grupos, definimos MZ(f) a partir

del morfismo de restriccién asociado por el pull-back f* : Apr — Ap:

wS,O,T —— wS,O,T’

! |

th(ws,0,1) == ti(ws,0,1)

Luego podemos emular la prueba del Teorema de Reconstruccién (ver Teorema 3.3.15)

a partir del functor MZ, emulando lo hecho con la construccién de la Definicién 3.3.10.
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Capitulo 4

Caracterizacion del grupo afin

a partir de las representaciones

En este capitulo se estudian las representaciones semisimples, diagonalizables y uni-
potentes de extensiones afines de variedades abelianas. Para esto se presenta en cada caso
las definiciones y principales resultados de la teoria clasica de representaciones de esque-
mas en grupos afines de tipo finito, basdndonos en [MilAG], para luego presentarlos en
el contexto de las extensiones afines de variedades abelianas, desarrollado en [RAAF]. En
esta seccion los esquemas en grupos afines seran de tipo finito y las extensiones afines de

variedades abelianas seran extensiones de tipo finito.

4.1. Representaciones semisimples

Un aspecto relevante en la teoria de representaciones es estudiar cuales son aquellos
objetos cuyas representaciones se presentan de forma mas basica posible. En primer lu-
gar, decimos que una representacién es simple si no tiene subrepresentaciones propias,
y que una representacién es semisimple si puede descomponerse como suma directa de
representaciones semisimples.

En esta seccidén nos interesaremos en conocer para cudles extensiones afines de varieda-
des abelianas sucede que todas sus representaciones son semisimples. Para esto, primero
describiremos algunos aspectos de la teoria clasica de representaciones de esquemas en
grupos afines de tipo finito, para lo que seguiremos [MilAG]. A continuacién, basandonos
en [RAAF], analizaremos a qué corresponde la suma directa de representaciones para las

extensiones afines de variedades abelianas, donde no resulta posible extender la suma
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de forma que cumpla la propiedad universal de la suma directa, pero si podemos defi-
nir la suma de forma de dar una definicién de semisimplicidad en este contexto. Luego,
para finalizar la seccién, describimos un resultado que vincula la semisimplicidad de la
categoria de representaciones de S con la semisimplicidad de la categoria de la teoria de

representaciones de su parte afin.

Definicién 4.1.1. Sea C una categoria abeliana (ver 3.4.2). Decimos que un objeto X es
simple si sus tnicos sub-objetos son 0 y X. Por otro lado, si un objeto X es suma directa
de finitos objetos simples entonces diremos que es semisimple. Diremos que la categoria

es semisimple si todo objeto es semisimple.
Definicién 4.1.2. Sea H un esquema en grupos afin de tipo finito.

1. Un esquema en grupos afin H es unipotente si toda representacién no trivial tiene

un vector fijo.

2. Llamamos radical de H, y lo notamos R(H ), al mayor subgrupo normal, soluble y
conexo de H, y radical unipotente al mayor subgrupo normal, unipotente y conexo

de H, al que notaremos R, (H).

3. Decimos que un esquema en grupos afin H es reductivo si es conexo y su radical
unipotente es trivial, es decir, si R, (H) = e. Llamamos linealmente reductivo a un
esquema en grupos afin H si todas sus representaciones finito dimensionales son

semisimples.

Observacion 4.1.3. Para un esquema en grupos de tipo finito, afin y conexo son equiva-
lentes ser reductivo, que el radical de H sea un toro y que H admita una representacién

semisimple con nicleo finito ([MilAG, Proposicién 21.60]).

Ejemplo 7. Algunos ejemplos de esquemas en grupos reductivos son G),, GL,,, SL,,

Observacion 4.1.4. Si el cuerpo k no es perfecto entonces las definiciones de semisim-
plicidad y reductividad de un esquema en grupos requieren que sea liso y que el radical (o
el radical unipotente respectivamente) sea trivial para k en lugar de serlo para k. La defi-
nicién que damos para el caso de cuerpos perfectos resulta del hecho de que la formacién
del radical conmuta con extensiones de cuerpos algebraicas y separables ([MilAG, Propo-
sicién 19.2]). Para leer acerca de la estructura y teoria de representaciones de esquemas

en grupos reductivos sobre cuerpos no perfectos el lector puede dirigirse a [10].

Observacion 4.1.5. Para un esquema en grupos afin, conexo y de tipo finito sobre un

cuerpo de caracteristica 0 son equivalentes que H sea reductivo, que toda representacién

53



de dimensién finita sea semisimple y que exista alguna representacion fiel semisimple
([MilAG, Teorema 22.42]). En particular, se cumple que un esquema en grupos afin de
tipo finito sobre un cuerpo de caracteristica 0 es linealmente reductivo si y sélo si G° es
reductivo ([MilAG, Corolario 22.43]).

Observacion 4.1.6. En su problema nimero 14, Hilbert se plantea si el anillo de polino-
mios invariantes por una representacion lineal de un grupo algebraico afin es finitamente
generado sobre el cuerpo de base. En [19], Hilbert prueba que esto es cierto para el caso
de grupos linealmente reductivos (para una prueba de este resultado dirigirse a [MilAG,
Teorema 12.57]). En 1958, Nagata dio un contraejemplo al caso general utilizando repre-
sentaciones de G2 en [26]. En 2008, Totara da contraejemplos para cualquier cuerpo base

en [34] (incluyendo por primera vez contraejemplos con cuerpos finitos).

Queremos ahora ver cuando las representaciones de una extension afin de una variedad
abeliana se descompone en representaciones simples. Si S : 1 - H - G - A — 0
es una extensién afin de una variedad abeliana, en por el Teorema 3.3.7 tenemos una
equivalencia entre la categoria de representaciones de dimensién finita de H y la categoria
de representaciones de S que dejan fija la base. Este resultado serd el nexo para conectar
nuestro problema con la teoria clasica de representaciones.

Tenemos entonces que la categoria Repg(S) serd semisimple siempre y cuando la ca-
tegoria de representaciones del grupo algebraico afin Rep,,.(H) también lo sea. Veamos
ahora qué sucede con el caso de las representaciones de extensiones afines sobre fibrados
homogéneos en general.

A partir del Teorema 3.3.7 observamos que Repy(E) es una categorfa abeliana, mo-
noidal y rigida, de hecho, esto se basa en el hecho de que HVBy(A) lo es. Por otro lado,
estas estructuras no se pueden extender a HVBg,(A), que es una extensién amplia de

HVB((A), salvo para el caso de que los morfismos sean del mismo grado.

Lema 4.1.7. Sean E,E', F, F' € HVB,,.(A) y (f,a) € Hom,, (E, F)(T), (f',a) € Homg, (E’, F')(T)

morfismos graduados. Los siguientes pares son morfismos graduados en HVBgy,.(A):
1. (f&f',a) € Hom,, (E @ E',F & F')(T), con (f&f )(e+¢') = fle) + f'(€).
2. (f®f',a) € Homy, (E® E',F @ F')(T), con (f&f')(e®e’) = f(e)® f'(€).
3. (f¥,a) € Homg,((E")Y, EV)(T).

Demostracion. Para construir el morfismo correspondiente a la suma directa simplemente
utilizamos la propiedad universal de la suma directa en la categoria de fibrados vectoriales

sobre esquemas y verifica las propiedades deseadas.
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(E® E)r = Er & E}
T~ ~fer

L

FTT>AT

El resto de los morfismos se construyen de la misma forma utilizando las propiedades del

producto tensorial y el espacio dual. O

Observacién 4.1.8. Dados E, E', F, F' € HVB,,.(A4) y (f,a) € Hom,,(E, F)(T), (f',b) €
Hom,, (E’, F')(T) morfismos graduados con a # b, no podemos definir una suma f& f’

en Homg, (E @ E’, F @ F') como en el lema anterior.

Definicién 4.1.9. Dadas dos representaciones (FE,p), (E’,p’) € Rep(S), definimos la
representacion (E @ E', pdp’) su suma de forma que dado un k-esquema T, g € G(T)
y @ = qlg) € A(T), entonces (pép)(T)(g) = (p(T)(9)p'(T)(g),a) € Auty(ED E).
Como g =dopy q=dop porser py p representaciones, tenemos que la suma entre
(p(T)(g),a) y (p'(T)(g),a) estd bien definida (Lema 4.1.7).

Definicién 4.1.10. Sea S : 1 - H - G — A — 0 una extensién afin de una variedad
abeliana. Decimos que (E, p) € Rep(S) es simple si no tiene otras subrepresentaciones
ademds de si misma y la representacién trivial. Diremos que (E, p) € Rep(S) es semisimple

siE=@" | Eiyp=©&,_ipi, con (E;, p;) representaciones simples Vi € {1,...,n}.

Proposicién 4.1.11. Sea §:1 - H - G — A — 0 una extension afin de una variedad
abeliana. Entonces H es linealmente reductivo si y solamente si todo objeto de Rep(S) es

semisimple.

Demostracion. Para el reciproco, tenemos que Repy(S) es una subcategoria de Rep(S) y
allf la suma que definimos resulta en la suma directa usual. Luego Rep;, (H) = Repy(S)
es semisimple y por lo tanto H es linealmente reductivo.

En el otro sentido, consideremos (Ey, pg) la representacién inducida de H en la fibra
del neutro. Como H es linealmente reductivo, (Ep, po) es semisimple como H-médulo, y
por lo tanto Ey = @?:1 V; con V; H-médulos simples. Luego F; = G xH V; son subfibrados
de F para todo i = 1,...,m, y p se restringe en cada uno de ellos. Luego podemos definir
(E,®._, pi), que es semisimple como representacién de S, y es isomorfa a (E, p) porque

sus restricciones a la fibra del neutro lo son (Proposicién 3.4.1). O
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4.2. Grupos diagonalizables

En esta seccién veremos la definicién y caracterizacion de los esquemas en grupos
diagonalizables para luego observarlos en el contexto de la teoria de representaciones de
extensiones afines de variedades abelianas. Para una lectura en mayor detalle acerca de
los esquemas en grupos diagonalizables el lector puede referirse a [MilAG, Capitulo 12].

Dado un esquema en grupos afin H, un caracter de H es un morfismo de esquemas
en grupos x : H — G,,. Llamaremos elemento tipo-grupo a un elemento a € Oy (H) si
es invertible y verifica que A(a) = a ® a. Existe una correspondencia uno a uno entre los
caracteres de un esquema en grupos afin H y los elementos tipo-grupo de Oy (H).

Dado un grupo abstracto conmutativo y finitamente generado, podemos dotar al alge-
bra de grupo k[M] de una estructura de dlgebra de Hopf, definiendo A(m) = m @ m,
e(m) = ey S(m) =m™!, para todo m elemento de la base de M. Luego podemos definir
el functor D(M) que a cada k-dlgebra R le corresponde Hom (M, R*), y es representado
por el esquema en grupos Spm(k[M]). Ademsds, la eleccién de la base de M determina un

isomorfismo con un producto finito de copias de G, y p, ([MilAG, Proposicién 12.3]).

Definicién 4.2.1. Decimos que un esquema en grupos afin H es diagonalizable si los
elementos tipo-grupo de Oy (H) lo generan como k-espacio vectorial, o equivalentemente,

si H es isomorfo a D(M) para algin grupo conmutativo finitamente generado M.
Teorema 4.2.2. Dado H un esquema en grupos afin, son equivalentes:
1. H es diagonalizable;

2. toda representacion de H es diagonalizable, es decir, toda representacion de H es

suma de subrepresentaciones unidimensionales;
3. toda representacion de H de dimension finita es diagonalizable;

4. para toda representacion (V,r) de H, V = @XeX(H) Vi, donde V,, es el subespacio

propio de caracter x.

Demostracion. Este resultado sigue [MilAG, Teorema 12.12]. Veamos la prueba de (1) <
(2), ya que (2) < (3) resulta de que toda representacién es unién de subrepresentaciones
de dimensién finita, y (2) < (4) es trivial.

(1) = (2): Sea (V,r) una representacién de H un esquema en grupos diagonalizable
yp:V =V ®O(H) su correspondiente co-médulo. Como los elementos tipo-grupo de
O(H) lo generan como k-espacio vectorial, existe una base {e;};c; una base de elementos

de este tipo. Dado v € V, tenemos que p(v) = > ,c;u; ® e, con u; € V. Luego como
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p@Id=1d®A, tenemos que ), ; p(u;) ®e; = Y, ui @e; e, por lo que v =), u;.
Ademads obtenemos que p(u;) = u; @ ¢; € (u;) ® O(H), por lo tanto la representacién r
es la suma de subrepresentaciones unidimensionales.

(2) = (1): Si toda representacién de H es diagonalizable entonces en particular tam-
bién lo es la representacién regular de H, que es la representacién inducida en Op(H)
por la multiplicacién de H a izquierda. Tenemos entonces que Oy (H) es generado por
un conjunto {f;}ier de vectores propios. Dado i € I, consideremos y; su caracter corres-

pondiente, y h,g € H(R) para R alguna k-dlgebra. Luego tenemos que

fi(hg) = g- fi(h) = fi(h)xi(9),

y en particular, si h = e, obtenemos que f;(g) = fi(e)xi(g), es decir, f; es un multiplo
del caracter y;. Por lo tanto resulta que Oy (H) es generado por sus caracteres y H es

diagonalizable. O

Ejemplo 8. Los subesquemas en grupos de D,,, el grupo de matrices diagonales, son

grupos diagonalizables.

A partir de la caracterizacién de los grupos diagonalizables a través de sus represen-
taciones podemos ver qué sucede en el caso de las representaciones de extensiones afines

para el caso cuando el esquema afin es un grupo diagonalizable.

Proposicién 4.2.3. Sea § :' 1 - H - G — A — 0 una extension afin de una
variedad abeliana. Entonces H es diagonalizable si y solamente si toda representacion
(E, p) € Rep(S) se descompone como suma de representaciones sobre fibrados vectoriales

de dimension 1.

Demostracion. Este resultado es un corolario de la prueba de la Proposicién 4.1.11. Resta
observar que la dimensién es 1 para cada uno de los subespacios de la fibra en el neutro

y de los subfibrados que componen la suma. O

4.3. Grupos unipotentes

En esta seccién seguiremos el mismo esquema en que en las anteriores de este capitulo.
Primero veremos brevemente algin aspecto de los esquemas en grupos afines unipotentes
y sus representaciones siguiendo [MilAG, Capitulo 14], y luego veremos cémo extender
su caracterizacion al caso de las representaciones de extensiones afines sobre variedades
abelianas.

Recordamos que un esquema en grupos afin H es unipotente si toda representacion

no trivial tiene un vector fijo.
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Definicién 4.3.1. Sea H un esquema en grupos afin. Decimos que una representacién
(V,r) € Repg,(H) es unipotente si existe una base de V' tal que r(H) C U,. Esto es
equivalente a que exista una banderade V, 0=V, C V; C ... C V,, =V, que sea estable

por la accién de H y que acttie trivialmente en los cocientes Viy1/V.

Proposicion 4.3.2. Sea H un esquema en grupos afin. H es unipotente si y sélo si toda

representacion de dimension finita de H es unipotente.

Demostracion. La siguiente demostracion es la que se encuentra en [MilAG, Proposicién
14.3].

(=) Sea (V,7) € Repg,(H) y 0 =V C Vi C ... €V, =V una serie maximal de
H-submédulos de V. Luego al ser la serie maximal tenemos que V;11/V; es simple, y
como H es unipotente actia trivialmente alli. Entonces (V,7) es unipotente.

(<) Sea (V,r) € Repg,(H) unipotente. Entonces existe una bandera de V, 0 =V C
Vi C ... C V, =V, estable por la accién de H y con H actuando trivialmente en Vj41/Vj,
y por lo tanto, actuando trivialmente en V7 # 0. Entonces toda representacién de H tiene

vectores fijos y H es unipotente. O

Definicién 4.3.3. Definimos el grupo unipotente de dimensién n, y lo notamos U,,, como

el subgrupo de matrices de GL,, de la siguiente forma:

1 % % ... x|
0 1 % ... *
0 0 1 ... %
000 ... 1

Observacion 4.3.4. Todo esquema en grupos unipotente es isomorfo a algin subgrupo

de U,,. Esto resulta de aplicar la Proposicién 4.3.2 a la representacién fiel de H.

Proposicién 4.3.5. Sea S : 1 - H — G - A — 0 una extension afin de una variedad
abeliana. Entonces H es unipotente si y solamente si para toda (E,p) € Rep(S) existe
una serie de subfibrados A C Ey C ... C E, = E estables por la accion de G tal que
Ey11/Ey es un fibrado trivial para todo k.

Demostracion. (=) Sea (E, p) € Rep(S) y (V,po) € Repy,(H) la representacién inducida
en la fibra. Como H es unipotente, existe una banderade V, 0=V, Cc V; C ... CV, =V,
estable por la accién de H y con H actuando trivialmente en Viy1/Vi. Esto induce

una serie de subfibrados A C E; C ... C E, = E estables por la accién de G, con
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Ep = G x® V. Ademés tenemos que Eyy1/Ey = G x® Vi1 /Vie 2 G/H x Vi1 / Vi, ya
que la accién de H en Viy1/Vj es trivial.

() Sea (V,r) € Repg,(H). Luego la representacién inducida en E = G x* V tiene
una serie de subfibrados A C F; C ... C E, = FE estables por la accién de G tal que
E,+1/FE, es un fibrado trivial para todo n, que cuando los restringimos a la fibra del

neutro V obtenemos el resultado buscado. O
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Apéndice A
Esquemas

En la definiciones y construcciones bésicas de esquemas nos basaremos en [13, §I] y
[35].

Definicién A.0.1. Sea R una k-algebra sobre un cuerpo k. Definimos el conjunto
Spec(R) como el conjunto de los ideales primos de R dotado de la topologia de Zariski, es
decir, que los conjuntos cerrados son aquellos de la forma V(I) = {P € Spec(R)/I C P}
para algun ideal I en R.

Dado f € R definimos Uy = {P € Spec(R) : f ¢ P}. Esta familia de conjuntos
es una base de abiertos de la topologia. Ademads verifican que dados f,g € R entonces
Uy NUy = Uyg, por lo que la asignacién Ogpee(r)(Uy) = Ry se puede extender para
producir un haz de k-algebras.

Llamaremos Spec(R) al espacio anillado (Spec(R), Ogpec(r)) (esto es un par con un
espacio topolégico y un haz de anillos). Diremos que un tal espacio anillado es un esquema

afin.

Definicién A.0.2. Un esquema sobre un cuerpo k es un espacio localmente anillado
(X,0x) (ver (|35, Def. 4.3.6]) tal que puede cubrirse con esquemas afines. Esto es que
existe un cubrimiento por abiertos U; de X tal que existen k-dlgebras R; y homeomorfis-
mos U; & Spec(R;) con Ox

U; = OSpec(Ri,)'

Definicién A.0.3. Dado un esquema (X, Ox) diremos que X es el espacio subyacente
y Ox el haz estructural o haz de funciones regulares. La k-dlgebra Ox (X) es el dlgebra

de funciones regulares de X o las secciones globales del haz estructural (ver [35, § II]).

Definicién A.0.4. Dados dos k-esquemas (X, Ox) e (Y, Oy ), un morfismo de esquemas

es un morfismo de espacios localmente anillados (¢, ¢*) : X — Y. Esto es un par (g, o*)
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donde ¢ : X — Y es una funcién continua entre los espacios topoldgicos subyacentes y
©” : Oy — ¢.(Ox) un morfismo de haces de k-algebras sobre Y tal que toda vez que
¢(x) = y, el mapa inducido en los anillos locales ¢# : Oy, — ©.Ox , envia el ideal
maximal del primero en el ideal maximal del segundo. Cuando no haya confusion posible,

diremos que ¢ : X — Y es un morfismo de esquemas.

Observacién A.0.5. Si (m,m#): R — Sy (n,n?):S — T son morfismos de esquemas
entonces la composicién estd dada por (nom, (nom)#) : R — T, con (nom)# = n,(m#)o
n# : Or — (nom),.Og. En particular, si consideramos las secciones globales tenemos
que m#(S) : Og(S) — (M.OR)(S) = Or(R) y n#(T) : Op(T) = (n.05)(T) = O5(5),
y nos queda que (nom)#(T) = n.(m#)(S) on#(T) : Op(T) — Ogr(R).

Definicién A.0.6. Diremos que un k-esquema (X, Ox) es separado sobre k cuando el
morfismo diagonal Ay : X — X xi X, inducido por los mapas identidad id : X — X en

cada coordenada, es una inmersién cerrada (ver A.0.8).
A partir de ahora todos los esquemas que mencionemos asumiremos que son separados.

Ejemplo 9. El espacio proyectivo P*(k) puede dotarse de una estructura de esquema

(ver [35, 4.5.7]). P™(k) no es un espacio afin a menos que n = 0.

Proposicién A.0.7. Sean (X,0x) e (Y,Oy) dos esquemas y {U;}icr un cubrimiento
por abiertos de X . Consideremos una familia de morfismos de esquemas (f;, fl#) U; =Y
tal que filv,nu; = filvinu, 1 UinU; — Y (como morfismos de esquemas). Entonces eriste
un morfismo de esquemas (f, f#): X — Y tal que f

v, = fi para todo i € I.

Demostracion. Tenemos que definir el par (f, f#). Para la funcién continua entre los
espacios topolégicos f : X — Y es sencillo. Veremos cémo definir f# : Oy — f.(Ox).
Sea U CY ys € Oy(U). Entonces f~H(U) = U;(f~1(U) N U;). Definimos f#(s) €
£+(0x) = Ox(f~1(U)) pegando f7*(s) € (f:)Ox(U) = Ox(f7"(U)) = Ox(f~1(U) N
U;) en el haz Ox, para producir una seccién de Ox (f~1(U)) (ver [35, Definicién 2.2.6]).

Efectivamente tenemos que
# _ #
TeS f—1(U)NU;, f~1(U)NU;NU; (fi (3)) =TeSf-1(u)nU;,f~1(U)NU;NU; (fj (5)),
por lo que esto define una tinica seccién en Ox (f~(U)). O

Recordamos ahora algunas definiciones de propiedades de esquemas y morfismos de

esquemas.

Definicién A.0.8. Sean X e Y dos k-esquemas y (p,¢”) : X — Y un morfismo de

esquemas.
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= X es de tipo finito si Ox (U) es una dlgebra de tipo finito sobre k para todo abierto
U de X.

= X es irreducible si su espacio topolégico subyacente es irreducible.

= X es reducido si para todo  en X el anillo local Ox , es reducido. Esto es equiva-
lente a que O(U) sea reducido para todo abierto U C X (ver [33, 26.12.2]).

= X es geométricamente reducido si para todo x en X y toda extensién de cuerpos k’
de k, el anillo local Ox,, . es reducido (la construccién del esquema Xy se encuentra

a continuacién de estas definiciones).

= Diremos que X es liso si el conjunto de puntos singulares es vacio (ver [MilAG,
Seccién A.h)).

= El esquema X es propio si para todo esquema Z la proyeccion X x Z — Z es

cerrada.

= Diremos que el morfismo de esquemas (i, ¢*) es plano si para todo punto x en X
el anillo local Ox , es plano sobre Oy ;). Si ademds ¢ es sobreyectivo, entonces

diremos que (¢, ™) es fielmente plano.

» El morfismo de esquemas (@, p?) es una inmersién cerrada si la imagen de ¢ es
un conjunto cerrado de Y y el morfismo de haces Oy — ¢.Ox es sobreyectivo.
En particular, en este caso la imagen esquematica de (i, p*) tiene soporte en el

cerrado p(X).

= Decimos que el morfismo (i, p#) es casi compacto si Y tiene un cubrimiento por
abiertos afines tal que sus preimédgenes son casi compactas (como espacios topoldgi-

CoS).

Observacién A.0.9. Sean X,Y y Z tres esquemas y (¢, %) : X — Zy (v, 9%):Y = Z
dos morfismos de esquemas. Entonces existe un esquema X Xz Y y un par de morfismos

de esquemas tal que el siguiente diagrama conmuta:

X%,V —>Y

-

©

Ademass si tenemos otro esquema W y morfismos de W a X e Y que cumplen esta

propiedad, entonces existe un tnico morfismo W — X xz Y tal que el siguiente diagrama
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conmuta:

X—¢>Z

Podemos encontrar una prueba de la existencia de este esquema en [35, 9.1.1].

Definiciéon A.0.10. Con las notaciones de més arriba, llamaremos X Xz Y el producto
fibrado de X e Y. En los casos que no genere confusiones omitiremos la mencién a cudles

son los morfismos de X e Y en Z.

Ejemplo 10. Sean X = Spec(A), Y = Spec(B) y Z = Spec(C) tres esquemas afines,
donde A, B y C son k-dlgebras, y X — Z e Y — Z morfismos de esquemas inducidos
por Spec(A) — Spec(C) y Spec(B) — Spec(C) respectivamente. Entonces el producto
fibrado es Spec(A ®¢ B) con los morfismos inducidos por los morfismos de 4lgebras
evidentes A > A®Qc By B—> A®c¢ B.

Observacion A.0.11. Supongamos ahora que tenemos un k-esquema X con morfismo
estructural 7 : X — Spec(k) y una extension de k-dlgebras k — R. Tenemos entonces la

existencia del producto fibrado y el siguiente diagrama conmutativo:

X X Spec(k) Spec(R) —X

| l

Spec(R) ——— Spec(k)

Definicién A.0.12. Llamaremos al esquema X X gpcq(x) Spec(RR) la extension de escalares
a R y lo notaremos como Xp. Podemos ver a X como un R-esquema, con morfismo

estructural mg.

A continuacién demostraremos un lema que describe cudles son las funciones regulares
de un producto de esquemas casi compactos, y nos serd de utilidad en varias demostra-

ciones.

Lema A.0.13. Sean X e Y esquemas casi compactos, entonces las dlgebras Ox(X) ®
k

Oy (Y) y Oxxy (X xY) son isomorfas. En particular, tenemos un isomorfismo candnico
Ox(X) % R~ 0Ox,(Xg).
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Demostracion. Presentaremos la prueba desarrollada en [Bril7, Lema 2.3.3]. El caso cuan-
do ambos esquemas son afines es sencillo. Supongamos que tenemos X afin e Y cualquiera,
entonces podemos elegir un cubrimiento finito (V;)1<i;<n de Y, luego las intersecciones

Vi NV} son afines. Tenemos la siguiente sucesién exacta

0 0y(Y) = [Jorvi) 2 [ oy (vinv))
i i
donde dy ((fi):) := (fi vinv; —fj Ivinv; ). Tensorizando con Ox(X) obtenemos esta

otra sucesién exacta

d
0= Ox(X) @ Oy(Y) = [[Oxni (X x Vi) =5 [[ Oy (X < (Vin V)
i ]
donde dx y es definida similarmente y usamos que X y los V; son afines. Como los X x V;
forman un cubrimiento abierto de X XY, el nicleo de dx,y es O(X xY’), entonces tenemos
probado este caso.
En el caso general tomamos un cubrimiento afin finito (U;)1<;<n de X y utilizando el

mismo procedimiento obtenemos la siguiente sucesién exacta

dx,y
0 — Ox(X) ® Oy (Y) = [[Ovixy (Ui x Y) =5 T Owinw) xy (Ui N T;) x Y)

i,
El niicleo de dx y nos queda O(X x Y) por lo que el lema queda demostrado. O

Observacién A.0.14. Sean X, X', Y e Y/ esquemas y (f, f#) vy (g,97) dos morfismos
de esquemas de X en X’ y de Y en Y’ respectivamente. Por la propiedad universal de
X x Y, tenemos entonces un tnico morfismo de esquemas (h, h*) tal que el siguiente

diagrama conmuta

Xxy 2 .y

X X/ X Y/ ? Yl
Pxr
S l
X’ Spec(k)

donde h = fxg: X xY = X' xY' h(z,y) = (f(x),g(y)) Recordando la Obse-
vacién A.0.5 tenemos que px/.(h#)(X') : pxu(Oxrxy)(X') = Oxrxy (X' x Y') —
pxxhe (Ox 3y )(X') = Oxxy(X x Y), que es el morfismo de algebras h# (X’ x Y') :
Oxrxy (X' xY') = ho(Oxxy)(X' x Y'), y lo mismo sucede con py-,(h#)(Y’). El dia-
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grama anterior entonces induce el siguiente diagrama en las algebras de funciones globales:

#
Oxrxy (X ~— Oy (Y)
PY/
\ T;Dﬁ/ T

Ox/(X") k

Luego, si tomamos j € Ox/(X') y k € Oy(Y"), tenemos que px-.(h#)(p%, () = (px+ ©

W#(G) = (f o px)*() = LGDFFG) v py (W) 0F, (k) = (pyr o h)#(k) = (g0
py)7 (k) = g« (pi)(g#(k)) Entonces utilizando la correspondencia del Lema A.0.13, y
que esta hace corresponder a j ® k con pﬁ,(j)pi,(k), obtenemos que h# es el morfismo

de &lgebras inducido por f# ® g% : Ox @ Oy/(Y') = Ox(X) ® Oy (Y).

’ ’ f*eg” ’ ’
Ox/(X") ® Oy (V') — Ox/(X") @ Oy (Y7)

l l

OX/Xy/(X/XY/) OXXy(XXY)
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