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Un grafo no Hamiltoniano

Un grafo no Hamiltoniano.

W.T Tutte (1959)

El grafo que se presentara es un grafo cubico de 28 vértices,
descubierto por el Prof. H.S.M Coxeter, que no tiene ciclos de
menos de 7 aristas y en el cual todos los arcos orientados
formados por tres aristas son equivalentes bajo el grupo de
automorfismos.

En este articulo se prueba, ademas, que no es un grafo
Hamiltoniano.

La estructura del grafo es la siguiente:
Son 3 heptagonos: A(aiaazasasagsa;a4)
B(b1bsbabsb3bybyby)

C(c1cecacacrC5C3€0)

Los siete vertices restantes son dy, dy, ds, d4, ds, dg, d; tales
que los tres vértices incidentes con d; son a; b;, c;.

Entonces si en el grafo G tuviera un ciclo hamiltoniano H,
que pasa por la arista aqa, y por ayas entonces a,d, no puede
pertenecer a H, de lo contrario un vértice del ciclo tendria grado
3 lo que es absurdo. Por lo tanto para que d, tenga grado dos en
H, b,d, Yy c,d, deben pertenecer a H.

Notacion: (alaz, a2a3) —>( bzdz , Czdz)

Observacion: existe un automorfismo U en G, enel cual, a,
x; le corresponde x;,1, donde x es a, b, ¢ 0 d, 1<i<7 y xg=X1.

Prueba: por construccion Vi, 1<i<7, a;~a;;q =
Ai41~Aj42

U(a;) = ajyq, = U(a)~U(a;4+1)

U(ais1) = Qiyz

b, ~bs,

b,~bs (= U(by)~U(bs) Lo mismo se observa con el

U(b,) =b, resto de los vértices b;.

De igual manera se puede concluir que si ¢i~c;41 = U(c;)~U(ciz1)
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ai~dl~, bi~dil Ci~dil A4 i, 1§1S7,
= A1~
U(a;) = ajzq, U(a;)~U(d;). idem, b;, c;, con lo que se prueba que U es

U(d;) = djy4q un automorfismo

Supondremos que G tiene un ciclo Hamiltoniano, H, entonces no todas las aristas de A
podrian pertenecer a H, porque de lo contrario se formaria un ciclo de 7 vértices (A), que
no es Hamiltoniano.

Sea s el maximo de aristas consecutivas de A que pertenecen a H.

Entonces 1<s<6, (s #1 porque A tiene 7 vértices y H tiene que incluirlos a todos, si
dlal,, a1a;,dya; dsas, azas, daaqs dsas, asag, deag d;a; pertenecen a H entonces para
seguir el ciclo a;a; es parte de H, pero en este caso habrian dos aristas consecutivas de A
en H)

Caso 1: s=6

Por el automorfismo U podemos suponer que las aristas consecutivas de A que pertenecen a H
son: a1a;, a,as, 30y, A4Qs, Asdg, AgAy de lo contrario el razonamiento es similar.

(a1ay, azaz) =( bpd,, cd;)  (porque axd; no puede pertenecer a H)
De la misma manera:

(azaz, azaq) —=( bzds, c3ds)

(azay, azas) =( bady, c4ds)

(asas, asag) =( bsds , c5ds)

(asas, agaz) =( beds , code)

Si bydy €EH = biby0 byb; €EH pero esto es equivalente ya que existe otro
automorfismo V en G, en el cual a x; le corresponde X g.. entonces supongo que b, b, €H.
podemos extender el razonamiento a :

( by1bs , bsdy) = (b3by,byd7)
( bsby , bsd3) = (bybg, bedy)

( bybg , bd;) = (bybs, bsds)
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( biby, bibs) = (a1dy, c1d4)

( a1dy, a1a;) = (azdy, a7ae)

( azd; , byd7) = (ca¢7,¢567)

( ¢sc7, csds) = (c1c3,¢3d3)

( c1c3, c1d1) = (€46 Cods)

De esta manera H qued6 totalmente determinado, pero consiste en dos ciclos:

Hi={a1aza3asasa5a7d7b7b3d3zc3c1dar}

Y H,={b1bsdsC5Cc7Cod,0,b6dsCeCads0 401}

Por lo que H no es Hamiltoniano absurdo, por lo que en H no pueden haber 6 aristas de
A consecutivas.

Caso 2: s=5

Por el automorfismo U, podemos asumir que H incluye a las aristas a,a,, a,as, azay,
a,as, asag, Pero a; debe estar contenido en H, por lo que dsa; estd incluido en H, pero
como H es un ciclo, el grado de los vértices debe ser 2, con lo que asags, 0 aza; debe estar
incluido en H para que el grado de a; sea dos, pero en cualquiera de esos casos la cantidad
de aristas consecutivas pasa a ser 6, lo que es imposible por el caso anterior.

Caso 3: s=4

Por el automorfismo U, podemos asumir que H incluye a las aristas a,a,, a,as, asay,
auas, a5d5, Yy a1d1

(a1az, a2a3) =( bady , c2d;)
(aza3, azas) =( bzds, c3d3)
(azay, agas) >( bady, c4dy)
(a1ay,a1dq) =( agay , a;d;) (Porgue por el a6 y a7 tienen que

(agas, asds) =( agay , agdg) pertenecer a H, entonces tienen que
haber una arista que “llegue” a cada uno
de ellos y otra que “salga” de ellos)

H debe incluir b3bg 0 b3b; pero esto es equivalente ya que existe otro automorfismo
W en G, en el cual a x; le corresponde X .. entonces supongo que bsb,; €H. podemos
extender el razonamiento a:
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( bsb7 , b3ds) > (bybe, beds)

( bzbe , bady) = (by1bs, bsds)

( beds , agds) = (c1C6,C4C6)

( bsds , asds) = (3¢5, ¢5¢7)

( e3¢5, c3d3) = (c1c6,C1d1)
( a1dy, c1d1) = (b1byg, bybs)

(b1by , bady) = (b3b7,b7d7)
( c4¢6, €4ds) = (c2C7,C2d2)

Ahora H quedd totalmente determinado como dos ciclos:
(a1az8384850505010404C4C6C10181) Y (b2d2C2C7C5C30303b707a7a506b6h2)
Por lo que absurdo.

Caso4: s=2

Podemos asumir que H incluye a las aristas a,a;, a,as, a;d;, asds. Pero en este caso
H contiene a aristas consecutivas del heptdgono aj;a,asdscscidia;, lo que es equivalente al
heptagono A, dado el automorfismo X, entonces este caso se puede reducir al caso anterior.

Caso 5: s=3

Podemos decir que H incluye a las aristas asas, asas, asay a,d,, a;d;. entonces
tenemos:

(a4as, asdy) —( azas , asds)
(asaz, a;d;) =( aya; , a;d4)

Entonces H contiene las aristas: ajay, asas, a;ds, asds, por lo que el caso 5 se reduce al
caso 4 donde H contiene 4 aristas consecutivas del heptdgono a;a,asdscscidia; lo que
resulta absurdo.

Con esto se concluye que el grafo G no tiene ciclo Hamiltoniano.
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