Teoria de Modulos
Primer semestre de 2013.

Practico 5
1. Decimos que los ideales Iy, ..., I, de un anillo R son comaximales 2 a 2 si I; +I; = R para i # j.

a) Probar el Teorema Chino del Resto: Si I, ..., I,, son comaximales 2 a 2, entonces el mapa natural
¢:R— R/I1xR/IsX...xR/I, es un morfismo de anillos sobreyectivo con nticleo IyNI2N...N1L,.

b) Deducir el Teorema Chino del Resto clasico de teorfa de niimeros elemental.

2. Sean R un anillo, I un ideal de R y u € R un idempotente médulo I (u? —u € I). Decimos que
u puede ser levantado a un idempotente en R en el caso de que exista un idempotente e € R con
e—uel.

a) Sean € N conn > 1. Probar que si n no es potencia de un primo entonces existe un idempotente
moédulo nZ en Z que no puede ser levantado a un idempotente de Z.

b) Si R es el anillo de las matrices triangulares superiores sobre un cuerpo k y J es el ideal de las
matrices con la diagonal nula, entonces todo idempotente médulo J puede ser levantado a un
idempotente de R.

¢) Si R es como en la parte anterior probar que hay idempotentes centrales médulo J que no pueden
ser levantados a idempotentes centrales de R.

3. Sean G un grupo de orden n y K un anillo conmutativo tal que n - 1 es invertible. Sean R = KG el
anillo de grupo de G sobre K e I un ideal a izquierda de R.

a) Supongamos que gl es un sumando directo de xR con proyeccién p :x R — g I. Sea e =
n~ 1> 597 'p(g). Probar que para h € G se tiene he = n~ !>, g 'p(gh). Deducir que e es
idempotente en R, e € I y que ze = z para todo = € I.

b) Probar que gl es un sumando directo de g R siy solamente si gl es un sumando directo de
rR.

4. Probar que existen médulos U y M tales que:

a) M es generado por U pero no todo submédulo de M es generado por U.

b) M es cogenerado por U pero no todo cociente de M es cogenerado por U.

5. Probar que si U genera o cogenera M entonces [,.(U) C [,.,(M). Mostrar que el reciproco no es cierto.

6. Probar que para un médulo gk M son equivalentes:

s pM es fiel.
= M cogenera a R.

= M cogenera un generador.

7. Probar que rG es un generador si y solamente si para algin n € Ny un médulo gL hay un isomorfismo
de moédulos G" =2 R® L.

8. Sea M un R-médulo a izquierda con S = End(rM). Sea e € S un idempotente. Probar que

a) Try(Me) = (Me)S.
b) Rejn(Me) = lp(Se)

9. a) Sean M y U R-médulos a izquierda. Probar que:
1) Homg(M,Try(M)) = Homgr(M,U).



10.

11.

12.

2) Homp(M/Rejr (U),U) = Homp(M,U).
b) Sea I un ideal a izquierda de Ry M un R-médulo a izquierda. Probar que Trys(R/I) = Rry(I).

Sea U el conjunto de los grupos abelianos simples. Probar que para un grupo abeliano M

a) Try(U) = {x € M : x tiene orden libre de cuadrados }
b) Rejy(U) =N{N < M : N es subgrupo maximal de M}

Sea R el anillo de las matrices triangulares superiores n X n sobre un cuerpo k y U la clase de los
R-modulos simples a izquierda.

a) Trr(U) = {[aij] € R : aj; =0 con i > 2}
b) RejrU) ={laij] € R:ag, =0con k=1,2,...,n}

Sea Fr un R-médulo a derecha libre con base {xq}aca y sea S = End(Fg). Para cada a € S y cada
xg hay un conjunto {asg}aca en R con casi todo ang nulo tales que:

a(xzg) = Z AaBTa

a€cA

Probar que el mapa a — [aqs](a,8)cax4 define un isomorfismo de anillos desde S al anillo CFM 4(R).



