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1. Probar que rM es finitamente generado si y solamente si para toda cadena C de submddulos propios
de pM la unién U C' es un submodulo propio.
ceC

2. Probar que rpM es finitamente cogenerado si y solamente si para toda cadena C de submédulos no
nulos de pM la interseccion ﬂ C' es un submédulo no nulo.
ceC

3. Sea ¢ : Q — R un morfismo de anillos y M un R-médulo a izquierda. Entonces mediante ¢ también
tiene estructura de @-modulo a izquierda.

a) Probar que si QM es artiniano (noetheriano) entonces gpM es artiniano (noetheriano).

b) Deducir que si R es un dlgebra de dimensién finita sobre un cuerpo @) mediante ¢, entonces son
equivalentes:

1) rM es artiniano y noetheriano.
2) rM es finitamente generado.
3) @M es de dimension finita.

4. Sean Mp un médulo semisimple no nulo homogéneo y S = End(MEg). Probar que

a) El conjunto U = {v: Im es finitamente generado } es el tinico ideal minimal no nulo de S.
b) Soc(sS) = Soc(Ss) =U y Rad(sS) = Rad(Ss) = 0.

5. Probar que las siguientes condiciones son equivalentes para un médulo g M no nulo:

a) El conjunto de sumandos directos de g M cumple la condicién de cadena ascendente.
b) El conjunto de sumandos directos de g M cumple la condicién de cadena descendente.

¢) End(rM) no tiene un conjunto infinito de idempotentes no nulos ortogonales.

6. Sobre un cuerpo k consideremos R el conjunto de las matrices cuadradas N x N con columnas finitas
A = (a;5)i jen tales que apny = mm para todo n, my amn =0sim #1y m #n.

a) Probar que R es una subdlgebra de la k-algebra RFMy/(k).

b)

c)

d) Sea M el R-médulo a izquierda Homy(Rpg,k). Probar que M es finitamente cogenerado pero no
es artiniano.

Probar que R es un anillo conmutativo local.

Probar que rR es finitamente generado pero no es noetheriano.

7. Sea R el anillo de todas las matrices 2 x 2 triangulares superiores

a b

0 ~
cona,b € Ry~ € Q. Probar que R es artiniano y noetheriano a izquierda pero que no es ni noetheriano
ni artiniano a derecha.



8. Sean k un cuerpo y n € N. Para cada A € M, (k) sea D(A) la matrix N x N sobre el cuerpo k dada
de la forma

Sea R el conjunto de todas las D(A) para A € M, (k) y n € N.

a) Probar que R es un subanillo simple de CFMy (k).

b) Probar que rR no satisface ni la condicién de cadena ascendente ni la condicién de cadena
descendente.

¢) Deducir que R es una k-algebra simple que no es de dimensién finita ni anillo de divisién.



