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Practico 4 Limites de funciones, continuidad

1. Dada f : R — R, demostrar:
(a) f(z) = 400 (r — +00) <  V(zp): xy — +00 se tiene f(x,) — +o0.
(b) f(x) = 400 (x —a) < Y(zp): zn # a Vn,z, — a se tiene f(x,) — +o0.

(¢) f(x) = 400 (x — a+) <&  V(zn): zn > a Vn,z, — a se tiene f(x,) — +oo.
;,Como se enuncia este resultado si x — a—7?

2. Sea f: R — R mondtona. Probar que si existe una sucesién (x,) con z, > a tal que
limz, = aylim f(x,) = L entonces lim,_,,+ f(z) = L. Enunciar y probar un resultado
analogo para el limite cuando x — a—.

3. Sean f: R —- Ry g: R — R. Considerando limites cuando z — a, demostrar:

(a) Si f(x) — 400y g(x) — L, entonces f(z)+ g(x) — +o00. ;Que ocurre si g(x) es
acotada en un entorno de a?

(b) Si f(x) — 400y g(z) — L > 0, entonces f(x)g(xr) — +oo. ;Que ocurre si
g(x) - L <07

(¢) Si f(xr) > L (x—a)y g(x) — 400 (z — a), entonces f(x)/g(x) — 0 (z — a).

4. Limites indeterminados (I). Encontrar dos funciones f(x) y g(z) tales que f(z) —
+o0o (z — a) g(z) — +o0 (x — a), y se verifique

(a) f(z) —g(x) = +oo (x —a)

(b) f(z) = g(z) = —o0 (z — a)

(¢) f(z) =g(z) = L (x—a)

(d) f(z) — g(x) no tiene limite cuando x — a.

(b) Dado L > 0 encontrar dos funciones f(x) y g(z) tales que se verifique lim,_,, f(z) =
lim, q g(z) = 0, y ademés lim, ., f(2)9® = L.

6. Limites “tipo” trigonométricos. Calcular los siguientes limites, cuando x — 0:
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Sugerencia: Recordar, para el primer limite, que senz < z < tgz, si 0 < = < 7/2, y

que tgz < x < senw, si —7/2 < z < 0; para el segundo, sen’ z = #

7. Limites “tipo” exponenciales y logaritimicos. Asumiendo sabido que lim(e®" —
1)/a, = 1 para toda sucesién (a,) tal que a, — 0, calcular los siguientes limites,
cuando = — 0:
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8. (a) Demostrar que si f es continua en xg y g es discontinua en xg entonces f + g es
discontinua en xg. ;Qué sucede si ambas funciones son discontinuas en xq?

(b) ;Qué ocurre si se trata del producto f x g en lugar de la suma?

(c)Sean f:R— R y ¢g:R — R las funciones definidas por:

—4, siz <0.
f(@) =a* 9(z) = { |4 — x|, sixz>0.
Estudiar la continuidad en 0 de f, g, fog y go f.

(d) Encontrar dos funciones F'y G tales que F' sea discontinua en xg, G discontinua en
F(xo) y que G o F sea continua en x.

9. Un teorema sobre puntos fijos. Sea f una funcién continua en [0,1] tal que f(z) €
[0,1], Vx € [0,1]. Demostrar que f tiene algin punto fijo en el intervalo [0, 1], es decir:
existe al menos un punto ¢ € [0,1] tal que f(c) = ¢. Sugerencia: aplicar el teorema de
Bolzano-Darboux a la funcién @ : [0, 1] — R dada por ®(z) =z — f(z).

10. Sea f : [a,+00) — R acotada. Para cada t > a definimos M; = supgcp, 1o0) f(2),
me = infuep 1o0) f(x) y wg = My — my a quien le llamaremos la oscilacién de f en
[t, +00).

(a) Probar que existen limy_, oo M; y limy— o my.

(b) Probar que existe limy_, o0 f(x) siy sélo si limy_, 400 wy = 0.

11. (a) Sea f : R — R continua, tal que existen y son finitos los dos limites limg_, 4~ f()
y lim, . f(x) . Probar que f es uniformemente continua.

sen(z?)
=2

(b) Investigar continuidad uniforme para f : R — R dada por f(z) =
(c) Idem para f(z) = sen(z?).

12. Sean f,g: I — R uniformemente continuas (I es un intervalo).

(a) Probar que a.f + 3¢ son uniformemente continuas, cualesquiera sean las constantes
ay (.

(b) Probar que si ademds f y g son acotadas, entonces f x g es uniformemente continua.

(¢) Probar que las funciones ¢(z) = max{f(z),g(z)} v ¥(x) = min{f(x),g(x)} son
uniformemente continuas.



