Diferenciabilidad de funciones de R™ en R™

Caleulo 11 (2003) *

En este capitulo generalizamos la nociéon de diferenciabilidad para fun-
ciones vectoriales de variable vectorial, que también llamamos aplicaciones.
Una aplicacion es entonces una funcién f: X — R™, donde X es un subcon-
junto de R™.

Ejemplo 1 (Transformaciones Lineales). Un ejemplo central de aplicaciones
son las transformaciones lineales, es decir, las aplicaciones T: R” — R™ que
verifican T'(ax + By) = oT'(z) + ST (y) para «, 3 reales, x,y vectores en R",
todos arbitrarios. Recordemos que dada una transformacion lineal 7' como
antes existe una tnica matriz A = ((a;;)) de tamano m x n, que llamamos
matriz asociada, tal que se verifica

T(z) = Ax',
asumiendo que z = (x1, ..., x,) es un vector fila. Silas funciones coordenadas
de T son Ty, ..., Ty, tenemos Tj(x) = (A' x), para cada i = 1,...,m donde
A" = (a1, . .., a;,) designa la i-ésima fila de A.

Casos importantes de aplicaciones son los cambios de coordenadas, como
los que vemos a continuacion.

Ejemplo 2 (Coordenadas Polares).
El cambio de coordenadas cartesianas (z,y) a coordenadas polares (p,0),
viene dado por la aplicacion

x = pcosb, y = psend,

que definimos del dominio X = [0, 00) X [0, 27) en R?.

*Notas para el curso de la Licenciatura en Matematica, Facultad de Ciencias,
preparadas por Ernesto Mordecki.



Ejemplo 3 (Coordenadas cilindricas). Sien el ejemplo anterior agregamos la
“altura” z de un punto (z,y, z) de R3, obtenemos

x=pcost, y=psend, z=z,

aplicacién definida de X = [0, 00) x [0,27) x R en R?, que llamamos cambio
de coordenadas cilindricas.

Ejemplo 4 (Coordenadas esféricas). Ahora describimos un punto (z,y, z) de
R3 mediante sus coordenadas esféricas, designadas (p, 0, @), de forma que

xr =pcosfseny, y=psenfsenyp, z= pcosey,

aplicacién definida de X = [0, 00) x [0,27) X [0,7) en R3,

1 Aplicaciones diferenciables

Definicién 1 (Aplicacién diferenciable). Sean f: U — R™, U abierto
en R". La aplicacion f es diferenciable en un punto a € U, cuando existen
una transformacion lineal T: R™ — R™ y una aplicacion p: B*(0,e) — R™,
con € > 0 suficientemente pequeno, tales que para todo v € R™ con a+v €
B*(a,e), se verifica

flatw) = fla) =T(v) + vl p(v), limp(v) =0. (1)

La transformacion lineal anterior se llama diferencial de la aplicacion f en
el punto a, y se designa df,. Decimos ademas que f es diferenciable en U
cuando es diferenciable en todo a € U.

Introduciendo la aplicacién r(v) = ||v||p(v), que llamamos resto, las for-
mulas en (1) pueden escribirse como

fla+v) = fla)=Tw) +7r@), lim—=7"=

Estamos entonces definiendo que una aplicacién es diferenciable en un punto
a cuando su incremento se puede aproximar por una transformacién lineal.
Si ponemos v = 0 en (1) vemos que p se puede definir en v = 0 poniendo
p(0) = 0. Consideremos entonces, de aqui en mds, p: B(0,e) — R™.
Como las transformaciones lineales son continuas, es inmediato obtener
que si f es diferenciable en un punto a entonces es continua: tenemos f(a +
v) — f(a) si v — 0, como se ve tomando limite a la derecha en (1).
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Ejemplo 5. Veamos que una transformacion lineal 7': R® — R™ es diferen-
ciable. Tenemos

T(a+v) - T(a) = T(v),

por lo que se verifica la definicién (1), con dT, = T, y p(v) = 0 para todo
v e R™

Como una aplicacion f: U — R™ equivale a sus m funciones coordenadas
fi,..., fm, es natural relacionar la diferenciabilidad de una aplicacién con la
de sus funciones coordenadas. Las coordenadadas son funciones reales de
variable vectorial, cuya diferenciabilidad definimos en el capitulo anterior.

Teorema 1. Consideremos f = (fi,...,fm): U — R™, a € U, abierto de
R™. Entonces la aplicacion f es diferenciable en a si y solo si sus coordenadas
fi,..., fm son diferenciables en a.

Demostracion. Supongamos primero que la aplicacion f es diferenciable en
a, y escribamos la identidad vectorial (1) como m identidades escalares. Des-
ignando T' = (T1,..., 1), p = (p1, ..., Pm), tenemos

fila+v) = fi(a) = Ti(v) + o] ps(v),  limpi(v) =0,

parai=1,...,m, que es la definiciéon de diferenciabilidad de la funcion f; en
a, dado que Tj(v) = (A%, v), donde A’ es la i-ésima fila de la matriz asociada
aT.

Reciprocamente, si fi,..., f,, son diferenciables en a, existen funciones
P1, - - -, Pm tales que

fila+v) = fila) = dfia(v) + [Jv]| pi(v), })i_{%pi(v) =0,

para i =1,...,m. Luego, con

T(v) = (df1a(v), ..., dfma(v)), (2)
y p = (p1,...,pm), la aplicacién f verifica la definicién (1) en el punto a,
concluyendo la demostracion. O

Ejemplo 6 (Curva diferenciable). Una curva A = (A,...,\,): [ — R™ es
diferenciable en un punto a del intervalo real I si son diferenciables sus co-
ordenadas. Obtenemos entonces la misma definiciéon de curva diferenciable
del capitulo anterior. Ademas, si A es diferenciable en a € I, tenemos

AMa+h) — Aa)

V=X gy, 0) 4 i),

h




con p(h) — 0 (h — 0), de donde resulta, que
N(a) = dA\, (1), (3)
es decir, la velocidad de la curva en el instante a se obtiene como el valor del

diferencial de la curva en a, evaluado en el vector v = 1.

La matriz asociada al diferencial df, de una aplicacién f en un punto a se
llama matriz jacobiana, o mas brevemente jacobiano, y se designa mediante
Jf(a). De la férmula (2) obtenemos, si f = (f1,..., fm) es diferenciable en
a, que se verifica

Aulv) = (d1a(0). .. drna(0)). (4)

y como df;,(v) = (Vfi(a),v), resulta que la fila i-ésima de J f(a) es el gradi-
ente Vf;(a). En otros términos, hemos demostrado que

g_ﬁ(a) %(a)
Jf(a) = : : : (5)
Se(a) - §2(a)

De aqui resulta ademas que el diferencial en un punto de una aplicacion
diferenciable en ese punto es unico.

Definimos la derivada direccional de una aplicacién f en un punto a con
respecto de un vector v € R™, que designamos (0 f/0v)(a), como el valor del
limite en R™ dado por

0 tv) —

OF (1) — o L1 10) = F )
a’[) t—0 t

cuando existe. A partir de la definicién resulta que la derivada direccional

de una aplicacion existe, si y s6lo si existen las derivadas direccionales de sus
funciones coordenadas. Ademas, en este caso, se verifica

of dfi O fm
L (a) = (%(a), o W(a)). (6)

Pero (0f;/0v)(a) = dfi.(v), por lo que el vector obtenido en (6), en vista de
(4), es la imagen de v por el diferencial de f, es decir

of
L 0) = dfalv).

La féormula anterior es una generalizacion a aplicaciones de la que obtuvimos
para funciones reales de varias variables.
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Teorema 2 (Regla de la Cadena para aplicaciones).

Consideremos las aplicaciones f: U — R™ donde U C R", g: V — RP,
donde V. C f(U) C R™, con U,V abiertos. Supongamos que f es diferen-
ciable en a € U, y que g es diferenciable en b = f(a). Entonces, la funcion
compuesta h = go f: U — RP es diferenciable en el punto a. Mas aun,
el diferencial de h en a es la composicion del diferencial de g en b con el
diferencial de f en a, es decir

dhg = dgp o df,, (7)
lo que expresado a través de las matrices jacobianas da la formula
Jh(a) = Jg(b) x Jf(a), (8)
donde x designa el producto de matrices.

Antes de la demostracion veamos que este teorema generaliza la regla
de la cadena de funciones del capitulo anterior. Supongamos para esto que
p = 1. Segin vimos, f = (f1,..., fm) es diferenciable si y sélo si fi,..., fm
son diferenciables, y las hipotesis de ambos teoremas coinciden si p = 1. En
este caso el jacobiano de g es una matriz 1 X m, y viene dado por

99 99
Jgb) = |=(b)--- ——(b)]. 9
9(0) = [ 5,0 5. - (0] )
Por su parte, el jacobiano de h es una matriz 1 x n, dada por
oh oh
Th(a) = [ 5o (@) 5 (a)]. (10)

Es claro entonces que multiplicando Jg(b) dado en (9) por Jf(a) dado en
(5), que es igual a Jh(a) dado en (10), obtenemos las n férmulas para las
derivadas parciales de la funciéon compuesta de la regla de la cadena para
funciones.

Demostracion. La demostracion es analoga a la de la regla de la cadena
para funciones, pero (paraddjicamente) mas sencilla, facilitada por el cdlculo
matricial.

Como f es diferenciable en a, existe p: B(0,e) — R™ tal que, si a+ v €
B(0,¢) tenemos

fla+v) = fla) = dfa(v) + o] p(v),  limp(v) = 0. (11)



Como g es diferenciable en b = f(a), existe ¢: B(0,d) — RP tal que
g(b+w) — gb) = dgs(uw) + [l glw),  limg(v) = 0.
Sustituyendo w = f(a+v)—f(a) dado en (11) en la férmula anterior, tenemos

h(a +v) — h(a) = g(b+w) — g(b) = dgs (dfu(v) + vl p(v)) + [[w] g(w).

Introduciendo la funcién auxiliar P(v), podemos entonces escribir

h(a +v) — h(a) = (dgy o df.)(v) + ||v]| P(v), (12)
P(v) = dgy(p(v)) + %q(w}. (13)

Si demostramos que P(v) — 0 (v — 0), en vista de (12) resulta que h es
diferenciable en a, y que su diferencial verifica (7). En primer lugar

<l Gepl
o < e (75 [+ oo
es una funcién acotada si v — 0, porque p(v) — 0, el diferencial df, es una
funcién continua, y estd evaluado en vectores v/ ||v]| € S = {z € R": ||z| =
1}, que es un conjunto compacto. Luego w — 0 cuando v — 0 y el segundo
sumando a la derecha en (13) tiende a cero. El primero tiende a cero dado
que dg, es continua, y p(v) — 0. Esto concluye la demostracion. O

Observacion. Una demostracion alternativa de la regla de la cadena para
aplicaciones se basa en la regla de la cadena para funciones. Demostramos
que las coordenadas de h son diferenciables, y obtenemos la férmula (8) a
partir de las férmulas para el calculo de las derivadas.

La regla de la cadena recién demostrada nos permite obtener una inter-
pretacion geométrica del diferencial de una aplicacién. Sea f: U — R™
diferenciable en a € U, abierto de R". Dado un vector v € R", considerando
la curva A(t) = a + tv, en el dominio, obtenemos la curva en el recorrido
1(t) = f(A(t)). La velocidad de esta curva en el punto p(0) = b = f(a), estd
dada por

1(0) = dpio(1) = d(f 0 No(1) = df, 0 dAo(1) = dfa(v),

donde aplicamos (3). Si suponemos entonces que un punto se encuentra en
A(t) en el instante ¢, mientras la funcién f nos da la imagen de su posicién,
el diferencial df, nos da la velocidad a la que se mueve esta imagen.
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2 Teorema de la aplicacién inversa

Comencemos con algunas definiciones relativas a la regularidad de aplica-
ciones y de sus inversas. Decimos que una aplicacién es de clase C* cuando
sus funciones coordenadas son de clase C* para k =0,1,...,00.

Definicién 2. (a) Una aplicacion f: X — Y, donde X C R", Y C R™,
es un homeomorfismo cuando es biyectiva, continua en X, y su aplicacion
inversa f~':Y — X es continua en Y. Cuando existe un homeomorfismo
f: X =Y decimos que X e Y son homeomorfos.

(b) Una aplicacion f: U — V, donde U C R", V. C R™, ambos abiertos,
es un difeomofismo cuando es biyectiva, diferenciable en U, y su aplicacion
inversa f~1:V — U es diferenciable en V. Cuando existe un difeomorfismo
f:U —V decimos que U y V' son difeomorfos.

(c) Un Ck-difeomorfismo es un difeomorfismo tal que él y su inverso son de
clase C%, para k =1,. .., .

Observemos que la composicién de homeomorfismos es un homeomorfismo
(porque la composicién de aplicaciones continuas es continua), y que la com-
posicién de difeomorfismos es un difeomorfismo (por la regla de la cadena).
Ademas, un difeomorfismo es siempre un homeomorfismo, y un homeomor-
fismo es siempre biyectivo, siendo falsos ambos reciprocos. En particular,
la funcién f(x) = x es un homeomorfismo, es diferenciable, pero no es un
difeomorfismo.

Con estas definiciones, nuestro problema es obtener condiciones para que
una aplicacién de clase C! sea un difeomorfismo.

Recordemos, que dada una funcién de una variable f: I — R, donde [ es
un intervalo de R, si f es derivable y f’(x) > 0 en I, obtenemos que existe
su funcién inversa f~1: f(I) — I, que es derivable, y su derivada vale

v/ B 1
Y )(y)f'(fl(w)’

como resulta del teorema de la funcién inversa en R.

En aplicaciones los resultados son mas modestos, y, en general, no es
posible invertir una funciéon en todo su dominio. Como el rol de la derivada
lo juega el diferencial, que es una transformacién lineal, comenzamos recor-
dando cuando una transformaciéon lineal es invertible.



Ejemplo 7. Sea T: R® — R™ una transformacién lineal. Recordemos que si
m # n la transformacion 7" no puede ser invertible. Si m = n la transforma-
cién lineal T' es invertible si y sélo si det(7") # 0. Ademds, en este caso la
aplicacion inversa es también una transformacién lineal, su matriz asociada
es la matriz inversa de la matriz de T', por lo que es diferenciable. Es decir,
T:R"™ — R" con det(T") # 0 es un difeomorfismo.

Sera importante en lo que sigue considerar la norma de una transforma-
cién lineal T': R™ — R™, que designamos |||}, y definimos mediante

1Tl = supd|T ()] - fl=l] < 1}.

En palabras, la norma de T" es el maximo de las normas de las imagenes por
T de los vectores del conjunto S = {x € R": ||z|| < 1}. Observemos que
como este conjunto es compacto, y 1" es continua, se trata de efectivamente
de un maximo.

No es dificil ver, si consideramos el conjunto de todas las transformaciones
lineales como un espacio vectorial, que la norma recién definida verifica la
definicién del capitulo 1. Ademas, si v € R"™ no es nulo, poniendo = = v/ ||v||
tenemos

1T )= ol x [T @) < 1Tl < (vl (14)

De aqui resulta que las transformaciones lineales son funciones lipchitzianas,
con constante ||T'||,. Veamos que, si T' = ((¢;;)), tenemos

1Tl < 1T(e)l] + - + [ T(en)|
<mnmax{|t;j|:i=1,...,m;j=1,...,n}. (15)

En efecto, si z = x1e1+- -+ xpe,, v ||z]| = 1, tenemos |z;| <1 (i =1,...,n),
por lo que

1T @) < fer [T ()l + - -+l [T(en)l| < T (el +- - + [T (en)l
< m(lIT(e)lloe + -+ + [ T(€n) o)
<mnmax{|t;j|:i=1,...,m;j=1,...,n}.
Teorema 3 (Desigualdad del valor medio).

Sea f: U — R™ con U abierto en R™. Consideremos un punto a € U y un
vector v de R™, tal que el intervalo |a,a + v] esté contenido en U.



(a) Supongamos que f restringida a [a,a+v] es una funcion continua, y que
existe la derivada direccional (Of/0v)(z) para todo x € (a,a+v). Entonces,

0
If(atv) — f@] < s | %0t 60))|. (16)
0<6<1 v
(b) Cuando f es diferenciable para cada x € [a,a + v|, se verifica
£ (a+v)~ f@)l < ( sup dfusnlly ) 0] a7)
0<o<1

Demostracion. Dado w € R™, la funcién auxiliar ¢: [0,1] — R definida
mediante ¢(t) = (w, f(a + tv)) es continua, por serlo f restringida a [a, a+v].
Tenemos ademas

HOAN) = o0) _ [, Hotdosi) = as 0y (, O ),

si h — 0, por lo que ¢ es derivable en (0, 1). Aplicando entonces el teorema
de Lagrange obtenemos que existe 6 € (0,1) tal que ¢(1) — ¢(0) = ¢'(0).
Como ¢(1) = (w, f(a +v)), #(0) = (w, f(a)), tomando w = f(a+ v) — f(a)
y aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, resulta

1f(a+v) = F@)II" = (w, f(a+v) = f(a)) = 6(1) — $(0) = ¢/(6)
= <w,%(a+90)> < ||w]| H%(ajLev)

ov
of
a—v( + (91})

< |fla+v) = f(a)]| sup
0<o<1

?

de donde obtenemos (16).

Veamos ahora (b). Como f es diferenciable en los puntos = € [a,a + ]
estamos en las hipdtesis de la parte (a). Ademds, como (9f/0v)(x) = df.(v),
aplicando la desigualdad (14) obtenemos

ldfs ()| < lldfellz o]l

por lo que (17) se obtiene de (16), concluyendo la demostracion. O

El siguiente ejemplo muestra que no es posible obtener igualdad en el teorema
del valor medio para aplicaciones.



Ejemplo 8. Consideremos la curva A\: R — R? dada por A\(t) = (¢3,t%), y el
intervalo [0,1] = [a,a +v] con @ = 0, v = 1. Si existe § € (0,1) tal que

)

(1,1) = A1) = \0) = =

() = XN(0) = (20,36%),
necesariamente se verifica, similtaneamente, = 1/2, y § = 1/4/3, lo que es
imposible. Este ejemplo muestra que no es posible obtener un teorema del
valor medio con igualdad en el contexto de las aplicaciones.

Estudiemos ahora algunas condiciones necesarias que verifican las aplica-
ciones cuando son difeomorfismos.

Teorema 4. Consideremos un difeomorfismo f: U — V| con inversa dada
por 71V — U, donde U C R", V C R™ son abiertos. Entonces, se verifica
m =n y, para cada a € U con b = f(a), los diferenciales df, y d(f~1), son
transformaciones lineales invertibles e inversas, es decir

d(f ™Y = (dfa) ", (18)

lo que en términos de matrices jacobianas se traduce en

J(FH®) = [Jf(a)

Demostracion. Como el diferencial de la identidad Idy: U — U es la trans-
formacion lineal identidad Id, : R — R", aplicando la regla de la cadena en
la igualdad Idy = f~! o f, obtenemos

Id, = d(1dp), = d(f o f), = d(f )y o dfs.

En conclusién, la transformacion lineal d(f~'), es invertible, y tiene inversa
df,, probando (18). Ademads, como df, es una transformacién lineal, resulta
m = n, concluyendo la demostracion. O

El siguiente teorema muestra que un homeomorfismo f diferenciable en un
punto a, con diferencial df, invertible, tiene aplicacion inversa diferenciable

en b= f(a).

Teorema 5 (Diferenciabilidad del homeomorfismo inverso).

Sea f: U — V un homeomorfismo entre los conjuntos abiertos U C R"
yV C R™ Si f es diferenciable en a € U y el diferencial df, es una
transformacion lineal invertible, entonces f~1: V — U es diferenciable en

b= f(a).
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Demostracion. Segun vimos, si f~" es diferenciable en b, su diferencial es

(dfa)_l. Escribimos entonces la condicién de diferenciabilidad para f~*
b, definiendo

o(w) = JHb A w) = f7H(0) = (dfa) (w) (19)

w

Se trata entonces de verificar que ¢(w) — 0 (w — 0). Tenemos a = f~1(b).
Designando v = f~1(b+w) — f71(b), tenemos a +v = f~1(b+w), y como f
es diferenciable en a, podemos escribir

w=b+w—b= fla+v)— f(a) = dfa(v) + ||v| p(v), %iir(l)p(v) =0.
Sustituyendo esta ultima expresién en (19), tenemos

J(w) = F7Ho+w) = f7Hb) — (dfa)  (dfa(v) + [lv] p(v)) 20)

il
~(dr)” <||’|v|‘||> )

Como f y f~! son continuas obtenemos que v — 0 si y sélo si w — 0.

Entonces, si w — 0 resulta que p(v) — 0, y por ser (dj'}l)_1 continua, es
suficiente ver que el cociente ||v|| / |Jw| permanece acotado si w — 0.

Ahora observamos que inf{||df,(z)]| : ||z|]| = 1} = > 0, porque de an-
ularse este infimo, aplicando el teorema de Weierstrass (la funcién df, es
continua, y el dominio {||z|| = 1} es compacto) resulta que existe z # 0
tal que df,(z) = 0, lo que contradice que df, es invertible. Entonces, como
p(v) — 0 si w — 0, obtenemos, en vista de (20), que

l

- de<ﬁ>H ~llp()ll = 3,

]l
Tl H H

en un entorno adecuado del origen. Tenemos entonces que ||v|| / ||w]| < 1/2,
obteniendo que ¢(w) — 0 si w — 0, concluyendo la demostracién. O

| (

Para demostrar el teorema de la funcién inversa precisamos el siguiente
resultado, basado en la completitud de R", que fundamenta el método de las
aprozimaciones sucesivas. Dados X C R"y g: X — X definimos la sucesion
(g(k) (m)) de los iterados de x € X por g de la siguiente forma:

9@ =z, gP@)=¢g" V() (k=12...).
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Teorema 6 (de la contraccién).
Consideremos un subconjunto X cerrado de R™, y una aplicacion g: X — X.
Supongamos que g es una contraccion, es decir, existe X € (0,1) tal que

lg(z) —gW)ll < Allz —yll, para todos z,y € X.

Entonces, erxiste un unico z € X tal que g(z) = z, que llamamos punto fijo
de g. Ademds

2 = lim g™ (x), (21)

para todo v € X.
Demostracion. Veamos primero que si existe un punto fijo, este es tinico. En
efecto, si 23 = g(z1), 22 = g(22), tenemos

|21 = 22| = [lg(21) — g(22)|| < Al[21 — 22|,

de donde ||z; — 22| = 0, y resulta z; = 2.

Para verificar la existencia de un punto fijo, tomemos cualquier x € X.
Si x # g(x) veriquemos que la sucesién de los iterados de x es de Cauchy en
X. Sea entonces € > (0. Para dos indices © < j =7 + p, tenemos

99 (@) =gV @)]| = 9 (4" () — ¢ (=)
< Nlg" (@) = <]

Por otra parte
[z =g (@)|| < llz = g@) | + [lg(x) = 9@ @)[| + -+ [[¢" V(@) = ¢P (@)

<(T4+A++ Nz —g2)] <

1
——lle— (@)
En conclusion

l09() - ()| < 7=

si i > 1y con ig suficientemente grande. Obtenemos entonces que la sucesion
(g(k) (x)) verifica la condicién de Cauchy, por lo que existe z = lim g (z), y
z € X por ser X cerrado. Finalmente, basados en la continuidad de g (que
es lipchitziana por ser una contraccién), tenemos

[z —g(z)] <e,

~ Jim o™ (1) = Tim a(a®D(z)) —
z = lim g™ (x) = limg(g" " (x)) = g(2),

verificando que z es el punto fijo que buscabamos. O
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Estamos ahora en condiciones de demostrar el teorema méas importante
del capitulo.

Teorema 7 (Teorema de la aplicacién inversa).

Consideremos f: U — R" de clase C' en U, abierto de R™. Si el diferencial
de f en a es una transformacion lineal invertible, es decir, si det (Jf(a)) #0,
entonces existe una bola B = B(a,e) C U tal que f: B — f(B) es un
difeomorfismo.

Demostracion. Como f es diferenciable, y sabemos que si f: U — V es un
homemorfismo con diferencial invertible, entonces es un difeomorfismo (por
el teorema 5), es suficiente demostrar que existe una bola B = B(a,e) C U
tal que f: B — f(B) es un homeomorfismo.

Comencemos con la demostracién en el caso particular en el que

a=0, fla)=0, dfy=1d,, (22)

para luego obtener el caso general a partir de éste.
Consideremos entonces la aplicacién auxiliar

g9(x) =z — f(=),

definida en alguna bola B(0,6) C U. Esta aplicacién tiene diferencial nulo
en el origen, porque dgy = 1d,, —dfy = 0, por lo que la matriz jacobiana es
nula, y todas las derivadas parciales de las coordenadas de g son nulas, y por
ser continuas, tienden a cero si x — 0. Esto implica, en vista de (15), que
lldg.|l; — 0 (z — 0), por lo que existe una bola cerrada B[0,¢] C U tal que

1
lldg.|l; < 5 Dbara todo z € BJ0, ¢]. (23)

Aplicando la desigualdad del valor medio obtenemos, si x € B0, €], que se
verfica

1
lg@@)l = llg(z) = 9O} < sup [ldgou|l [|=]| < 5 [|]]
0<h<1
es decir, g: B[0,¢] — BJ0,¢/2].
Para definir la funcién inversa, queremos ver ahora que dado y € B[0,¢/2]

existe un unico x € B[0,¢] tal que y = f(x). Para esto trasladamos segin y
la aplicacién g, obteniendo

g(z)=y+g(x)=y+z— f(x).
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Si|ly|| <e/2y ||z]| < e obtenemos que ||g,(x)|| < ¢, y entonces g,: B0, ] —
B[0,¢]. La desigualdad del valor medio y la acotacién (23) nos permite ver
que g, es una contraccién. En efecto

lgy(21) = gy ()| < llg(21) = g(z2)| < sup ldgallp 21 =22 (24)

z€(x1,72)

En conclusién existe un tnico x € B0, €] tal que g,(z) = x, es decir, un tnico
x € B|0,¢] tal que y = f(z), como queriamos verificar, lo que nos permite
definir f~1: B[0,¢/2] — R" mediante 2 = f~(y). Como f es continua, nos
resta ver que f~! es continua. Si escribimos z = z— f(x)+ f(z) = g(z)+ f(z),
tenemos

IN

lg(2) — gl + £ a) — f()]
5 lles =l + 117 (2) = F(a)l

||I2 - 1’1||

IN

obteniendo que

|72 — 21|l < 2| f(22) — f1)]-

En conclusién, dados y; = f(x1), y2 = f(x2) ambos en B[0,e/2], se verifica

17 o) = f M ) || = M2 — ]l < 201 (22) = fla)]| = 22 — wall

y f~! resulta Lipchitziana, por lo tanto continua, probando el teorema bajo
las condiciones dadas en (22).

Veamos por ultimo la demostracion en el caso general. Dada f en las
condiciones del teorema, consideramos

; -1
f(z) = (dfa)  (f(z+a) = f(a)).
La funcién f verifica las condiciones del teorema, y ademds verifica (22),

por lo que existe una bola B(0,¢) en donde es un difeomorfismo. Entonces,
designando x = z 4 a obtenemos que

f(x) = f(z +a) = (df.) o f(2) + f(a)

es un difeomorfismo en B(a, ), concluyendo la demostracion. O
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3 Teorema de la funcion implicita y multipli-
cadores de Lagrange

En esta seccién vemos primero como se aplica el teorema de la apli-

cacién inversa para “despejar” variables y = (y1, ..., yn) en funcién de otras
x = (x1,...,2,), cuando existe una relacién entre ellas dada por un sistema
de ecuaciones Fi(z1,...,Zn,y1,...,Yn) = 0 (i = 1,...,m), relaciéon que en
notacion vectorial escribimos F(x,y) =0, si F' = (Fy,..., Fpy).

Para enunciar en nuestro caso la condicién equivalente a F,(xo,yo) # 0
del teorema de la funcién implicita en dos variable, introducimos la notacion

OF  O(Fy,....F,) | ™ Oum
ay a(yl: s 7ym) 81;’771 8};7” ’
oy Oym
que es el jacobiano de la aplicacién de la variable y = (y1,...,¥s), que se
obtiene cuando x = (x1,...,x,) permanece constante. Designamos ademads
(20, %0) = (T105 - -+, Tno, Y105 - - - » Ymo)-

Teorema 8 (Teorema de la aplicacién implicita).

Sean (zo,y0) € U, abierto en R™™™ F = (Fy,..., F,,): U — R™ de clase C*,
tales que F(zo,y0) = 0. Supongamos que det (9F/dy)(zo,yo) # 0. Entonces:
(a) Emzisten bolas B, = B(x,0) y B, = B(yo,€) tales que tales que B, X
B,, C U, y una funcién f: B, — B, de clase C* tal que

F(z,y) =0<y = f(x) para todo (z,y) € B, X Bp,.

(b) Si x € B, el jacobiano de f verifica

-10F

oF
= (. f(@)). (25)

Tf@) =[5, (o 1@)]

Demostracion. Para utilizar el teorema de la aplicacion inversa, consideremos
)
@ U — R™™ definido mediante

o(x,y) = (z, F(z,y)). (26)
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La aplicacién ¢ es diferenciable en U por serlo sus coordenadas y, derivando,
obtenemos que su jacobiano, escrito en bloques, vale

Id, O
Jo = { oF  oF ]
ox oy

Para calcular el determinante de este jacobiano desarrollamos por las primeras
n filas, y obtenemos

det(Jp) (o, yo) = det <g—§>(xo,y0) # 0,

seguiin nuestra hipotesis, por lo que del teorema de la aplicacion inversa obten-
emos que existe una bola B,.,, = B ((xo,yo),s) tal que ¢ restringida a
By+m es un difeomorfismo, con aplicacién inversa que designamos ¥ (u,v) =
(wl(u, V), U (u,v), o U m (1, U)) Observemos que, segun la forma que
tiene ¢ en (26), donde sus primeras coordenadas son la identidad, esta
propiedad se obtiene también para 1, que por lo tanto se puede escribir
como

Y(u,v) = (u,h(u,v))

donde h = (Yni1,..-¥nim). Veamos ahora que f(x) = h(z,0) verifica
(a), para x € B, = B(zg,d), con 6 > 0 suficientemente pequeno, tal que
¢(B((20,0),6)) C Bpim. En efecto, si x € B(zo,d) entonces (z,0) €
B((mo, 0), 5), y tenemos

(2. F (2, f(2))) = o(z, f(x)) = o(z, h(z,0))
= ¢(¢($a0)) = (37, 0)7

obteniendo que

F(z, f(z)) = 0. (27)

Veamos ahora (b). La aplicacién f es diferenciable, por estar formada
por coordenadas de una aplicacién diferenciable, mientras que F' es de clase
C'. Designando g(z) = (z, f(z)), tenemos F o g = 0, y podemos aplicar
la regla de la cadena en (27), para obtener JF o Jg = 0. Si escribimos los
jacobianos en bloques tenemos

O(Fy,..., Fp) O(Fy,...,Fn) O(F,...,Fy)

JF = = ,
OT1, s Ty Yty ey Ym) Oxy,...,xy) Oy Ym)
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8(x17"'7xn7f17"'7fm>
o1, .., xy)

8(f17"'7fm)

19 = O(z1,...,xy)

= |Id,

Multiplicando entonces las matrices JF' o Jg = 0 obtenemos

8( 15 ) m) > Idn+a( 15 ) m) x a(fla 7fm> :()7
O(x1,...,xp) OY1y- -y Ym)  Ox1,...,2p)
de donde resulta (b), por ser H una matriz invertible. Finalmente

observamos que las derivadas de f se obtienen a partir de las derivadas de
F', que son continuas, evaluadas en x y en f(x). Como f es continua, por ser
diferenciable, y la composicion de aplicaciones continuas es continua, resulta
que f es de clase C'. Esto concluye la demostracion. O

Teorema 9 (Multiplicadores de Lagrange).

Consideremos U abierto en R"™ f. U - R, g = (g1,---,9m): U — R™,
ambas funciones de clase C*.

(a) Sipe M =g Y0) y f presenta extremo relativo condicionado a g en p,
entonces el conjunto de vectores

es linealmente dependiente.
(b) Si ademdas V f(p) # 0, entonces existen reales A1, ..., A\, llamados mul-
tiplicadores de Lagrange, tales que

Vi) =MVap) + -+ AaVam(p).

Demostracion. Comencemos observando que (b) es inmediato a partir de (a).
Supongamos entonces, para demostrar (a), por absurdo, que el conjunto de
vectores en (28) es linealmente independiente. Obtenemos entonces que la
matriz

Ofog1s- -y 9m)

(1, Togm)

tiene sus columnas linealmente independientes, y por lo tanto, tiene rango
m + 1. Tiene entonces también m + 1 filas linealmente independientes, que
por simplicidad en la notaciéon, suponemos son las m + 1 primeras. De-
signemos p = (P1,- -+, PmsPmtls--->Pntm). Fijando entonces las variables

17



Pm+2, - - - s Pmin Obtenemos que la aplicacién auxiliar y = (yo,...,Ym) =
o(x1,...,xme1) dada por

Yo = f(xla c s Tm415 Pm4-2, - - - >pm+n>
h = 91(51017 w41, Pm42y - - - apm-f—n)
Ym = gm(xlv <oy Tl Pm4-25 - - - 7pm+n)
tiene jacobiano no nulo en el punto a = (p1,...,pm+1), ¥ por lo tanto, ex-

iste una bola B(a,e) en donde ¢ es un difeomorfismo. Ademas ¢(a) =
(f(p), g1(p), - .. ,gm(p)) = (f(p), 0,... ,0). Como existe la inversa de @, para
0 > 0 suficientemente pequeno, los puntos ( f(p) £46,0,... ,O) tienen preim-
agen en la bola B(a, ), y por este motivo, estos puntos pertenecen a g—1(0),
y f no presenta extremo relativo condicionado en p, contradiciendo nuestra
hipétesis. En conclusion, la matriz no tiene rango m + 1, y los vectores en
(28) son linealmente dependientes, como querfamos probar. O

18



