Funciones diferenciables de R"™ en R

Calculo II (2003) *

En este capitulo estudiamos funciones definidas en subconjuntos de R™
que toman valores reales. Veamos ejemplos sencillos de este tipo de fun-
ciones.

Ejemplo 1. Dado un vector A = (Ay,...,A4,) € R, llamamos transforma-
cion lineal de R™ en R a la funcién T': R® — R definida mediante

T(v) = (A, v). (1)

Msés atin, se puede ver que toda funcién T: R™ — R que sea lineal (es decir,
que verifique T'(av+pw) = oT'(v)+ (T (w) para a, 3 escalares y v, w vectores
de R™, todos arbitrarios) tiene la forma (1) para algin vector A.

Ejemplo 2. Dada una matriz n x n simétrica @), llamamos forma cuadrdtica
a la funcién @: R™ — R definida mediante

Qv) = (v,Qu),

lo que en notacién matricial es Q(v) = vQuv’, asumiendo que v es un vector
fila, y v' su traspuesto.

1 Derivadas parciales y direccionales

Nos interesa en primer lugar extender el concepto de derivada, una de
cuyas finalidades es determinar los extremos absolutos de una funcién real
y continua, definida en un conjunto compacto, cuya existencia asegura el
teorema de Weierstrass.

Definicién 1 (Derivadas parciales). Sea f: U — R donde U es un sub-
conjunto abierto de R™, y consideremos un puntoa € U. Parai=1,...,n,
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la i-ésima derivada parcial de f en el punto a, que designamos indistinta-
mente mediante

g;; (a).

Oif(a) o también

es el valor del limite

o Jlatter) — f£(a)
t—0 t

cuando éste existe.

En el caso particular en el que n = 2, decimos derivada parcial respecto
de x o de y. En este caso, si a = (z,y), tenemos:

_of

O () = 5y @) = Imy ) ,
d2f(a) = g—i(a) = lim f(ﬂfuyﬂ?f - f(fl?,y)7

que también designamos mediante f.(x,y) y fy(x,y). Una situaciéon aniloga
obtenemos cuando n = 3: en este caso a = (z,y,2), y designamos la ter-
cer derivada parcial, o derivada parcial respecto de z, mediante J5f(a) =
f-(a) = f-(2,, 2).

En lo que respecta al calculo de las derivadas parciales, como la definicion
indica que la derivada parcial i-ésima es la derivada de una funcién real, con
respecto de una variable real privilegiada x;, cuando las otras permanecen
constantes, se aplican las reglas de derivacion de funciones reales de variable
real. Por ejemplo, si f: R?> — R viene dada por

flz,y) = ar’® + 2bxy + cy2,

sus derivadas parciales valen

of of

—(x,y) = 2ax + 2by, —(x,y) = 2bx + 2cy.

5 & Y) y 8y( y) y
Consideremos f: U — R, con U abierto en R” y a € U. Supongamos

que existe 0; f(a) para algin i = 1,...,n. Consideremos la recta (en R™) que

pasa por el punto a y es paralela al vector e;, esto es, la funcién A: R — R"

definida mediante

)\(t) = a + te;.



Como U es abierto y A es continua, existe ¢ > 0 tal que A(t) € U cuando
—e < t < e. La funcién ¢(t) resultante de la composicién de f con A, con
dominio en el intervalo (—¢,¢), a valores reales, es decir, la funcién

¢(t) = (fo M(t) = F(A(®) = fla+ter), t€ (=6,
es una funcién de una variable real, cuya derivada en el origen vale

S0) — tim SONO = (ToNO) _ . Slatte) = fla) _ OF

t—0 t t—0 t ox;

(a).

Esto prueba que ¢(t) es una funcién derivable en t = 0, y que el valor de su
derivada es el de la derivada parcial de la funcién f en el punto a.

Consideremos el caso n = 2, y representemos graficamente a la funcion
z = f(x,y) un un sistema de ejes coordenados Oxyz. Para la derivada
parcial respecto de x (es decir, i = 1), el recorrido de la recta \ es el
intervalo (a — eey, a + €eq), por lo que la funcién compuesta f o \ se puede
representar graficamente tomando como eje el paralelo a Oz con origen en
el punto a, obteniendo el grafico de la funcién compuesta como interseccién
del grafico de la funcién original f(z,y) con el plano paralelo a Ozz por el
punto a. La derivada parcial con respecto a x es entonces el valor de la la
pendiente de la recta tangente a este grafico, obtenido como interseccién.

Sin hipétesis adicionales de regularidad sobre la funcién f, las derivadas
parciales apenas dan informacién sobre el comportamiento de la funcién en
las direcciones de los ejes coordenados, y no permiten obtener conclusiones
acerca del comportamiento global de la funcién en un punto. Esto es una
diferencia muy importante con el caso n = 1, de las funciones reales de
variable real.

Ejemplo 3. Consideremos f: R? — R definida mediante

@y = {1, si xy =0,

0, en otro caso.

Es claro que existen ambas derivadas parciales: f,(0,0) = f,(0,0) = 0, pero
la funcién no es continua en el punto (0,0).

Ejemplo 4. Consideremos f: R? — R definida mediante f(0,0) =0y

flay) = ——, si(z,y) # (0,0).
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En todo punto distinto de (0,0) la funcién tiene derivadas parciales, dadas
por

O = %Y Wy T -y
oz Y = 22 42’ dy Y= 22+ y?

En el origen (0,0) tenemos

of o
(0.0 =l

t - )
y andlogamente obtenemos f,(0,0) = 0. Sin embargo, y aunque existen am-
bas derivadas parciales en todos los puntos, la funcién f(z,y) no es continua
(0,0) como resulta de observar, que el limite

N
(e)—(0.0) 22 +y

no existe: tenemos f(xz,x) = 1/2 (si x # 0), pero f(x,0) = 0.
Definicién 2 (Derivadas direccionales). Sean f: U — R, donde U es

un subconjunto abierto de R™, y un punto a € U. Consideremos un vector v

de R™, no nulo. La derivada direccional de f con respecto de v en el punto

a, que designamos mediante %(a), es el valor del limite

fla+tv) — f(a)

lim
t—0 t
cuando éste exite.
Observemos primero, que si v = e; para algin ¢ = 1,...,n, la derivada

direccional es la derivada parcial de la definicién anterior. Estamos entonces
generalizando la defincién de derivada parcial.

En segundo lugar, definimos la derivada direccional para todos los vec-
tores no nulos de R™ (y no sélo cuando ||v|| = 1, como en la mayoria de los
libros de Célculo), para obtener la propiedad de linealidad de (0f/0v)(a)
con respecto de v. En particular, si w = aw, con « real, tenemos

of fla+tav) — f(a) fla+tav) — fla) _Of

pr— 1. p— l. p—
ow (a) tl—r% t @ tl—r% at @ ov

(a). (2)

Como en el caso de las derivadas parciales, obtenemos que la derivada di-
reccional es la derivada de la funcién real ¢(t), que resulta de componer f



con la recta de ecuacién A(t) = a + tv, definida para t € (—¢,¢), para algin
g > 0. Tenemos ¢(t) = (fo A)(t) = (a+tv),

S(0) — 1 PO 00 o flat) @) _OF

t—0 t t—0 t ov

La existencia de todas las derivadas direccionales de una funcién en un pun-
to, si bien es una condicién mas fuerte que la existencia de las derivadas
parciales, tampoco asegura la continuidad de la funcién, como vemos a con-
tinuacion.

Ejemplo 5. Consideremos f: R? — R, definida mediante f(0,0) =0y

3333/

x6+y2’

flz,y) = si (z,y) # (0,0).

Consideremos un vector v = (h, k) no nulo, y estudiemos la existencia de
Jf/0v en el origen (0,0):
f(th,tk) — £(0,0) th3k

of )
50 (00) = lim ¢ = e e Y

Obtenemos entonces que existen todas las derivadas direccionales de f(x,y)
en el punto (0,0), y toman el valor 0, sin embargo, la funcién no es continua
n (0,0): tenemos f(z,23) = 1/2 (si z # 0), pero f(x,0) = 0.
Nos proponemos ahora generalizar el teorema de Lagrange para una
funciéon de n variables.

Teorema 1 (Teorema del valor medio). Sea f: U C R" — R. Consid-
eremos un punto a € U y un vector v de R™, tal que el intervalo |a,a + v]
esté contenido en U. Supongamos que f restringida a [a,a + v] es una
funcion continua, y que existe la derivada direccional (0f /0v)(z) para todo
x € (a,a+v). Entonces, existe 0 € (0,1) tal que

of
v

Demostracion. La demostracién se basa en el teorema del valor medio (de
Lagrange) para funciones reales. Consideremos la curva A: [0,1] — R”
de ecuacién A(t) = a + tv y la funcién compuesta ¢ = f o A, es decir
¢(t) = f(a+tv). La funcién ¢ es continua en el intervalo [0, 1]. Veamos que
es derivable, calculando su derivada. En efecto

00 =00) _y fatboti)=J@) 91,
v .

(3)

fla+v) = f(a) = ==(a+ 6v).

¢'(0) = lim

t—0 t t—0 t



Aplicando el teorema de Lagrange a la funcién ¢, tenemos

2 (at 00) = 9(0) = 6(1) — 6(0) = f(a+v) ~ f(a),

para algun 6 € (0,1). O

Del teorema anterior obtenemos, que dada f(z,y) tal que f(z,yo) es contin-
ua como funcién de z en [xg, o+ h], y derivable en (zg, zo+h), con v = he,
existe § € (0,1) tal que

f(zo+h,90) — f(x0,%0) = %(Io + 0h,yo) = hg—i(ﬂfo + 6h, o)
0
=1 e 101,30, (W

donde utilizamos (2).
Generalizamos ahora el teorema que, para funciones reales de variable
real, afirma que si la derivada es nula en un intervalo, la funcién es constante.

Teorema 2. Sea f: U — R, donde U es un conjunto abierto y convexo de
R™. Supongamos que (0f /0v)(x) = 0 para todo vector v € R™, y para todo
punto x € U. Entonces, f es constante en U.

Demostracion. Tomemos un punto a € U de referencia, y *t = a+v € U
arbitrario. En primer lugar, [a,a + v] C U dado que U es convexo. Luego,
de la existencia de la derivada direccional (0f/0v)(y) en todos los puntos
y € [a,a + v] obtenemos la existencia de la derivada de la funcién ¢(t) =
fla + tv) (t € [0,1]), como vimos en (3), de donde resulta que ¢(t) es
continua en [0, 1], y de aqui obtenemos la continuidad de f restringida a
[a,a + v]. Aplicando entonces el teorema anterior combinado con nuestra
hipétesis, obtenemos que existe 6 € (0,1) tal que

£(@) = Ja) = L at-00) =0,

concluyendo la demostracion. O

Observacion. Es sencillo verificar que el teorema vale en dominios abiertos
U mas generales, por ejemplo, los llamados poligonalmente conexos, que
verifican la siguiente propiedad: dados dos puntos de U, existe una poligonal
de puntos de U que los une. Mas en general, este teorema vale en dominios
U abiertos y conexos.



2 Diferenciabilidad

Si bien la nocién de derivada direccional nos permitié demostrar el teo-
rema del valor medio, no es una generalizacién suficiente de la nocién de
derivada de funciones reales, en particular, porque existen funciones que no
son continuas en un punto, pero poseen todas las derivadas direccionales en
ese punto.

Nos proponemos definir la diferenciabilidad de una funcién en un punto,
generalizando la nocién de derivabilidad de funciones reales, como sigue.
Recordemos que dada f: I — R, donde I es un intervalo abierto de Ry a €
1, definimos la derivada de f en el punto a, que designamos indistintamente

f'(a), o también d—(a)

como el valor del limite

Lo fla+ ) = f(a)

t—0 t

9

cuando existe y es finito. Supongamos que f es derivable en el punto a, y
definamos la funcién p(t), en un entorno reducido B*(0, €), suficientemente
pequenio, mediante

p(t) = OFD =D i) 6

Es claro que limy_,g p(t) = 0, y podemos escribir, despejando,
Flatt)~ fl@) = F@)i +tp(H),  lmp(t) =0.

Mas aun, podemos dar la siguiente definicién.

Definicién 3 (Funcién real diferenciable).

Decimos que f: I — R es diferenciable en un punto a de un intervalo abierto
I C R, cuando ezisten una constante A y una funcion p(t): B*(0,) — R
tales que se verifica

fla+1t) = f(a) + At + tp(1), %i_{%p(t) =0. (6)

Es sencillo verificar que esta definicién es equivalente a la de funcion
derivable en a: basta despejar p(t) de (6) y compararlo con (5), de donde
obtenemos que f’(a) = A.

La siguiente definicién generaliza, para funciones de n variables, la defini-
cién (3).



Definicién 4 (Funcién diferenciable). Sea f: U — R, donde U C R”
es un conjunto abierto. La funcion f es diferenciable en un punto a € U,
cuando existen un vector A = (Ai,...,Ayn) y una funcién p: B*(0,e) — R
tales que, para todo v = (ai,...,an) € R™ con a +v € B(a,e) C U, se
verifica

fla+wv) = fla) = (4, 0) +[jv[lp(v),  lim p(v) =0. (7)

Decimos ademds que f es diferenciable en U cuando es diferenciable en todo
aeU.

Introduciendo la funcién r(v) = ||v||p(v), que llamamos resto, la férmula
(7) puede escribirse como

flato) = @) = (Ao) +r00), T T =0, ®)
Estamos entonces definiendo que una funcién es diferenciable en un punto
a cuando su incremento se puede aproximar por una transformacion lineal
de la forma T'(v) = (A, v).
Una funcién f(z,y) de dos variables, definida en un conjunto abierto
U C R?, es entonces diferenciable en un punto a = (x,%) cuando existen dos
constantes A, B y una funcién r(h, k): B*(0,¢) — R, tales que si v = (h, k),
a+v € B(a,e) C U, entonces

- r(h,k)
Observemos finalmente, que en la definicién utilizamos la norma eu-
clideana usual. Despejando r(v) en (8), obtenemos que f es diferenciable en
a € U si y sélo si existe un vector A tal que

lim — (f(a+v) — f(a) — (4,0)) = 0.

v=0 o]

(9)

Como este limite no depende de la norma en R™ (porque todas las normas
son equivalentes), la definicién de diferenciabilidad no depende de la norma
elegida. A continuacion, el resultado que estabamos buscando.

Teorema 3. Sea f: U — R, donde U C R" es un conjunto abierto, y
a € U. Si f es diferenciable en el punto a, entonces es continua en a, v,
dado un vector v cualquiera, existe la derivada direccional (0f/0v)(a), que
verifica

of , |
(a) = (A0), (10)



donde A = (Ai,...,A,) es el vector de la definicion de diferenciabilidad.

En particular, existen las derivadas parciales, y se verifica

of

awl(a):Al,... e

Demostracion. La continuidad es inmediata, dado que
lim (f(a+v) — f(@)) = lim ((4,0) + [|ol}p(0)) =0.

Respecto de la derivada direccional, dado un vector v, si ponemos tv en (7),
tenemos

fla+tv) — fa) = t(A,v) + [t|[|v]p(tv),
Dividiendo por ¢ y tomando limite, obtenemos

o flat )~ f(a)
t—0 t

el
t

= (A0) + lim L olp(e0) = (A,0),
porque p(tv) — 0 (t — 0), lo que demuestra (10). En particular, si v = e;,
obtenemos

_of

(a> = <A, €i> = Ai7

concluyendo la demostracion. O
Observacion. La férmula (10) muestra que la derivada parcial (0f/0v)(a)
es una funcién lineal de v, cuando la funcién es diferenciable en a.

Estudiemos la diferenciabilidad de algunas funciones sencillas a partir de la
definicién.

Ejemplo 6. Consideremos la funcién s: R? — R dada por s(z,y) = = + y.
Sia=(x,y) y v=(h,k), tenemos
s(a+v) —s(a) =h+k,

y se verifica (9) con r(h,k) = 0. Las derivadas parciales verifican s, (z,y) =
sy(x,y) =1 en todos los puntos a = (z,y).

Consideremos ahora la funcién p: R? — R dada por p(z,y) = zy. Con
a,v como antes, tenemos

pla+v) —pla) = (z+ h)(y + k) — zy = yh + =k + hk.



Como

hk ok
VRZ+ k2 VhE k2

x k—0, si(hk)—(0,0),

porque |h| < Vh2+ k2, se verifica (9) con r(h,k) = hk, y las derivadas
parciales valen p,(z,y) =y, py(z,y) = .

Consideremos por tltimo la funcién ¢: R x (R '\ {0}) — R dada por
q(x,y) = z/y, definida si y # 0. Tenemos

x+h x hy—zk 1 x k(zk — yh
dla o) —ala) = S -2 = M Sh - S SoEd)
En este caso
k (xk — yh)
VhZ+ 2y (y + k)
porque |k| < VhZ + k2 e y # 0. Se verifica la definicién de diferenciabilidad,
y las derivadas parciales valen ¢, (z,y) = 1/y, g¢,(z,y) = —x/y>.

— 0, si(h,k)— (0,0),

Consideremos U C R?, y una funcién f: U — R, diferenciable en a €
U. Si ponemos a = (zg,y0) v v = (z — zo,y — yo) en la definicién de
diferenciabilidad, podemos escribir

) = o) + 50, 30) = 20) + 5 (a0 90) o~ o) + r(0)

Llamamos plano tangente de la funcién f(z,y) en el punto (xg,yo), al plano
de ecuacién

z = f(x0,y0) + fo(@0,y0) (@ — z0) + fy(zo,10)(y — o), (z,y) € R?

Este plano verifica la propiedad de ser, entre todos los planos que pasan por
el punto (xo, yo, f(xo, yo)), el que mejor aproxima localmente a f(z,y), en
el siguiente sentido: si

f(z,y) — (f(zo,m0) + A(z — z0) + B(y — yo)),

es un infinitésimo de orden superior a [[v|| = \/(z — 20)2 + (y — y0)?, en-
tonces A = fr(xo,%) y B = fy(z0,y0), como se puede verificar a partir
de la definicién de diferenciabilidad. Observemos que este plano es perpen-
dicular al vector ( Jz(x0,%0), fy(x0,%0), —1) que llamamos vector normal al
grafico de la funcién f(x,y) en el punto (xg,yo).

10



Teorema 4 (Condicién suficiente de diferenciabilidad).
Supongamos que una funcion f: U — R tiene n — 1 derivadas parciales
definidas en alguna bola B(a,e) C U, continuas en a, y que la restante
derivada parcial existe en a. Entonces f es diferenciable en a.

Demostracion. Para simplificar la notacién consideramos n = 2. Supong-
amos entonces que a = (g, yo0), que f.(x,y) existe en B(a,e) C U, es con-
tinua en a, y que existe fy(xo,yo). Para v = (h, k) tal que a +v € B(a,¢),
definimos

10, 8) = =+ o + ) = o, ) = 52 oo o)l — 5L an, o)k

Segun (9) tenemos que demostrar que

r(h, k)

li —— - _ =0 11
(hk)—(0.0) VI + &2 ()

Podemos escribir

(k) = (o + b+ K) — Flow +K) — O (zg y)h (12)
+ o+ ) = f (oo, 0) — 5 (an, )

Aplicando el teorema del valor medio como en (4) sabemos que existe 6 €
(0,1) tal que

0
f(xo+ h,yo + k) — f(zo,y0 + k) = %(mo +0h,yo + k)h.

Sustituyendo esta expresién en (12) y dividiendo por vh? + k2, obtenemos

(k) [g—i(xo + 0h,yo + k) — %(wo, yo)}

h
N

VRZ+ k2
f(wo,y0 + k) — f(xo,90) Of k
+ : ~ oy

Examinemos el limite de esta expresién cuando (h,k) — (0,0). En primer
lugar los factores h/vh? 4+ k% y k/vh? + k? permanecen acotados. Luego,
ambos sumandos a la derecha de la igualdad tienden a cero: el primero
por ser f, continua en el punto (xg,yp); el segundo por existir la derivada
Jy(zo,y0). Verificamos entonces (11), concluyendo la demostracién. O

11



Del punto de vista préactico este teorema nos da un criterio para obten-
er la diferenciabilidad de funciones en todo su dominio. Decimos que una
funcién f: U — R es de clase C' cuando todas sus derivadas parciales son
funciones continuas. Del teorema anterior obtenemos entonces, como coro-
lario, que las funciones de clase C! en un dominio abierto son diferenciables
en ese dominio.

Ejemplo 7. Sea f: R — R definida mediante f(0) =0y f(z) = z%sen(1/x),
si x # 0. Es sencillo ver que f verifica la definicién de diferenciabilidad en
a =0 con A =0, pero que no es de clase C' en R. Este ejemplo muestra
que para una funcién, ser diferenciable no equivale a ser de clase C.

Teorema 5 (Regla de la Cadena).

Consideremos las funciones f = (f1,...,fm): U — R™ donde U C R",
g:V — R, donde V. C f(U) C R™, con U,V abiertos. Supongamos que
cada funcion coordenada f; (j = 1,...,m) es diferenciable en un punto
a € U, y que g es diferenciable en b = f(a). Entonces, la funcidn compuesta
h=go f:U — R es diferenciable en el punto a, y sus derivadas parciales
verifican

d(go f) 99 .. 0f1 99 .\ Ofm
“om (a) = a1 b oz, (a) +---+ ay—m(b) oz, (a),

(13)

para cada i =1,...,n.

Observacion. Sim =n = 1, en (13) tenemos un unico sumando, obteniendo
la regla de la cadena de funciones reales de variable real.

Demostracion. Veamos que h = g o f verifica la definicion 4 de diferencia-
bilidad; al calcular el vector A en la definicién, obtendremos (13).

Como f; es diferenciable en a, existe p;: B*(0,¢;) — R tal que sia+v €
B(a,¢j), tenemos

fia+0) = 5@ =3 (@t follps ), Impi) =0, (14)
i=1 7

Designemos wy = fi(a 4+ v) — fi(a),...,wm = fm(a+v) — f(a), y w tal
que

w=(wi,...,wy) = fla+v)— f(a).

12



Como w+b=w+ f(a) = f(a+v) € V, aplicando la defincién de diferen-
ciabilidad, ahora a la funcién g, existe ¢: B*(0,9) — R tal que

-~ g

o00+u)=9®) = > 5

5, B)wj +lwlg(w),  lim g(w) = 0. (15)

Sustituyendo en (15) el factor w; = fj(a+v)—fj(a) (j = 1,...,m) calculado
n (14), tenemos

h(a +v) :g(f(a+v)) = g(w +b)

= o)+ Y 263 Pitayu + ol ()] + wllate)

ox
i=1

Como g(b) = g(f(a)) = h(a), cambiando el orden en la suma doble e intro-
duciendo la funcién auxiliar P(v), podemos escribir

hat v =h@+ Y [Y gL O @+ llP@. (10
i=1 j=1 77 ¢

P =Y a—ygj(b)pj(’l)) + Hq(w). (17)

Las constantes en (16) cumplen la férmula (13). Para obtener la diferencia-
bilidad resta verificar que lim,_,o P(v) = 0. Veamos primero que |lw]|/|v||
estd acotado. Tenemos

= [ B o] < XG4 o

o] IIUH

Como |v;|/|lv|| £ 1y pj(v) — 0, resulta que ||wl||/||v|| estd acotado. Final-
mente, si v — 0, w — 0, y de la defincién (17) obtenemos que P(v) — 0.
Esto concluye la demostracién. O

En la préctica, es frecuente la situacién en la cual las funciones f1,..., fr, g
tienen derivadas parciales continuas (es decir, son de clase C') en U. Sabe-
mos entonces que son diferenciables, y se aplica la regla de la cadena en
todos los puntos de U, obteniendo

20o1) ) _ 09 (g O
o0x; 8y1 Ox;

(f(@) 7= (@) + -+ 5= (f(2)
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para cada i = 1,...,n, lo que muestra que las derivadas parciales de g o f
son también funciones continuas, por ser composicién, producto y suma
de funciones continuas. En otras palabras, la composicién de funciones de
clase C! es una funcién de clase C'. Veamos ahora el caso particular en que
m = 1.

Corolario 1. Sean f: U — R, con U C R" abierto, g: I — R con I in-
tervalo abierto en R, y f(U) C I. Si f es diferenciable en a € U y g
diferenciable en b = f(a), entonces go f es diferenciable en el punto a, y se
verifica

Ngof), \_ 4, 0f -
Txi(a)—g(b)a—xi(a) (t=1,...,n)

Cuando n = 1 en la regla de la cadena, la primer funcién es una curva.
Pongamos A = (A\1,...,A,): I — R", donde I es un intervalo abierto en la
recta. Decimos que la curva A\ es diferenciable en un punto a € I, cuando
existe el limite vectorial

L M) =A@
h—0 h

que designamos )\ (a), y llamamos derivada de la curva, vector tangente a
la curva, y también velocidad de la curva. Es claro que

N(a) = (Xl(a), ce )\;L(a)),

donde X,(a) son las derivadas usuales de funciones reales Aj, ..., A,.

Ejemplo 8. La curva \: R — R™, dada por A(t) = a + A\v, donde a,v son
vectores de R™ representa el movimiento rectilineo uniforme en R™, que
parte del punto a (A(0) = a) y tiene velocidad constante v, dado que X = v.

Ejemplo 9. Es importante notar que la curva es la funcién, y no su imagen
en R” (esta imagen se llama la traza de la curva). Las curvas A, u: R — R?
definidas mediante

A(t) = (rcost,rsent), pu(t) = (rcos(2t),rsen(2t)),
son curvas distintas con la misma traza. Sus vectores velocidad valen
N(t) = (—rsent,rcost), p'(t)=2(—rsen(2t),rcos(2t)),

y se verifica que el punto cuyo movimento describe p va mas rapido que el
que describe A\. Ambas curvas representan el movimiento circular uniforme.
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La frecuencia del segundo es el doble que la del primero. Es facil ver que
(A(t), N (t)) = 0, es decir, la velocidad es perpendicular a la posicién, dada
por el segmento OA(t), y que || N|| = r, es decir, el vector velocidad tiene
norma constante.

Corolario 2. Consideremos la curva A = (A1,...,Ap): I = (a—¢g,a+¢) —
R™, f: U — R, con U abierto en R"™, y f(I) C U. Si X\ es diferenciable en
un punto a € I, y [ es diferenciable en b = \(a), entonces ¢ = fol: [ — R
es diferenciable en el punto a, y se verifica

o =200 = 2L+ + gL o = P

donde v = N(a).

Observacion. En el caso particular en el que la curva A\: (a —e,a+¢) — R”
es una recta dada por A(t) = b+ (t —a)v, como el vector tangente \'(a) = v,
el corolario anterior nos da

#(@) = S )

Concluimos que, para calcular la derivada direccional de f en el punto b

con respecto de v, podemos componer f con cualgquier curva A que verifique
A(a) = b, N(0) = v.

Definicién 5 (Diferencial y gradiente). Supongamos que f: U — R es
diferenciable en a € U, con U abierto de R™.

(a) Llamamos diferencial de f en el punto a, y desigmamos df,, a la trans-
formacion lineal

af of
= (a) = a<>%

dfy: R" — R, dfa(v) =

para todo v = (aq,...,q,) € R™.
(b) Llamamos gradiente de f en el punto a, y designamos V f(a), al vector

2L @)..... 2 w).

Vf(a) (alL‘l O:vn

El diferencial es el término lineal en la definicién de funcion diferenciable.
Si v € R" es tal que a4+ v € U, la férmula (7) se escribe

fa+v) = f(a@) = dfafv) + [ollp(v),  Tim p(v) =0.
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A su vez, el gradiente es el vector A de la definicién de funcién diferenciable,
y, segtn el teorema 3, la derivada direccional con respecto de v en el punto
a no es otra cosa que el diferencial de f en a evaluado en v. Es decir

Balv) = (V1 (@), ) = 2 (a),

Supongamos que V f(a) # 0, y consideremos v arbitrario, que verifique
|lv]] = ||V f(a)||. Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, tenemos

\8—f(a)\ = [(Vi(a), o) < IVf@llloll = [V f(a)]*

ov
— (V@) V1(0) = o (a)

Como los vectores v tienen norma constante, esto indica que la direccién
de mayor crecimiento de la funcién en el dominio U (indicada por el mayor
valor absoluto de la derivada direccional), esta dada por el gradiente V f(a).

Teorema 6 (Operaciones con funciones diferenciables).

Si las funciones f,g: U — R son diferenciables en el punto a € U abierto
en R™, también son diferenciables las funciones f+g, fg y f/g, ésta ultima
cuando g(a) # 0, y sus diferenciales verifican

(a‘) d(f + g)a = dfq + dga,
(b) d(fg), = 9(a)dfa + f(a)dga,
(0) d(f/9), = sy fa — L dga.

Demostracién. Consideremos F: U — R? tal que F(z) = (f(z),g9(z)), ¥
las funciones s: R? — R dada por s(u,v) = u + v, p: R? — R dada por
p(u,v) = uwv, y ¢: R x (R\ {0}) — R dada por ¢(u,v) = u/v, que son
diferenciables, como vimos en el ejemplo 6.

Como la funcién F' tiene funciones coordenadas diferenciables, aplican-
do la regla de la cadena, obtenemos que (s o F)(z,y) = f(z,y) + g(z,v),
(po F)(z,y) = f(z,9)9(x,y), y (g0 F)(z,y) = f(z,y)/g9(z,y), (ésta tltima
cuando g(z,y) # 0), son funciones diferenciables. El célculo de los diferen-
ciales se hace a través del cédlculo de las derivadas parciales. Por ejemplo
para la suma, tenemos

of+g),, 0sdf 0sdg 0Of  Jg .
oz, (a) = 9udr. " dvor  or + 0z, paracadai=1,...,n,
mostrando (a). Las partes (b) y (c) son analogas. O
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3 Derivadas de orden superior

Consideremos f: U — R diferenciable en cada punto del abierto U C R™.
Para cada natural i = 1,...,n tenemos definida la funcién

of
81,‘7;
Nos planteamos estudiar las derivadas parciales de estas funciones. Es asi

que definimos, cuando existe el limite, la j-ésima derivada parcial de 9;f en
un punto a € U:

:U — R.

(Y= 2L ()= a1,

a) =
(9:75]- 8:752 89518%
que llamamos derivada sequnda de f con respecto de z; y x; en el punto
a. Sin = 2 también escribimos o1 f = foz, O12f = foy, O1f = fya ¥
Oxnf = fyy. Cuando derivamos por segunda vez con respecto de la misma
variable, escribimos indistintamente

0% f 0% f

830? 0x;0x;
En forma andloga se definen las derivadas terceras, cuartas, etc. que lla-
mamos derivadas de orden superior.

Definicion 6. Decimos que f: U — R con U abierto en R™ es de clase
Ck (k=1,2,...) en U, cuando todas las derivadas parciales hasta las de
orden k (inclusive) son continuas en U. Decimos que f es de clase C° en
U cuando es continua en U.

Es claro que si una funcién es de clase C* para algiin k, entonces es de
clase C7 para todo j = 0,1,...,k — 1. Segiin vimos, la regla de la cadena
permite obtener que la composicién de funciones de clase C' es de clase C.
Vale ademas el siguiente resultado.

Corolario 3 (Regla de la Cadena en C¥).

Supongamos que las funciones f = (f1,..., fm): U — R™ donde U C R",
g:V = R, donde V C f(U) C R™, con U,V abiertos, son de clase C* en
U. Entonces, la funcion compuesta go f: U — R es de clase C* en U.

Demostracion. Veamos la demostracion para k = 2. Sabemos que, por ser

fis---y fn,g de clase C, la funcién g o f es de clase C'. Sus derivadas
verifican

d(gof 0 0 0 Ofm

20°0) 1y~ 99 4oy Pray oot 2 (4 D), qas)

o0x; N 8y1 Ox;
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por lo que, aplicando la regla de la cadena a las funciones que aparecen a
la derecha de la igualdad en (18) (que son de clase C!), obtenemos que las
derivadas de la funcién compuesta son de clase C! en U, es decir, la funcién
compuesta es de clase C2 en U. O

Las derivadas segundas del tipo 0;; f, 9;; f se llaman derivadas cruzadas,
y en general pueden ser distintas. Vemos ahora dos versiones de un teorema
que, bajo distintas hipétesis de regularidad (existencia y continuidad de
algunas derivadas), nos asegura la igualdad de las derivadas cruzadas.

Teorema 7 (Teorema de Schwarz I).

Sean U abierto de R™, f: U — R. Supongamos que las derivadas cruzadas
0ii f, 05 f estdn definidas en una bola B(a,e) C U, y que son continuas en
el punto a. Entonces ambas derivadas coniciden en a.

Demostracion. Por simplicidad en la notacion, y sin pérdida de generalidad,
suponemos que n = 2, a = (x,yo). Para h suficientemente pequeno, tal que
(xo + h,yo + h) € B(a,¢), definimos

¢($) :f(l‘»yo+h) _f(:E?yO)a (19)

de forma que

@(h) = f(xo+h,yo +h) — f(xo + h,yo) — f(xo,yo + 1) + f(20,v0)
= Y(zo + h) — ¢(20).
Llamamos a ¢(h) el incremento doble de la funcién f en el rectangulo

[0, o+ h] X [yo, yo+h]. La funcién i es derivable en el intervalo [zg, z¢+ h],
y por el teorema del valor medio, existe 61 € (0, 1) tal que

¢(w0 + h) — ¢($0) = 'lb/(wo + th)h,

por lo que, derivando en (19), obtenemos

of of
h:[— 01h, yo + h) — 2L 0.h, ]h.
o(h) ax($0+ 1h,yo + h) 8$($0+ 1h,%0)
Para este tltimo incremento de la funcién f,, aplicamos nuevamente el teo-
rema del valor medio (la existencia de f;, asegura la derivabilidad de f, con
respecto de y), para obtener que existe 05 € (0,1), tal que

2
o(h) = axgy (xo + 61h,yo + 92h)h2.
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De la continuidad de f;, en (zo,yo) obtenemos que

i P _ 0%f
h—0 h? 0xdy

(0, Y0)-

El resto de la demostracién consiste en ver, que cambiando el rol de x por
el de y, este mismo limite es igual a la otra derivada cruzada. Definimos
entonces

o(y) = f(xo+ h,y) — f(zo,y),
de forma que el mismo incremento doble verifica
p(h) = ¢(yo + h) — d(yo)-

Los mismos argumentos nos permiten obtener

i P _ 0%f
h—0 h? Oyox

(xoay(])v

lo que concluye la demostracion. O

El siguiente teorema permite derivar bajo el signo de integraciéon. Si
bien se utiliza para dar otra demostracion del Teorema de Schwarz, tiene
relevancia por si mismo.

Teorema 8 (Regla de Leibnitz). Sea f: U X [a,b] — R, donde U es
abierto en R™, y se verifica:

(i) Para cada x € U fijo, la funcion de una variable f(xz,t) es integrable
en el intervalo [a,b].

(ii) 0;f ewiste y es una funcion continua en U X [a,b].

Entonces la funcion p: U — R definida mediante

b
o) = [ fata
a
tiene derivada parcial i-ésima en U, que verifica

Dy
0:31-

baf

a 0:61

(x) = (z,t)dt.
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Demostracion. Tenemos que ver que, para un x arbitrario en U, se verifica

ezt hei) —p(x) _ [*Of
ilzl—% h N a al‘z

(x,t)dt.

Sea ¢ > 0. Tomemos h suficientemente pequeno tal que = + he; € U. En
primer lugar,

p(x +hei) —p(x)  [*Of
h B a 6:@

B /b [f(x—i—hei,t) — flz,t)  Of

a h 8.%

(z,t)dt

(z,t)|dt.

Por el teorema del valor medio, existe § € (0,1) tal que f(x + he;,t) —
f(z,t) = ho; f(x+0he;, t). Por otra parte, al ser 0; f una funcién continua en
el conjunto [z, x + he;| X [a, b] compacto, obtenemos la continuidad uniforme,
de donde existe § > 0 tal que si |h| < ¢ tenemos

of af
awi (y7 t) B 8@

(x,t)| < ﬁ, para todo (y,t) € [x,x + he;] X [a,b].

Sustituyendo, obtenemos

b
fla+ het) = fa,t)  Of
‘ /a { h Ox; (m,t)}dt‘
b
of of
< . —
< /a oz, (x + Ohe;, t) - (x,t)|dt < e,
completando la demostracién. O

Teorema 9 (Teorema de Schwarz II).

Sea f: U — R, con U abierto de R"™. Supongamos que existe la derivada 0; f
y que existen y son continuas las derivadas 0;f y 05 f en todo U. Entonces,
existe 0j; f y verifica

0% f 0% f

3@-8% N 8xj 8$1

en todos los puntos de U.

Demostracion. Por simplicidad en la notacién, y sin pérdida de generalidad,
suponemos que n = 2, a = (xg,yo). Como U es abierto, existen intervalos
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1, J centrados en x( e yo respectivamente, y tales que I x J CU. Siz € I,
y € J, podemos escribir

@) = flzo,y) + / ' %(t,y}dt.

La continuidad de f;, nos permite aplicar la regla de Leibnitz, obteniendo:

of, . of © g2f

Derivando con respecto de = a la derecha de la igualdad mediante el teorema
fundamental del cédlculo, obtenemos la tesis. O

Observacion. El teorema de Schwarz se aplica también para derivadas de
orden superior, obteniendose, por ejemplo, para las derivadas terceras de

f(z,y), que
3 f B 3 f B Bf
0x0xdy  0xdydxr  Oydrdz’

cuando U es abierto en R?, y f: U — R verifica las hipétesis correspondi-
entes.

Ejemplo 10. Veamos que la funcién f: R? — R definida mediante f(0,0) =
0,y
zy(z® —y*)
f(z,y) = T2z o (z,y) # (0,0),

tiene derivadas cruzadas distintas en el origen. En efecto, si y = 0 tenemos

ox z—0 x
Siy # 0, tenemos
af T f(xay)_f(ovy) 1 y(xZ_yQ) _
g 0¥) = limy P s T TV
Por esto,
0 (0f . f2(0,y) — £2(0,0)
— (= =1 =—1.
Oy (890)(0’0) g0 y
Calculos similares muestran que
0 (0f
— == =1.
Ox <8y)(070)
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4 Formula de Taylor

Definicién 7 (Diferencial segundo). Sea f: U — R. Si existen todas
las derivadas de sequndo orden de f en un punto a del abierto U de R™,
llamamos diferencial segundo de f en a, y lo designamos df,, a la funcion

Pfa:R" >R, d*fo(v) Z

7j_

OéiOé'
8352617] 7

para todo v = (aq,...,q,) € R™.

Observemos que el diferencial segundo es un polinomio homogéneo de
segundo grado de las variables aq, ..., a,. Podemos escribir, en forma ma-
tricial

d2fa(v) = UHUt,

donde v! es el vector traspuesto de v, y la matriz H, que llamamos matriz
Hessiana, o Hessiano, es

Ouf(a) Owaf(a) -+ Owf(a)

I_ 821];((1) 822];((1) 82n{c(a) (20)

anlf(a) 8n2f(a) T annf(a)

Cuando estamos en las hipétesis del teorema de Schwarz, las derivadas
cruzadas coinciden, es decir 0;;f(a) = 0j;f(a). En este caso el Hessiano
es una matriz simétrica, y por lo tanto, la diferencial segunda es una forma
cuadrdtica.

Por ejemplo, si n =2, v = (h, k), y las derivadas cruzadas coinciden en
un punto a € U, tenemos

0 f
Oz

0% f
0xdy

()hk4—§if()k?

2
d” fa(h, k) = 9,2

—(a)h* +2

Si existen todas las derivadas parciales de orden 3 de f: U — Ren a € U,
definimos el diferencial tercero de f en el punto a, que designamos d>f,, a
la funcién

n 83f
3 . N 3 — -
d’f.: R" - R, d’ fo(v) | g 8$13x]8xk( Yooy,



para todo v = (aq,...,ay) € R”. Andlogamente definimos las diferenciales
de orden superior p = 4,5, ..., que resultan ser polinomios homogéneos de
grado p, por lo que se verifica

dP fo(tv) = tPdP fo(v).

Teorema 10 (Férmula de Taylor).

Sean f: U - R ya €U, donde U es abierto en R™.

(a) Supongamos que f es de clase CP en B(a,e) C U y que las derivadas par-
ciales de orden p son funciones diferenciables en la misma bola. Entonces,
para cada v € R™ con a+v € B(a,¢), existe § € (0,1) tal que

fla+ Z"fa F o @, @)

(b) Si ademds se wverifica que las derivadas parciales de orden p + 1 son
funciones continuas en a, entonces vale

p+1

i L)
f(a+’U +Z .dfa ) ql}ll)r[l)W_()
Demostracion. Seav = (aq,...,a,) tal que a+v € B(a,e) y A: [0,1] — R"”

dada por A(t) = a + tv. Si definimos ¢: [0,1] — R mediante ¢(t) = (f o
A (t) = fla+tv), tenemos ¢(0) = f(a), ¢(1) = f(a+v). Como f es de clase
CP la regla de la cadena en CP nos asegura que ¢ es de clase CP. Como las
derivadas de f de orden p son diferenciables, () es derivable en [0,1] y por
lo tanto continua. Aplicando la férmula de Taylor para funciones de una
variable a la funcién ¢ en el intervalo [0, 1], obtenemos que existe 6 € (0,1)
tal que

L 6) (22

La férmula (21) a obtener, es esta misma ecuacién escrita en términos de
f. Para ver esto aplicamos la regla de la cadena a la funcién compuesta
¢(t) = (f o A)(t) = f(a+ tv) para obtener

8 a+ t'U Ckz = dfa+tv( ) ¢/(0) = dfa(’U).
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Derivando nuevamente

¢H(t) = Z 901 - (a+ tv)aiaj = d2fa+tv(a)7 ¢”(0) = d2fa(v)'
ig=1 """

Anélogamente obtenemos ¢*) (0) = d¥ f,(v), parak = 3,...,p,y o@D () =
dPt £, (v), lo que sustituido en (22) da la férmula (21).
Veamos ahora (b). En efecto

r(v)
Tol#t| = |7 faron(0) = 1 fufo)
n 8p+1 8P+1 ‘a’h e aip+1‘

= Z 0x;, ...0x;, fla+6v) - 0x;, ...0x;, f(a)‘ ||v|[P*+1

i1 yeyipr1=1

(p+1)!

n or+1 or+1
< S -z
- Z 1 6%-1 c. 8$Zn f(a + 9’1)) 8.%'1‘1 . 8;@” f(a)‘ -0

T1yeenylp 1=

si v — 0, debido a la continuidad de las derivadas de orden p + 1 en a,
completando la demostracién. O

Dada f(z,y) con derivadas primeras continuas y diferenciables en alguna
bola centrada en a = (z,y), y derivadas segundas continuas en a, del teorema
de Taylor con p = 1, obtenemos que

3 a0 )+ g 9K+ 3 Fyf 0K + 7, )

donde

r(h, k)
h? + k2

— 0 cuando (h,k) — (0,0).

5 Extremos de funciones de varias variables

Definicién 8 (Extremos relativos y absolutos). Sean f: U - R ya €
U, abierto de R™.

(a) Decimos que f(a) es un méaximo relativo de f, o que f presenta un
méximo relativo en a, si existe una bola B(a,e) C U tal que

f(a) > f(z) para todo x € B(a,e¢). (23)
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La definicion de minimo relativo es andloga, con un signo < en lugar de >
en (23). Si f presenta mdximo o minimo relativo, decimos que f presenta
extremo relativo en a.

(b) Si ena € U se verifica

f(a) > f(z) para todo x € U,

decimos que f(a) es el maximo absoluto de f en U, o que f presenta su
méximo absoluto en a, con el valor f(a). (Andlogamente se define el minimo
absoluto en U.)

Teorema 11 (Condicién necesaria de extremo).
Si f: U — R presenta extremo relativo en un punto a del abierto U C R™,
en el que existe la i-ésima derivada parcial, entonces esta derivada es nula.

Demostracion. Supongamos, por ejemplo, que f presenta maximo relativo
ena = (ay,...,a,),y que existe su derivada parcial i-ésima. Entonces, como
existe una bola B(a,e) C U tal que

f(a) > f(x) paratodo x € B(a,¢),
en particular se verifca
flar,...;a5, ... an) > flar, ...,z ... an) Va; € (a; —e,a; +€).  (24)
El cociente incremental

flar,...,ziy...;an) — flag,...,ai, ... an)
T, —a

— L, (:CZ — ai), (25)

porque existe la derivada i-ésima. Si L > 0 el cociente es positivo en algin
intervalo a; < z; < a; + § (por el teorema de conservacién del signo para
el limite), y el numerador en (25) es positivo, lo que contradice (24). Si L
es negativo, el mismo argumento para a; — 0 < x; < a; produce, también,
una contradiccién, por lo que L = 9;f(a) = 0. El caso de minimo relativo
es analogo. Esto demuestra el teorema. O

Observacion. Una demostracion alternativa se obtiene observando que la
funcién de una variable ¢(x) = f(a1,...,2,...,a,) presenta un maximo en
r; = a, y aplicando la condicién necesaria de extremo para funciones de una
variable, dado que




El teorema anterior nos da una herramienta para la busqueda de extremos
de una funcién. Si sabemos que existe alguna derivada parcial, y que no se
anula en un punto a, sabemos que en a no hay extremo relativo. De otra
forma, si existen todas las derivadas parciales en un dominio U, los extremos
se presentan tnicamente en los puntos donde se anulan todas las derivadas
parciales. Estos puntos se denominan puntos criticos, y son los “candidatos”
a ser extremos relativos, y absolutos. Llamamos punto de ensilladura, o mas
brevemente punto silla a un punto critico que no es ni maximo ni minimo
relativo.

El problema que estudiamos a continuacién es cédmo reconocer si un
punto critico es maximo relativo, minimo relativo, o punto silla.

Teorema 12 (Criterio de clasificacién de puntos criticos).
Sean f: U — R y a € U un punto critico de f. Supongamos que [ es de
clase C? en alguna bola B(a,s) C U. Entonces:

(a) Si todos los vectores propios de la matriz Hessiana (20) son positivos
(es decir, si la forma cuadrdtica d*f, es definida positiva), f presenta
minimo relativo en a.

(b) Si todos los vectores propios de la matriz Hessiana son negativos (es
decir, si d*f, es una forma cuadrdtica definida negativa), f presenta
maximo relativo en a.

(¢) Si existen valores propios de la matriz Hessiana postivos y negativos
(es decir, d*f, es una forma cuadrdtica indefinida), f presenta punto
silla en a.

Observacion. El teorema no analiza los casos en que existe algiin valor propio
nulo del Hessiano, y todos los demés tienen signo constante, (correspondiente
a los casos en que d?f, es una forma cuadratica semidefinida positiva o
negativa). En estos casos decimos que el criterio no clasifica al punto critico.

Ejemplo 11. Consideremos f: R? — R dada por f(z,y) = 2% + y>. Es facil
ver que f presenta un punto silla en (0,0). Su matriz Hessiana en el punto
(0,0) tiene la forma
2 0
a=[ 0]

con vectores propios 2 y 0. Por su parte, la funcién g: R? — R dada por
g(z,y) = 2% + y* presenta minimo relativo (y absoluto) en (0,0), y tiene la
misma matriz Hessiana en el punto (0,0). Esto muestra que con el andlisis
de la matriz Hessiana no es suficiente para clasificar todos los puntos criticos.
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Demostracion. Veamos (a). Estamos en las hipétesis de la parte (b) del
teorema de Taylor con p = 1. Existe € > 0 tal que si a +v € B(a,e) C U
tenemos

flat ) = fla) = dfa(w) + 50 fal0) + 7(0)

donde r(v)/|[v||> — 0 (v — 0). Como a es punto critico df,(v) = 0, y si
v # 0, podemos escribir

1 v r(v)
fla+v) = fla) = [ol?[5d%a( ) + 15 (26)
27\l ol?
Estudiemos primero el signo del diferencial segundo. Como H es una matriz
real y simétrica, existe una base ortonormal de vectores propios de H, que
designamos {vy,...,v,}, con valores propios A, ..., A,. Dado entonces = #
0 € R™, podemos escribir £ = ajv; + - - - + a, ¥y, y tenemos

d*fo(z) = 2Hz' = <zn:awz‘>H<zn:aj’U§'> = Zn: a;a;v; Hvj
i—1 j=1

ij=1

n n
= Z aiaj/\j’uiv; = Z /\ia?a (27)
=1

ij=1

y d?f.(x) > 0, porque todos los valores propios son positivos y algiin a; es
no nulo.

Consideremos el conjunto compacto S = {x € R": ||z|| = 1}. Tenemos
d?f(xz) > 0 para todo z € S vy, por ser S compacto y d?f,(z) una funcién
continua de z, f alcanza su minimo absoluto, que es entonces un nimero
m positivo. En conclusién d?f,(z) > m > 0 para todo € S. Si v # 0,
z=v/|lv] €S,y

Por otra parte, como m/2 > 0, existe § > 0 (6 < ) tal que si ||[v|| <9

r\w m
rwl _m
[ol? =2

En vista de (26) y las dos ultimas desigualdades, tenemos una bola B(a, d) C
U tal que si v € B*(a,d) se verifica f(a +v) > f(a), demostrando que f
presenta un minimo relativo en a.



La demostracién de (b) es andloga. Para demostrar (c) observemos que
la forma cuadratica d?f, restringida a S alcanza su minimo m y su méximo
M en versores = e y, y se cumple m < 0 < M, como resulta de (27), dado
que d?f,(v;) = N\, y que existen valores propios positivos y negativos. En
todos los vectores de la forma v = tx (¢t # 0) el primer sumando a la derecha
en (26) verifica

1 v m
L ()= <
2 [[v]] 2

y como el segundo sumando tiende a cero, en todo entorno de a existen
puntos tales que f(a + v) < f(a) (tomando t suficientemente pequeno).
Anidlogamente, en cualquier entorno de a existen puntos de forma v = ty en
donde f(a + v) > f(a), por lo que f no presenta ni méximo ni minimo en
a, es decir, presenta un punto de ensilladura. ]

El teorema anterior reduce la clasificacién de puntos criticos, en una gran
cantidad de casos, al de la determinacion del signo de los valores propios de
la matriz H. Veamos que ocurre cuando n = 2.

Corolario 4 (Clasificacién de puntos criticos en R?).
Sean f: U — R, a € U C R? un punto critico de f. Supongamos que f es
de clase C? en alguna bola B(a,c) C U. Sea

[ fela) fyla)
B=1 %) fla) |

Entonces:
(a) Sidet(H) >0y fyz(a) >0, f presenta minimo relativo en a.
(b) Sidet(H) >0 y fzz(a) <0, f presenta mdzimo relativo en a.
(c) Sidet(H) <0, f presenta punto silla en a.

Demostracion. Como H es una matriz simétrica y real, tiene valores propios
reales A1 y Mg, como se puede verificar directamente, calculando las raices
de det(H — AI) = 0. Sabemos que

det(H) = frz(a)fyy(a) — x2y(a) = Mg, (28)
tr(H) = fox(a) + fyy(a) = A+ Ao (29)

Si el determinante det(H) > 0 de (28) obtenemos que los valores propios
tienen el mismo signo. Ademas fyz(a)fyy(a) > fiy(a)? > 0, y las derivadas
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segundas fzz(a), fyy(a) tienen igual signo. Si fz,(a) > 0, en vista de (29)
la traza tr(H) resulta positiva, y ambos valores propios son positivos. Se
aplica entonces (a) en el teorema 12, para obtener (a) en el corolario. El caso
(b) es andlogo. Si det(H) < 0 los valores propios son de signo opuesto, y se
aplica (c) en el teorema 12 para completar la demostracién del corolario. [J

6 Funciones implicitas y aplicaciones

Consideremos un abierto U en R?, una funcién F: U — R, y un punto
(xo,y0) tal que F(xg,y0) = 0. Queremos averiguar bajo que condiciones
esta raiz de F' se “extiende” al grafico de una curva en el conjunto U, es
decir, la ecuacién F(z,y) = 0 tiene soluciones de la forma (z, f(z)) para
x €I = (xg—e,x9+¢), con algin € > 0. En este caso pensamos que
“despejamos” la funcién y = f(x) de la condicién F(x,y) = 0, y decimos
que f es la funcion implicita definida en I por la ecuacién F(z,y) = 0.

Alternativamente, si sabemos que F'(zg,y0) = 0, nos preguntamos si el
conjunto F~1(0) es el grafico de alguna funcién f en un entorno de x.

Teorema 13 (Teorema de la funcién implicita).

Sean (xo,y0) € U C R? abierto, y F: U — R de clase C', tales que
F(x0,y0) = 0. Supongamos que Fy(xo,yo) # 0. Entonces:

(a) Existen intervalos I = (xo — 6,20 +6), J = (Yo — €,y0 + €) tales que
I xJcCU, yuna funcion f: I — J de clase C* tal que

F(xz,y) =0< y = f(x) para todo (x,y) € I x J.

(b) Si xz € I tenemos

 Fy(x, f(2))
Fy(x, f(z))

Demostracion. Supongamos, para fijar ideas, que Fy(zo,y0) > 0. Como F
es continua existen intervalos I = (xg — d, 20+ ), J = (yo — €,y0 + €) tales
que I x J C Uy Fy(z,y) >0si (z,y) € [xg — d,20 + d] X [yo —&,y0 + €.

Entonces, para xg € I la funcién de una variable F(xg,y) es estricta-
mente creciente en el intervalo [yp — ¢, yo +¢]. Como F(zg,yo) = 0, tenemos
F(zo,y0 —€) <0< F(zo,y0 + ).

La conservacién del signo de la funcién F' en un entorno de los puntos
(x0,y0—¢€) y (x0,y0+¢) nos asegura (tomando otro 6 menor que el anterior,
si es necesario) que, para cada = € [xg — J, 29 + 0], tenemos

() = (30)

F(z,yo—¢) <0< F(x,yo + ).
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Como ademads cada funcién ¢*(y) = F(x,y) es continua en J, por la pro-
piedad de Bolzano-Darboux, existe (para cada x) una raiz y € J tal que
¢*(y) = F(x,y) = 0. Definimos f: I — J mediante f(x) =y donde y, es la
raiz hallada. Esto demuestra (a).

Veamos (b). Si h # 0 verifica © + h € I tenemos F(x+h, f(z+h)) = 0.
Designamos k = f(x + h) — f(x) y, por el teorema del valor medio aplicado
a I en el intervalo de extremos (x, f(x)) y (x +k, f(x)+ k), sabemos que
existe § € (0,1) tal que

0=F(z+h,f(z)+k)—F(z f(z))

oF OF
= 5 (@4 0h, f(z) + Ok)h + a—y(az +0h, f(x) + 0k) k.

Entonces

flz+h)—fz) k  Fe(z+0h f(z)+0k) (31)
h h Ey(z+0h, fz)+0k)

La continuidad de las derivadas parciales I, y F, nos permite asegurar que
existen constantes M y H > 0 tales que

Fx(l’,y)‘SM, ‘Fy(x’y))ZH’
para todo (z,y) € [zo —d, 20+ ] X [yo — €, y0 +€]. Esto nos permite obtener
que

[Fa+B) ~ £(@)] < Foh

de donde resulta la continuidad de la funcién f en el punto x € I. Es decir, si
h — 0, tenemos k — 0. Tomando ahora limite en (31) si h — 0, obtenemos

flx+h)— f(z) i Fy(z + 0h, f(z) + 0k)

f'(=) = lim h I Fy(z + 6h, f(x) + 0k)
Fy(x, f(z))’

por la continuidad de las derivadas parciales, obteniendo (30). La de-
mostracién concluye observando que la derivada de f es una funcién continua
por ser composicion de funciones continuas. ]
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Observemos que la funcion f del teorema anterior es unica, en el siguiente
sentido. Supongamos que existe fo: Ip — Jp, con Iy, Jy intervalos centrados
en xg, 4o, tales que

F(z,y) =0y = fo(x)  paratodo (z,y) € Iy x Jo.

Sean x € I N1y, y = f(x), yo = fo(z). Siy # yo, por ejemplo y < yo,
como F(z,y) = F(z,yp) = 0 resulta, por el teorema de Rolle aplicado a
¢"(y) = F(x,y) en el intervalo [y — yo], que existe y tal que Fy(z,y) = 0,
contradiciendo Fy, > 0 en I x J. Esto demuestra la unicidad.

La férmula (30) permite obtener que si F' es de clase C*, entonces f es
de clase C*, por la regla de la cadena. Veamos como obtener las derivadas
segundas de f, suponiendo que F es de clase C2. Podemos derivar (30),
pero es mas sencillo derivar dos veces la igualdad

F(z,f(z)) =0 paraz€l.
Derivando una vez, obtenemos

Fo(@, f(2)) + Fy(, f(2)) f'(z) = 0,

que equivale a (30). Derivando nuevamente, obtenemos

Fry (x7 f(x)) + ny (x, f(x))f/(x)
+ Fyy (2, f(2)) f'(2)* + Fy (2, f(2)) f"(z) = 0,
de donde, como Fy(z, f(x)) # 0, se obtiene el valor de f”(z).

Con una demostracién andloga se obtiene el siguiente resultado.

Teorema 14 (Teorema de la funcién implicita en R").

Sean (10, ---,Zno,y0) € U abierto de R"™1, F: U — R de clase C*.
Supongamos que F(x19,...,2n0,%0) =0, y que Opy1F (210, ..., Tno,yo) # 0.
Entonces:

(a) Eziste una bola B = B(xg,9), donde xy = (x10,...,%no), un intervalo
J=(yo—¢e,90+¢), BxJ CU, yuna funcion f: B — J de clase C', tales
que

F(zi,...,2n,y) =0y = f(z1,...,2n) Y(x1,...,2pn,y) € B X J.

(b) Si (x1,...,2,) € B tenemos

aiF(ﬂfl, s 7:Eﬂ7f($17' . 'axn))
6n+1F(x1, ces Ty, f(21, - ,xn))

(X1, Tp) = —

85[31'
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Es importante observar que el teorema de la funciéon implicita se aplica
indistintamente a cualquier variable. Elejimos la ultima para simplificar
los enunciados de los teoremas. Por ejemplo, si F'(xo,yo,20) = 0 para una
funcién de tres variables de clase C', y Fy(z0,y0,20) # 0, obtenemos que
existe una funcién f de dos variables tales que F(x,y,z) =0 < = = f(y, 2).
En lo que respecta a las derivadas parciales, obtenemos

a_f(y 2) = _Fy(f(y,z),y,z)
Ay Fo(f(y,2),y,2)
Of () o) = CF(f(y.2),y,2)
9z Fo(f(y,2),y,2)

Veamos ahora una aplicacién geométrica del teorema de la funcién im-
plicita. Dado un conjunto M C R™ y un punto p € M definimos el espacio
tangente a M en p, que designamos T, M, como el conjunto de los vectores
tangentes en el punto p a curvas contenidas en M. En otros términos

T,M = {veR": I A: (—¢,e) = M, X0) =p, N(0)=v}.

Definicién 9 (Conjuntos de nivel).

Consideremos una funcion F: U — R, donde U es abierto en R", y un
real c. Llamamos conjunto de nivel ¢ de F' al conjunto M de los puntos
x € U tales que F(z) = ¢, es decir M = F~1(c). Sin = 2,3 llamamos
respectivamente curva de nivel, superficie de nivel a los conjuntos de nivel
recién definidos.

Teorema 15. Sea F: U — R de clase C* en U, abierto de R™. Dado c
consideremos M = F~1(c), el conjunto de nivel ¢ de F', y un punto p € M,
tal que VF(p) # 0. Entonces, el espacio tangente a M en p es el subespacio
ortogonal a VF(p), es decir T,M = [VF(p)]*. En particular, T,M es un
subsespacio vectorial de R™ de dimension n — 1.

Demostracién. Consideremos primero v € T,M. Existe A(t): (—¢,e) — M
tal que A(0) =p y N(0) = v. Como F(A(t)) = ¢, si derivamos, obtenemos

0= (FoX)(0) = (VF(p),X(0)) = (VF(p),v),

de donde v L VF(p), es decir, v € [VF(p)]*, y concluimos que T,M C
[VE(p)]*
Consideremos ahora v = (ay, ..., a,) € [VF(p)]*, es decir

a101F(p) + -+ a0, F(p) = 0. (32)
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Como VF(p) # 0, alguna derivada parcial de F' no es nula, supongamos
entonces que 0, F(p) # 0. Designemos p = (p1,...,pn). Del teorema de la
funcién implicita obtenemos un bola B = B(a,d), con a = (p1,...,Pn—1),
un intervalo J = (p, — €, pn + €), y una funcién f: B — J tales que

Tn = f(x1,...,2p-1) & F(x1,...,2,) =0, V(z1,...,2,) € B X J.

Como ademas se verifica 0;f(a) = —0;F(p)/0nF(p), para i =1,...,n — 1,
en vista de (32), resulta que

ap =01f(a)oq + -+ + Op—1f(a)op—1.
Por eso, la curva

At) = (p1 4+ toa, ..., pno1 + tan,, f(p1 +tad, ..., pa—1 + tan—1))

verifica A(0) = p, X'(0) = v, obteniendo que v € T,M. Hemos probado
entonces que [VF(p)]*+ C T,M, concluyendo la demostracién. O

Dada f: U — R de clase C! en U, abierto de R", llamamos grdfico de f
al conjunto G C R"*! definido mediante

G= {(.ﬁUl, s ,l‘n,xn+1)5 (:El’ s axn) € U733n+1 = f(ajla .. 7xn)} (33)

El grafico de f es entonces un conjunto que esta en correspondencia biyectiva
con el dominio U de f: cada punto a = (z1,...,z,) € U se corresponde con
un punto p = (SL‘l, ces Ty, [T, ,xn)) € G. En vista de que la nocién de
espacio tangente estd definida para subconjuntos arbitrarios de R"*!, tiene
sentido considerar el espacio tangente al grafico G de la funcién f en un
punto p, que designamos 7},G. El teorema anterior nos permite obtener una
caracterizacién de este espacio tangente.

Corolario 5. Sea f: U — R de clase C' en U, abierto de R". Entonces,
dado a = (x1,...,x,) € U, el espacio tangente al grafico G de f en el punto

p= (:Ul, ces Ty, f(21, - ,a:n)) es el subespacio de R ortogonal al vector
(alf(a), .oy Onfl(a), —1). En otros términos

T,G = [(0if(a),...,0nf(a),—1)] "

Demostracion. Consideremos la funciéon auxiliar F': U x R — R definida
mediante

F(x1,...,ZnyTny1) = f(T1,. ., Tn) — Tptt,
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que es de clase C'. Segiin la definicion (33) de G, el grafico de f es
el conjunto de nivel 0 de F. Dado a = (z1,...,2,) € U tenemos p =

(wl,...,mn,f(xl,...,a:n)), v
VF(p) = (01 f(a),...,0nf(a),—1) #0.

Aplicando entonces el teorema 15, obtenemos

T,G = [VF(p)I* = [(&:1f(a),...,0uf(a), —1)] ",

concluyendo la demostracion. O

Estudiemos ahora el caso n = 2, considerando f: U — R de clase C' en U,
abierto de R?. Consideremos a = (x9,v9) € U, p = (aco, yo, f(xo, yo)) eG,y
veamos la relacién que existe entre el espacio tangente al graficode fenpy
el plano tangente a la funcién f en a. Segun vimos en la pagina 10, el plano
tangente es el plano por el punto p ortogonal al vector ( fz(a), fy(a), —1). Por
otra parte, el espacio tangente al grafico de f en p es el subespacio vectorial
T,G = [(fx(a), fy(a), —1)]L, en R3. En conclusién, el plano tangente esté
formado por los puntos del espacio afin que se obtiene sumando el punto p a
los vectores de T),G. Esto explica la denominacién de tangente para ambos
objetos matematicos.

7 Extremos condicionados

Supongamos que queremos determinar los extremos de la suma de las tres
coordenadas de los puntos de R® que pertenecen a la esfera de centro en el
origen y radio unidad. En otros términos, queremos determinar los extremos
de f(z,y,2) =2 +y+ z en el dominio M = {(x,y,2): 2% + % + 22 = 1}.

Mas en general, si consideramos U abierto en R3, y dos funciones f: U —
Ry g: U — R, el problema que estudiamos en esta seccion es el de deter-
minar los extremos de la funcién f en M = g=1(0), el conjunto de puntos
que verifcan g(x,y, z) = 0.

Definicién 10 (Extremos relativos condicionados).

Consideremos U abierto en R3, f: U — R, g: U — R, el conjunto de nivel
M = g=(0), y el punto p € M. Decimos que f presenta un maximo relativo
condicionado a g en el punto p, si existe una bola B(p,e) con € > 0 tal que

f(p) > f(z) para todo z € B(p,e) N M.
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La definicion de minimo relativo condicionado es andloga, con un signo < en
lugar de > en (23). Si f presenta mdximo o minimo relativo condicionado,
decimos que f presenta extremo relativo condicionado en p.

Teorema 16 (Multiplicador de Lagrange).

Consideremos U abierto en R?, f: U — R, g: U — R, ambas de clase C",
p € M =g 1(0). Sif presenta un extremo relativo condicionado a g en p,
y se verifica Vg(p) # 0, entonces existe un real \ tal que

Vf(p) = AVy(p).

El ndmero real A del teorema anterior se llama multiplicador de Lagrange.

Demostracion. Como Vg(p) # 0, sabemos que el espacio tangente T,M =
[Vg(p)]*. Para ver entonces que los gradientes de f y g son colineales, es
suficiente ver que que V f(p) L T,M.

Sea entonces v € T,M y A: (—¢,e) — M una curva diferenciable en
t =0 con A(0) = p, N(0) = v. Como f presenta extremo en p restringido a
M, la funcién f o A presenta extremo en t = 0, de donde

0= (foN)(0)=(Vf(p),N(0)) =(Vf(p),v),

y obtenemos que Vf(p) L v. Como v € T,M es arbitrario, resulta que
Vf(p) L T,M, es decir, los gradientes de f y g en p son colineales, comple-
tando la demostracién. O

Al igual que en la buisquda de los extermos de f: U — R, que llamamos
extremos libres, en contraposicion a los extremos condicionados, el teorema
del multiplicador de Lagrange da una condicién necesaria para la existencia
de extremos condicionados. Una vez descartados los puntos en los que f, g
no son de clase C, y aquellos en los que Vg = 0, los extremos condicionados
se presentan unicamente en aquellos puntos en los que existe A real tal que
V f(p) = AVg(p). Para buscar estos puntos consideramos la funcién auxiliar

L(xayaz7)‘) = f(x,y, Z) - Ag($7y7 Z)a

y observamos, que como

VL = (fx - )\gzafy - )\gyvfz - )‘gzvg)a

los extremos condicionados de f a ¢ son los puntos criticos de L.
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