Diferenciabilidad de funciones de R™ en R™

Calculo 11 (2004) *

En este capitulo generalizamos la nocién de diferenciabilidad para funcio-
nes vectoriales de variable vectorial, que también llamamos aplicaciones. Una
aplicacion es entonces una funcion f: X — R™, donde X es un subconjunto

de R"™.

Ejemplo 1 (Transformaciones Lineales). Un ejemplo central de aplicaciones
son las transformaciones lineales, es decir, las aplicaciones T: R” — R™ que
verifican T'(ax + By) = o1 (z) + ST (y) para «, 3 reales, x,y vectores en R",
todos arbitrarios. Recordemos que dada una transformacién lineal 7' como
antes existe una tnica matriz A = ((a;;)) de tamano m X n, que llamamos
matriz asociada, tal que se verifica

T(z) = Ax',
asumiendo que x = (z1,. .., ,) es un vector fila. Si las funciones coordenadas
de T son Ty, ..., Ty, tenemos Tj(x) = (A* x), para cada i = 1,...,m donde
A = (a1, - . ., a;,) designa la i-ésima fila de la matriz A.

Otros casos importantes de aplicaciones son los cambios de coordenadas,
como los que vemos a continuacion.

Ejemplo 2 (Coordenadas Polares).
El cambio de coordenadas cartesianas (z,y) a coordenadas polares (p,0),
viene dado por la aplicacion

x = pcosb, y = psenb, (1)

que definimos del dominio X = [0, 00) X [0, 27) en R?.
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Ejemplo 3 (Coordenadas cilindricas). Si en el ejemplo anterior agregamos la
“altura” z de un punto (z,y, z) de R3, obtenemos

x=pcosl, y=psend, z=z, (2)

aplicacién definida de X = [0, 00) x [0,27) x R en R?, que llamamos cambio
de coordenadas cilindricas.

Ejemplo 4 (Coordenadas esféricas). Ahora describimos un punto (x,y, z) de
R3 mediante sus coordenadas esféricas, designadas (p, 0, @), de forma que

x =pcosfsenp, y=psenflseny, 2z = pcosey, (3)

aplicacién definida de X = [0, 00) x [0,27) X [0,7) en R3,

1. Aplicaciones diferenciables

Definicién 1 (Aplicacién diferenciable). Sean f: U — R™, U abierto
en R™. La aplicacion f es diferenciable en un punto a € U, cuando existen
una transformacion lineal T: R — R™ y una aplicacién p: B*(0,e) — R™,
con € > 0 suficientemente pequeno, tales que para todo v € R™ con a+v €
B*(a,e), se verifica

flatv) = fla) =T(v) + vl p(v), limp(v) =0. (4)

La transformacion lineal anterior se llama diferencial de la aplicacion f en
el punto a, y se designa df,. Decimos ademas que [ es diferenciable en U
cuando es diferenciable en todo a € U.

Introduciendo la aplicacién r(v) = ||v||p(v), que llamamos resto, las for-
mulas en (4) pueden escribirse como

fla+v)— f(a) =T(v) +r(v), h’m@:
v=0 [|v]]
Estamos entonces definiendo que una aplicacién es diferenciable en un punto
a cuando su incremento se puede aproximar por una transformacion lineal.
Observemos ademéds que esta definicién generaliza la de diferenciabilidad de
funciones de varias variables (caso m = 1) del capitulo anterior.



Si ponemos v = 0 en (4) vemos que p se puede definir en v = 0 poniendo
p(0) = 0. Consideremos entonces, de aqui en més, p: B(0,e) — R™.

Como las transformaciones lineales son continuas, es inmediato obtener
que si f es diferenciable en un punto a entonces es continua: tenemos f(a +
v) — f(a) si v — 0, como se ve tomando limite a la derecha en (4).

Ejemplo 5. Veamos que una transformacion lineal T': R” — R™ es diferen-
ciable. Tenemos

T(a+v)=T(a) =T(v),

por lo que se verifica la definicién (4), con dT, = T, y p(v) = 0 para todo
v e R™

Como una aplicacion f: U — R™ equivale a sus m funciones coordenadas
fi,--., fm, es natural relacionar la diferenciabilidad de una aplicacién con la
de sus funciones coordenadas. Las coordenadadas son funciones reales de
variable vectorial, cuya diferenciabilidad definimos en el capitulo anterior.

Teorema 1. Consideremos f = (fi,..., fm): U — R™, a € U, abierto de
R™. Entonces la aplicacion f es diferenciable en a si y solo si sus coordenadas
fi,- -, fm son diferenciables en a.

Demostracion. Supongamos primero que la aplicacién f es diferenciable en
a, y escribamos la identidad vectorial (4) como m identidades escalares. De-
signando T' = (T3, ..., 1), p = (p1, .- ., Dm), tenemos

fila+v) = fi(a) = Ti(v) + o] ps(v),  limpi(v) =0,

parai =1,...,m, que es la definicién de diferenciabilidad de la funcién f; en
a, dado que Tj(v) = (A%, v), donde A’ es la i-ésima fila de la matriz asociada
aT.

Reciprocamente, si fi,..., f,, son diferenciables en a, existen funciones
P1, - - -, Pm tales que

fila+v) = fi(a) = dfia(v) + [[v][ pi(v),  limpi(v) =0,

para?=1,...,m. Luego, con

T(v) = (dfla(v), ce dfma(v)), (5)
y p = (p1,...,bm), la aplicacién f verifica la definicién (4) en el punto a,
concluyendo la demostracion. O]



Ejemplo 6 (Curva diferenciable). Una curva A = (A1,...,A\,): I — R" es
diferenciable en un punto a del intervalo real I si son diferenciables sus coor-
denadas. Obtenemos entonces la misma definicion de curva diferenciable del
capitulo anterior. Ademads, si A es diferenciable en a € I, tenemos

AMa+h) — Aa)
h

con p(h) — 0 (h — 0), de donde resulta, que

= (1) + Dy,

N(a) = dXq(1), (6)

es decir, la velocidad de la curva en el instante a se obtiene como el valor del
diferencial de la curva en a, evaluado en el vector v = 1.

La matriz asociada al diferencial df, de una aplicacién f en un punto a se
llama matriz jacobiana, o mas brevemente jacobiano, y se designa mediante
Jf(a). De la férmula (5) obtenemos, si f = (fi,..., fm) es diferenciable en
a, que se verifica

df,(v) = (dfla(v), . ,dfma(v)), (7)
y como df;,(v) = (Vfi(a),v), resulta que la fila i-ésima de Jf(a) es el gra-
diente V f;(a). En otros términos, hemos demostrado que

@ o o)
Jfla)=1| | ®)
(@) o G

De aqui resulta ademas la unicidad del diferencial de una aplicacion diferen-
ciable en un punto.

Definimos la derivada direccional de una aplicacion f en un punto a con
respecto de un vector v € R™, que designamos (9f/0v)(a), como el valor del
limite en R™ dado por

cuando existe. A partir de la definicién resulta que la derivada direccional de
una aplicacion existe, si y solo si existen las derivadas direccionales de sus
funciones coordenadas. Ademas, en caso de existencia, se verifica

of df1 O fm
L (a) = (%(a), N .,W(a)) (9)
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Pero (0f;/0v)(a) = df;a(v), por lo que el vector obtenido en (9), en vista de
(7), es la imagen de v por el diferencial de f, es decir

o1
5 (a) = dhalv)

La féormula anterior es una generalizacion a aplicaciones de la que obtuvimos
para funciones reales de varias variables.

Teorema 2 (Regla de la Cadena para aplicaciones).
Consideremos las aplicaciones f: U — R™ donde U C R", g: V — RP, don-
de f(U) CV CR™, con U,V abiertos. Supongamos que f es diferenciable en
a €U, y que g es diferenciable en b = f(a). Entonces, la funcion compuesta
h=gof:U — RP es diferenciable en el punto a. Mas ain, el diferencial de
h en a es la composicion del diferencial de g en b con el diferencial de f en
a, es decir

dh, = dgy o df,, (10)

lo que expresado a través de las matrices jacobianas da la formula
Jh(a) = Jg(b) x Jf(a), (1)
donde x designa el producto de matrices.

Antes de la demostracion veamos que este teorema generaliza la regla
de la cadena de funciones del capitulo anterior. Supongamos para esto que
p = 1. Segun vimos, f = (fi,..., fm) es diferenciable si y sélo si fi,..., fi
son diferenciables, y las hipdtesis de ambos teoremas coinciden si p = 1. En
este caso el jacobiano de g es una matriz 1 X m, y viene dado por

99

Iob) = [520)- 5 L 0)] (12)

Por su parte, el jacobiano de A es una matriz 1 x n, dada por

Ihia) = [S2-a@)+ 2] (13)

Es claro entonces que multiplicando Jg(b) dado en (12) por Jf(a) dado en
(8), que es igual a Jh(a) dado en (13), obtenemos las n férmulas para las
derivadas parciales de la funciéon compuesta de la regla de la cadena para
funciones.



Demostracion. La demostracion es andloga a la de la regla de la cadena
para funciones, pero (paraddjicamente) mas sencilla, facilitada por el célculo
matricial.

Como f es diferenciable en a, existe p: B(0,e) — R™ tal que, si a+ v €
B(0,¢) tenemos

flatv) = fla) = dfa(v) + o] p(v), M p(v) = 0. (14)
Como g es diferenciable en b = f(a), existe ¢: B(0,d) — RP tal que
9(b+w) = g(b) = dgs(w) + [[w[l g(w),  lim g(v) = 0.
Sustituyendo w = f(a+v)—f(a) dado en (14) en la férmula anterior, tenemos
h(a +v) — h(a) = g(b+w) — g(b) = dgs (dfu(v) + 0] p(v)) + [[w] g(w).

Introduciendo la funcién auxiliar P(v), podemos entonces escribir

ha+v) — ha) = (dgy o df.)(0) + o] P(0), (15)
P(v) = dgy(p(v)) + qu). (16)

Si demostramos que P(v) — 0 (v — 0), en vista de (15) resulta que h es
diferenciable en a, y que su diferencial verifica (10). En primer lugar, como
la norma de v/ ||v|| es uno, tenemos

]l

v
< [[dra(or )|+ o) < ldfalll + o)1
o] o]
que es una funcién acotada si v — 0. Luego w — 0 cuando v — 0 y el
segundo sumando a la derecha en (16) tiende a cero. El primero tiende a cero
dado que dgp es continua, y p(v) — 0. Esto concluye la demostracién. O

Observacion. Una demostracion alternativa de la regla de la cadena para
aplicaciones se basa en la regla de la cadena para funciones. Demostramos
que las coordenadas de h son diferenciables, y obtenemos la férmula (11) a
partir de las formulas para el calculo de las derivadas.

La regla de la cadena recién demostrada nos permite obtener una in-
terpretacion geométrica del diferencial de una aplicacion. Sea f: U — R™
diferenciable en a € U, abierto de R"™. Dado un vector v € R", considerando
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la curva A(t) = a + tv, en el dominio, obtenemos la curva en el recorrido
n(t) = f(A()). La velocidad de esta curva en el punto x(0) = b = f(a),
esta dada por

#'(0) = dpo(1) = d(f o N)o(1) = dfa 0 dXo(1) = dfu(v),

donde aplicamos (6). Si suponemos entonces que un punto se encuentra en
A(t) en el instante ¢, mientras la funcién f nos da la imagen de su posicién,
el diferencial df, nos da la velocidad a la que se mueve esta imagen.

2. Teorema de la aplicacién inversa

Comencemos con algunas definiciones relativas a la regularidad de apli-
caciones y de sus inversas. Decimos que una aplicacién es de clase C* cuando
sus funciones coordenadas son de clase C* para k =0,1,...,00.

Definiciéon 2. (a) Una aplicacion f: X — Y, donde X C R", Y C R™,
es un homeomorfismo cuando es biyectiva, continua en X, y su aplicacion
inversa f~':Y — X es continua en Y. Cuando existe un homeomorfismo
f: X =Y decimos que X e Y son homeomorfos.

(b) Una aplicacion f: U — V, donde U C R™, V. C R™, ambos abiertos,
es un difeomofismo cuando es biyectiva, diferenciable en U, y su aplicacion
inversa f~1:V — U es diferenciable en V. Cuando existe un difeomorfismo
f: U —V decimos que U y V son difeomorfos.

(¢) Una aplicacion f: X — R™, donde X C R", es un difeomorfismo local
en a € X cuando existen dos conjuntos abiertos U,V , tales que a € U C X,
V C R™, de forma que la restriccion de f a U en V', es decir, f: U — 'V, es
un difeomorfismo.

(d) Un C*-difeomorfismo es un difeomorfismo tal que €l y su inverso son de
clase C*, para k =1,...,00.

Observemos que la composicién de homeomorfismos es un homeomor-
fismo (porque la composicién de aplicaciones continuas es continua), y que
la composicién de difeomorfismos es un difeomorfismo (por la regla de la
cadena).

Es también sencillo de verificar que si h = go f, donde f es un difeomor-
fimso local en un punto a, y g es un difeomorfismo local en el punto b = f(a),
entonces h es un difeomorfismo local en a.



Ademas, un difeomorfismo es siempre un homeomorfismo, y un homeo-
morfismo es siempre biyectivo, siendo falsos ambos reciprocos. En particular,
la funcién f(r) = 23 es un homeomorfismo, es diferenciable, pero no es un
difeomorfismo.

Con estas definiciones, nuestro problema es obtener condiciones para que
una aplicacién de clase C! sea un difeomorfismo, o, por lo menos, un difeo-
morfismo local.

Recordemos que dada una funcién de una variable f: I — R, donde [ es
un intervalo de R, si f es derivable y f’(z) > 0 en I, obtenemos que existe
su funcién inversa f~1: f(I) — I, que es derivable, y su derivada vale

—1\/ o 1
) = W)

como resulta del teorema de la funcién inversa en R.

En este capitulo los resultados son mas modestos, dado que, en general,
no es posible invertir una aplicaciéon en todo su dominio. Como el rol de la
derivada lo juega el diferencial, que es una transformacién lineal, comenzamos
recordando cuando una transformacién lineal es invertible.

Ejemplo 7. Sea T: R" — R™ una transformacion lineal. Recordemos que si
m # n la transformacién T no puede ser invertible. Si m = n la transforma-
cién lineal T es invertible si y sélo si det(7") # 0. Ademads, en este caso la
aplicacion inversa es también una transformacion lineal, su matriz asociada
es la matriz inversa de la matriz de T', por lo que es diferenciable. Es decir,
T:R™ — R"™ con det(T") # 0 es un difeomorfismo.

Veamos ahora dos propiedades de la norma |||7||| de una transformacién
lineal que serén ttiles en lo que sigue. En primer lugar, si v € R™ no es nulo,
poniendo = = v/ ||v|| tenemos

[T ()= ol < (1T @) < T > [lofl - (17)

De aqui resulta que las transformaciones lineales son funciones lipchitzianas,
con constante [[|T]||.
Veamos ahora que, si A = ((a;;)) es la matriz de T', tenemos

7| < mnméax{|a;|:i=1,...,m;j=1,...,n}. (18)

En efecto, si z = z1e1++ - -+ xpe,, v ||z]| = 1, tenemos |z;| <1 (i =1,...,n),



por lo que

1T ()] < [z [[T(e) || + -+ + lzal I T(en)]] < [[T(ex)l| + - + [ T(en)|
<m(||IT(e)lloo + -+ + [ T(en) )
<mnmax{|a;|:i=1,...,m;j=1,...,n}

El teorema del valor medio no es valido en el contexto de las aplicaciones.
Sin embargo, vale el siguiente resultado.

Teorema 3 (Desigualdad del valor medio).

Sea f: U — R™ con U abierto en R™. Consideremos un punto a € U y un
vector v de R™, tal que el intervalo |a,a + v] esté contenido en U.

(a) Supongamos que f restringida a [a,a+v] es una funcion continua, y que
eziste la derivada direccional (0f/0v)(x) para todo x € (a,a +v). Entonces,

0
If(atv) — f@) < swp |20t o0). (19)
0<6<1 v
(b) Cuando f es diferenciable para cada x € [a,a + v|, se verifica
1@ +v) = fla)ll < (s lldfasonll ) 0] (20)
0<o<1

Demostracion. Dado w € R™, la funcién auxiliar ¢: [0,1] — R definida
mediante ¢(t) = (w, f(a + tv)) es continua, por serlo f restringida a [a, a+v].
Tenemos ademas

&0+ h) — ¢(6) :<w7 f(“+9”+’“’)_f<“+9”>>_><w,af(a+ev)>,

h h o

si h — 0, por lo que ¢ es derivable en (0, 1). Aplicando entonces el teorema
de Lagrange obtenemos que existe 0 € (0,1) tal que ¢(1) — ¢(0) = ¢'(0).
Como ¢(1) = (w, f(a+v)), $(0) = (w, f(a)), tomando w = f(a+v) — f(a)
y aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, resulta

1f(a+v) = f(a)|* = (w, f(a +v) = f(a)) = ¢(1) — $(0) = ¢'(6)

— <w,g—£(a+9v)> < lw]| Hg—i(wrev)

< |[fla+wv) = f(a)|| sup

0<o<1

Y

0
a—i(a + Ov)




de donde obtenemos (19).

Veamos ahora (b). Como f es diferenciable en los puntos = € [a,a + ]
estamos en las hipdtesis de la parte (a). Ademds, como (9f/0v)(x) = df,(v),
aplicando la desigualdad (17) obtenemos

ldfa ()| < [ldfz [ vl

por lo que (20) se obtiene de (19), concluyendo la demostracion. O

El siguiente ejemplo muestra que no es posible obtener igualdad en el
teorema del valor medio para aplicaciones.
Ejemplo 8. Consideremos la curva A: R — R? dada por A(t) = (¢3,¢3), y el
intervalo [0, 1] = [a,a + v] con a = 0, v = 1. Si existe § € (0,1) tal que
_0A
v
necesariamente se verifica, similtaneamente, § =1/2,y 0 =1/ V3, 1o que es

imposible. Este ejemplo muestra que no es posible obtener un teorema del
valor medio con igualdad en el contexto de las aplicaciones.

(1,1) = A(1) = A(0) (0) = X (0) = (20,367,

Estudiemos ahora algunas condiciones necesarias que verifican las aplica-
ciones cuando son difeomorfismos.

Teorema 4. Consideremos un difeomorfismo f: U — V', con inversa dada
por f~1:V — U, donde U C R®, V C R™ son abiertos. Entonces, se verifica
m =n vy, para cada a € U con b = f(a), los diferenciales df, y d(f~'), son
transformaciones lineales invertibles e inversas, es decir

d(f ™ = (df.) (21)

lo que en términos de matrices jacobianas se traduce en

TN = [Tf@)] ™

Demostracion. Como el diferencial de la identidad Idy: U — U es la trans-
formacion lineal identidad Id,,: R™ — R, aplicando la regla de la cadena en
la igualdad Idy = f~! o f, obtenemos

Id, = d(1dy)e =d(f "o f), = d(f")y o dfa.

En conclusién, la transformacién lineal d(f~1), es invertible, y tiene inversa
df,, probando (21). Ademads, como df, es una transformacion lineal, resulta
m = n, concluyendo la demostracion. O
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El siguiente teorema muestra que un homeomorfismo f diferenciable en un

punto a, con diferencial df, invertible, tiene aplicacién inversa diferenciable
en b= f(a).

Teorema 5 (Diferenciabilidad de la inversa de un homeomorfismo).
Sea f: U — V un homeomorfismo entre los conjuntos abiertos U C R" y
V CR™.

(a) Si f es diferenciable en a € U y el diferencial df, es una transformacion
lineal invertible, entonces f~': V — U es diferenciable en b = f(a).

(b) Si f es diferenciable en U y df, es invertible para todo x € U, entonces
f es un difeomorfismo.

Demostracion. Observemos primero que (b) es consecuencia directa de (a).
Veamos entonces la demostracion de (a).

Segtin vimos, si f~! es diferenciable en b, su diferencial es (dfa)_l. Escri-
bimos entonces la condicién de diferenciabilidad para f~! en b, definiendo

b+ w) — f7N0) — (df) " (w)

]l

q(w) = (22)

Se trata entonces de verificar que g(w) — 0 (w — 0). Tenemos a = f~1(b).
Designando v = f~1(b+w) — f~(b), tenemos a +v = f~1(b+w), y como f
es diferenciable en a, podemos escribir

Wbt w—b= fla+) = f(0) = (o) + o), i p) =0
Sustituyendo esta tltima expresién en (22), tenemos

J(w) = f7HO+w) — f7Hb) — (dfa)  (dfa(v) + [lv] p(v)) 23

ol
=~ (@) ({2 )pto)

[]]

Como f y f~! son continuas obtenemos que v — 0 si y sélo si w — 0.
Entonces, si w — 0 resulta que p(v) — 0, y por ser (dfa)_1 continua, es
suficiente ver que el cociente ||v]| / ||w|| permanece acotado si w — 0. Veamos
que inf{||df,(z)]| : ||z|| = 1} = m > 0.En efecto, de anularse este infimo,
aplicando el teorema de Weierstrass (la funcién df, es continua, y el dominio
{l[z]] = 1} es compacto) resulta que existe z # 0 tal que df,(z) = 0, lo
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que contradice que df, es invertible. Entonces, como p(v) — 0 si w — 0,
obtenemos, en vista de (23), que
v

el = () + 0

> et (i) | - It =

m
o] 2

en un entorno adecuado del origen. Tenemos entonces que ||v|| / ||w]| < m/2,
obteniendo que g(w) — 0 si w — 0, concluyendo la demostracién. O]

Para demostrar el teorema de la funcién inversa precisamos el siguiente
resultado, basado en la completitud de R", que fundamenta el método de las
aprozimaciones sucesiwas. Dados X C R" y g: X — X definimos la sucesion
(g(k) (ZL‘)) de los iterados de x € X por g de la siguiente forma:

gO@) =z, ¢W@)=g(¢" V(@) (k=12,..).

Teorema 6 (de la contraccién).
Consideremos un subconjunto X cerrado de R™, y una aplicacion g: X — X.
Supongamos que g es una contraccion, es decir, existe A € (0,1) tal que

lg(x) =gl < Mlz—yll,  para todos x,y € X.

Entonces, existe un tinico z € X tal que g(z) = z, que llamamos punto fijo
de g. Ademds
2 =lim g™ (x), (24)

para todo v € X.

Demostracion. Veamos primero que si existe un punto fijo, este es inico. En
efecto, si 21 = g(21), 22 = g(22), tenemos

21 = 22/l = llg(21) — g(22)|| < Allz1 — 2l

de donde ||z; — z2|| = 0, y resulta z; = zo.

Para verificar la existencia de un punto fijo, tomemos cualquier x € X.
Si x # g(x) veriquemos que la sucesién de los iterados de x es una sucesién
de Cauchy en X. Sea entonces € > 0. Para dos indices ¢ < j = ¢+ p, tenemos

199 (z) — ¢ (@)|| = |9 (9% (z)) — ¢ (z)||
<N |g® (x) — x|
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Por otra parte

o= 9”@ < llz = g(@)ll + [lg(@) = 8@ + -+ [|g*(x) — gV )]

<(T+A+ Nz —g(2)] <

1
—— o= 9@l

En conclusion

7

199 (@) = ¢ (2)]| <

< e - g@) <o

si 7 > g con ig suficientemente grande. Obtenemos entonces que la sucesion
(9™(x)) verifica la condicién de Cauchy, por lo que existe z = lim g™ (), y
z € X por ser X cerrado. Finalmente, basados en la continuidad de g (que
es lipchitziana por ser una contraccion), tenemos

— Vo) () — 17 (k=1) =
¢ =limg™(x) =limg(g" " (x)) = g(2).

verificando que z es el punto fijo que buscabamos. O

Estamos ahora en condiciones de demostrar el teorema mas importante
del capitulo.

Teorema 7 (Teorema de la aplicacién inversa).

Consideremos f: U — R"™ de clase C* en U, abierto de R™. Si el diferencial
de f en a es una transformacion lineal invertible, es decir, si det (Jf(a)) #0,
entonces f es un difeomorfismo local en a, es decir, existen dos abiertos
Uo, Vo que verifican a € Uy C U, Vo C R", y tales que f: Uy — Vi es un
difeomorfismo.

Demostracion. Comencemos con la demostracion en el caso particular en el
que

a=0, f(a)=0, df,=1d,, (25)

para luego obtener el caso general a partir de éste.
Consideremos para ésto la aplicacién auxiliar

g9(x) =z — f(x),

definida en U. Esta aplicacion tiene diferencial nulo en el origen porque dgy =
Id,, —dfy = 0, por lo que la matriz jacobiana es nula, y todas las derivadas
parciales de las coordenadas de g son nulas, y por ser continuas, tienden a
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cero si x — 0. Esto implica, en vista de (18), que [/|dg.||| — 0 (z — 0), por
lo que existe una bola cerrada B[0,2¢] C U tal que

1
lldg.||| < 5 para todo x € BJ0, 2¢]. (26)

Aplicando la desigualdad del valor medio obtenemos, si z,y € B|0, 2¢],
que se verifica

1
l9(z) — gl < sup |[|dgoroyll lz —yll < S llz =yl (27)
0<o<1
lo que, en particular, si y = 0, nos da

lo@)l < =1z

Obtenemos entonces que g: B[0,2¢] — B[0,¢|, y es una contraccién con
constante 1/2.

Definimos la aplicacién inversa en la bola abierta Vy = B(0, ). Tomemos
y € Vj para ver que existe un unico z € B|0, 2¢] tal que y = f(x).

Para esto trasladamos segin y la aplicacién ¢, definiendo, para = €
B0, 2¢] la aplicacién

gy(v) =y +9(x) =y +z— f(z)
Se verifica )
gy @I < llyll + llg(@)ll < &+ 5 llzll = 2¢
por lo que g,: BJ0,2¢] — B0, 2¢]. La acotacién (27) nos permite ver que g,

también es una contraccién. En efecto

gy (21) = gy ()| < llg(21) = g(z2)]| < % [y = o] (28)

En conclusién existe un tnico x € B|0, 2¢] tal que g,(x) = x, es decir, un
unico x € BJ[0,¢] tal que y = f(x), como querfamos verificar. Ademas, el
conjunto

Uy = f (V) c B[0,2¢] c U

es abierto, por ser f continua y V; abierto (Teorema del capitulo 1). Es-
tas consideraciones nos permiten concluir que f: Uy — Vj es una funcion
biyectiva. Nos resta ver que f~1: Vj — U, es continua y diferenciable.
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Sean entonces y1,y2 € Vo, v 21 = f'(1n), 72 = f~'(y2). Dado que
= g(x) + f(x) tenemos

[z = 21| < lg(z2) = g(w) [l + [ f (z2) = f(aa)]

1
<5 |22 — 21| + || f(22) — fz)],
obteniendo que

17 o) = fH ) || = M2 — ]l < 201 f (22) = fla)]| = 2y — wa -

de donde f~! resulta Lipchitziana, por lo tanto continua.

Para concluir que f es un difeomorfismo, observemos que det (J f (0)) =1,
y por ser f de clase C! existe una bola, que suponemos B[0,2¢], en donde
det (J f (:1:)) # 0. Aplicamos entonces (b) en el teorema 5 para obtener que f
es un difeomorfismo en Uj. Esto concluye la demostracién en el caso particular
(25).

Veamos por ultimo la demostracion en el caso general. Dada f en las
condiciones del teorema, consideramos ¢g(z) = z+a y

f(z) = (df) " [f(9(2)) — f(a)].

La aplicacion f verifica las condiciones del teorema, y ademas verifica (25),
por lo que es un difeomorfismo local en z = 0. Ademés

f(@) = (dfa) o F(g7"(2)) + fla).

Es decir, f es un difeomorfismo local en a por ser composiciéon de difeomor-
fismos locales. Esto conlcuye la demostraciéon O]

3. Teorema de la aplicién implicita y multi-
plicadores de Lagrange

En esta seccion vemos primero como se aplica el teorema de la aplica-

cién inversa para “despejar” variables y = (y1,...,¥n) en funcién de otras
x = (x1,...,2x,), cuando existe una relacién entre ellas dada por un sistema
de ecuaciones Fj(xy,...,Zn,Y1,---,Ym) = 0 (i = 1,...,m), relacién que en
notacién vectorial escribimos F(x,y) =0, si F' = (Fy, ..., Fpy).
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Para enunciar en nuestro caso la condicién equivalente a F,(xo,yo) # 0
del teorema de la funcion implicita en dos variable, introducimos la notacién

o ... oF
OF O(F,....F,) | ™ O
8y a(yl)aym) % % 7
6y1 8ym
que es el jacobiano de la aplicacién de la variable y = (y1,...,ym), que se
obtiene cuando = = (x1,...,x,) permanece constante. Designamos ademés
(0, Y0) = (10, - - - Tn0s Y105 - - - » Ymo)-

Teorema 8 (Teorema de la aplicacién implicita).

Sean (xo,y0) € U, abierto en R"™™ F = (Fy,...,F,): U— R™ de clase C*,
tales que F(xo,yo) = 0. Supongamos que det (8F/8y)(m0, yo) # 0. Entonces:
(a) Ezisten bolas B,, = B(xo,0), By = B(yo,€) tales que B, X B,,, C U, y
una funcion f: B, — B, de clase C* tal que

F(z,y) =0<y = f(x) para todo (z,y) € By, X By,.

(b) Si x € B, el jacobiano de f verifica

oF

1) = =[5 (o )]

S (@) (29)

Demostracion. Para utilizar el teorema de la aplicacion inversa, consideremos
¢: U — R"™ definido mediante

o(x,y) = (z, F(x,y)). (30)

La aplicacién ¢ es diferenciable en U por serlo sus coordenadas y, derivando,
obtenemos que su jacobiano, escrito en bloques, vale

Id, O
ox dy

Para calcular el determinante de este jacobiano desarrollamos por las prime-
ras n filas, y obtenemos

det(J)(wo, yo) = det (%) (w0,10) # 0,
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segin nuestra hipdtesis, por lo que del teorema de la aplicacién inversa
obtenemos que existe una bola B,,,, = B ((:L*g,yo),e) tal que ¢ restrin-
gida a B, es un difeomorfismo, con aplicacién inversa que designamos
(u,v) = (1/11(u, V), U (u,v), o U m (1, v)) Observemos que, segtn la
forma que tiene ¢ en (30), donde sus primeras coordenadas son la identidad,
esta propiedad se obtiene también para 1), que por lo tanto se puede escribir
como
Y(u,v) = (u, h(u,v))

donde h = (Ypi1,...,Ynim). Veamos ahora que f(z) = h(x,0) verifica
(a), para x € B, = B(zg,9), con 6 > 0 suficientemente pequeno, tal que
¢(B((20,0),8)) C Bpim. En efecto, como (2,0) € B((z0,0),d) porque
x € B(xg,0), y tenemos

(x,F(x,f(x))) = (J}, (I)> - cp(x,h(x,()))
(

obteniendo que
F(x, f(x)) = 0. (31)
Veamos ahora (b). La aplicacién f es diferenciable, por estar formada por
coordenadas de una aplicacién diferenciable, mientras que F es de clase C*.
Designando g(z) = (a:, f(:z:)), tenemos F' o g = 0, y podemos aplicar la regla
de la cadena en (31), para obtener JF o Jg = 0. Si escribimos los jacobianos
en bloques tenemos

O(Fy,..., Fy) {8(F1,...,Fm) a(Fl,...,Fm)} |

JIF = =
0Tty ey Ty YLy - vy Ym) Nz, yxn) O,y Ym)

0@, Ty froeo s ) [ ) Id, ]

Jg=

O(z1,...,xp)
Imponiendo la condicién JF' x Jg = 0 obtenemos

O(Fy,...,Fp) 8(F1,...,Fm)X@(fl,...,fm)
o1y, xp) Oy Ym)  Oxy,...,2p)

de donde resulta (b), por ser Aoy una matriz invertible. Finalmente
observamos que las derivadas de f se obtienen a partir de las derivadas de
F', que son continuas, evaluadas en = y en f(x). Como f es continua, por ser
diferenciable, y la composicion de aplicaciones continuas es continua, resulta
que f es de clase C'. Esto concluye la demostracion. O

x 1d,, + =0,
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Ejemplo 9. Queremos estudiar el conjunto M de puntos (z,y,z) € R? que

verifican
y==z

Tenemos (1,0,0) € M. Consideremos la aplicacién F = (Fy, Fy): R? — R?
dada por

F(z,y,2) = (2*+y* - 1,y — 2).
Observamos que m~+n = 3y m = 2, es decir, podemos despejar dos variables,
digamos x,y en funcién de la tercera z. Como F € C!, resta verificar la
condicién de no anulacion del determinante del jacobiano

B 3 7]

En el punto (1,0,0) tenemos det(@(Fl,FQ)/a(x,y)) = 2 # 0, por lo que
aplicando el teorma de la aplicacién implicita obtenemos que existe una
funcién f: (—e,e) — R? dada por f(z) = (z(z),y(z)) tal que se veri-
fica F(2(z),y(z),z) = 0. En otros términos M es (localmente) la curva
A: (—e,6) — R? de ecuaciéon A(z) = (2(z),y(z),z). Calculemos el vector

tangente a esta curva en z = 0. Tenemos 0F/0z = [(F})., (FQ)Z]t. Por eso,
en el punto (1,0,0), tenemos

wonio) = 252u00 [ 3] <[ 4 ]- [ 7]

De aqui concluimos que X' (0) = (0,1, 1), que es el vector tangente a la curva
M en el punto (1,0,0).

Teorema 9 (Multiplicadores de Lagrange).

Consideremos U abierto en R U - R, g = (g1,---,9m): U — R™,
ambas funciones de clase C*.

(a) Sipe M =g Y0) y f presenta extremo relativo condicionado a g en p,
entonces el conjunto de vectores

{Vf(p), vgl (p)v ce ’ng(p)} (32>

es linealmente dependiente.
(b) Si ademds Jg(p) tiene rango m (rango mdzimo), entonces existen reales
Ay .-y Am, llamados multiplicadores de Lagrange, tales que

Vip)=MVa®@) +- -+ AaVam(p)
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Demostracion. Comencemos observando que (b) es inmediato a partir de (a).
Supongamos entonces, para demostrar (a), por absurdo, que el conjunto de
m + 1 vectores en (32) es linealmente independiente. Obtenemos entonces
que la matriz

Vf
fy g1, 9m) _ Vg
1,y Togm) :

Vagm

tiene sus m + 1 filas linealmente independientes, y por lo tanto, tiene rango
m + 1. Tiene entonces también m + 1 columnas linealmente independien-
tes, que por simplicidad en la notacién, suponemos son las m + 1 prime-
ras. Designemos p = (p1, ..., Pm, Pm+1, - - -, Pnim)- Fijando entonces las varia-
bles pmia, - -, Pmin Obtenemos que la aplicacién auxiliar y = (yo, ..., Ym) =
o(x1, ..., Tme1) dada por

Yo = f(xh <oy Tm41, Pm42y - - - 7pm+n)
Y1 :gl<$17-"7xm+1apm+27"'7pm+n)
Ym = gm(xh <oy Tt 1y Pm42y - - - 7pm+n)
tiene jacobiano no nulo en el punto a = (p1,...,Pm+1), y por lo tanto,

existe una bola B(a,e) en donde ¢ es un difeomorfismo. Ademas p(a) =
(f(p), g1(p), - .. ,gm(p)) = (f(p), 0,... ,0). Como existe la inversa de ¢, para
0 > 0 suficientemente pequeno, los puntos ( f(p)£4,0,... ,O) tienen preima-
gen en la bola B(a,¢), y por este motivo, estos puntos pertenecen a g—1(0),
y [ no presenta extremo relativo condicionado en p, contradiciendo nuestra
hipétesis. En conclusién, la matriz no tiene rango m + 1, y los vectores en
(32) son linealmente dependientes, como querfamos probar. O

Al igual que en la busquda de los extermos de f con una condicién g = 0,
el teorema de los multiplicadores de Lagrange da una condicién necesaria para
la existencia de extremos relativos con varias condiciones g = (g1, ..., gm) =
0. Una vez descartados los puntos de M = ¢g~'(0) en los que f, g no son
de clase C!, y aquellos en los que Jg no tiene rango méximo, los extremos
condicionados se presentan tinicamente en aquellos puntos en los que existen
A1, ...y Ay, reales tal que

Vi) =MV + -+ AaVam(p).
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Para buscar estos puntos consideramos la funcién auxiliar

L(l’1,...,$n,)\1,...,>\m):f—)\lgl—"'—/\mgm,

y observamos que los extremos condicionados de f a g son puntos criticos de
la funcién L. Veamos una aplicacién de este procedimiento.

Ejemplo 10. Queremos determinar los puntos del conjunto M del ejemplo
9 cuya distancia al origen es maxima y minima. Para eso consideramos la
funcién f(z,y,z) = 2? + y? + 2? (cuyos extremos coinciden con los de la
distancia al origen) y la condicién g(z,y,2) = (22 +y* — 1,y — 2z) = 0.
Tenemos entonces

L(z,y,z, \p) =2> +y* + 22 = A2® + > = 1) — p(y — 2).

Las ecuaciones que se obtienen de imponer VL = 0 son

Ly=-2>—y*+1=0

Ly=2y(1-=X)—p=0 L= —y+2=0

L,=2z4+p=0
Si sustituimos y = 2z y observamos que x = 0 6 A = 1, obtenemos todas las
soluciones de este sistema, que son (1,0,0), (—1,0,0), (0,1,1) y (0,—1,—1).
Evualuando la funcén en estos puntos obtenemos que la distancia minima es
1, que se da en los puntos (+1,0,0), y la maxima V2 que se presenta en los
puntos (0,+1, +1).
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