Integrales multiples

Calculo 11 (2004) *

El objetivo de este capitulo es definir y aprender a calcular integrales
de funciones reales de varias variables, que llamamos integrales maultiples.
Las motivacion mas directa de éstas integrales es el cédlculo de volimenes,
encontrando ademaés aplicaciones en la geometria y la fisica.

1. Definicion de la integral de Riemann en
intervalos de R”

Consideremos un subconjunto I de R", que llamamos rectdngulo o tam-
bién intervalo, de la forma

I={(z1,...,2,) ER": ay <1 < by,...,0, <z, < by},

donde a1 < by,...,a, < b, son n pares de numeros reales. Alternativamente
el intervalo I se puede ver como el producto cartesiano de los intervalos
reales [a1,b1], ..., [an, by], es decir T = [ay,b1] X -+ X [ay,b,]. Comenzamos

estudiando la integral de una funcion
f: I — R, acotada .

Estamos interesados en particular en los casos n = 2y n = 3. Sin = 2
el intervalo I es un rectangulo, y escribimos I = [a,b] X [¢,d]. En el caso
n = 3 obtenemos un paralelepipedo, con I = [ay,b1] X [ag, bs] X [as, bs].
Cuando es necesario, decimos que [ es un intervalo cerrado en R™, y definimos
analogamente los intervalos abiertos en R™, como producto cartesiano de
intervalos abiertos en R.
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Definimos el volumen de un intervalo en R", abierto o cerrado, que de-
signamos vol(I), mediante la férmula

vol(I) = (by — ay) X (by — ag) X « -+ X (by — ap).

En el caso n = 2, decimos drea en lugar de volumen y escribimos éarea([),
resultando drea(l) = (b —a) x (d — ¢).

Consideremos un intervalo I = [ay, bi] X - - X [an, b,] en R", en cada uno de
los cuales tenemos una particién P, ..., P,. Definimos particion del intervalo
I, que designamos mediante P, al producto cartesiano de las particiones de
los intervalos reales, es decir,

P=P x---xP,.

Observemos que una particion P de un intervalo I genera una descomposi-
cion del intervalo en subintervalos, que llamamos bloques, que se obtienen,
cada uno, como el producto cartesiano de los intervalos que determinan las
particiones de los intervalos reales. En otros términos, para formar un bloque
B C I, elejimos intervalos I; C [a;, b;] (i = 1,...,n), donde cada I; es un in-
tervalo cuyos extremos son puntos consecutivos de la particion P;, y tenemos
B =1 x---x I,. Observemos por ultimo que

> vol(B) = vol(I), (1)

donde la suma se efectia en todos los bloques B contenidos en el intervalo 1.

En el caso n = 2, tenemos particiones P, = {a = o < --- < x, = b},
y Po={c=1vyy < - < ym = d}, los bloques son rectdangulos de la forma
Bij = [ri—1, %] X [yj_1,y;] parai=1,...,n, j =1,...,m, y la férmula (1)
se lee

n m
Z Z area(B;;) = area(]).
i=1 j=1
Consideremos ahora una funcién f: I — R, acotada, donde [ es un
rectangulo en R"™, y una particion P. Para cada bloque B de la particiéon
designamos mediante eg y Ep los extremos inferior y superior (el infimo y el
supremo) de la funcién f en el bloque B, es decir

ep = inf{f(z): x € B}, Ep =sup{f(z): z € B}.

Cuando queremos destacar la funcion f escribimos e];, Eé.
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Designamos mediante s(f, P)y S(f, P) alas sumas inferiores y superiores
de la funcién f con respecto de la particiéon P, que definimos mediante

s(f,P)=> epvol(B),  S(f,P)=>_ Egvol(B).

BCI BcI

En el caso n = 2 escribimos e;; = ep,,, Ej; = Ep,;, y las sumas inferiores y
superiores resultan ser

s(f, P) = Zzei]’(ﬂfi —zi-1) (Y5 — Yj-1),

i=1 j=1
n m

S P)Y = Eylwi — xi1)(y; — yi-1).

i=1 j=1

Dadas dos particiones P = Py X --- X P, y Q = @1 X - - - (), de un mismo
intervalo I en R", decimos que @) es posterior a P, o también que () es mas
fina que P cuando P, C @y, ..., P, C @,. Definimos ademas la suma de las
particiones Py (), que designamos mediante P + (), segun la férmula

}j%-QIZ(}ﬁLJQl)X"'X(f%LJQn)

Es claro que P+ (@) es posterior a P y es posterior a (). Obsérvese que P U Q)
no necesariamente es una particion.

Teorema 1. Consideremos f: I — R acotada, I intervalo en R".
(a) Si Q es posterior a P, tenemos

s(f, P) < s(f,Q) < S(f,Q) < S(f. P).

(b) Si P y Q son particiones arbitrarias, tenemos

s(f, P) < S(f. Q).

Demostracion. Comencemos por (a), con () posterior a P. Consideremos un
bloque B fijo determinado por P, y todos los bloques C' determinados por ()
y contenidos en B. Como C' C B tenemos e > eg, de donde

Z ecvol(C) > Z egvol(C) =ep Z vol(C') = eg vol(B).

CccB CccB ccB



Calculamos ahora la suma inferior con respecto de ) sumando en dos etapas:
para cada bloque de B de P sumamos en todos los bloques C' C B de @, y
luego en los bloques de P, es decir

s(f.Q) =Y ( 3 o v01<0)) >3 epvol(B) = s(f, P),

BcI CcCB BcI

completando la demostracién de la primera desigualdad. La segunda es in-
mediata, porque eg < Ep, v la tercera es andloga a la primera.

Para ver entonces (b), como P+ @ es més fina que P y que @, aplicando
(a), tenemos

s(f,P)<s(f,P+Q)<S(f,P+Q) <5(f,Q).
Esto concluye la demostracién del teorema. O

Definicién 1 (Integral de Riemann). Consideremos f: I — R, acotada,

donde I es un intervalo en R™.

(a) Definimos la integral inferior y la integral superior, que designamos [ f,
-1

f[f respectivamente, mediante

/ f=sup{s(f, P): P particion de I},

- I

/ f=mf{S(f, P): P particion de I}.
I

(b) Cuando las integrales inferior y superior coinciden, decimos que f es
integrable (segin Riemann) en I, y definimos la integral (de Riemann) de f
en I, que designamos f[ f, mediante

/If/If/If.

Observacion. Siempre se verifica [ f < [, f. De lo contrario, si 6 = [ f —
-1 -1



f ;J >0, existirfan particiones Py @, tales que

st < [ 1+5=[ £-5<sr.)
-1

contradiciendo (b) en el teorema 1.

Si n = 2 decimos wntegral doble; si n = 3, integral triple. En estos casos
escribimos, respectivamente

//If = //If(:v,y)dxdy, ///If = //If($,y,z)dwdydz.

Teorema 2 (Criterio ¢-P de integrabilidad).
Una funcion f: I — R acotada, con I intervalo en R™ es integrable si y solo
5%

para cada € > 0 eziste una particion P tal que S(f, P) — s(f,P) <e. (2)

Demostracion. Supongamos que f es integrable y consideremos ¢ > 0. Exis-
ten particiones () y R tales que

/f——<SUQ Q/ /f<SfR (/f+—

En vista del teorema 1, la partici(')n P = @ + R verifica

S(f,P)—S(f,P)ES(f,R)—S(f,Q)<€,

concluyendo que se verifica (2).
Supongamos ahora, por absurdo, que f no es integrable. Segin nuestra
definicion de integral superior e inferior, tenemos, para cualquier particién

P, que
S(f,P)— fP/ /f—6>0

y no se verifica (2) con £ < §. Concluimos que, de verificarse (2), la funcion
f resulta integrable. Esto termina la demostracion. ]
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Veamos ahora que las funciones continuas son integrables.

Teorema 3. Sea f: I — R continua, donde I es un intervalo en R™. En-
tonces, f es integrable.

Demostracion. Consideremos € > 0 para aplicar la condicién necesaria y
suficiente de integrabilidad (teorema 2). Como I es un conjunto compacto,
f resulta uniformemente continua, y existe 6 > 0 tal que
€
r—yll <o = x) — < —.

Iz~ 1) = 1) < 5
Consideremos ahora una particion P = P; x --- x P,, de forma que dos
puntos arbitrarios en un mismo bloque B de la particion no disten mas que
0. Esto se logra si dos puntos consecutivos de cada particién P, ..., P, no
disten mas que §/y/n. Como f es continua, para cada bloque B existen
dos puntos g = (x1,...,2,) € ygp = (Y1,...,Yn) tales que Egp = f(zp),
ep = f(yp). Ademés, como los puntos z e y estan en el mismo bloque, sus
i-ésimas coordenadas no difieren mas que las de los puntos de la particion
P, por lo que tenemos

rp — = r;— )" < — =97,

|25 — yB| ;( i — Yi) —; 0

por lo que, para la particién elegida, tenemos

S(f.P)=s(f,P) <Y (Ep—ep)vol(B) =) (f(xs) = f(ys)) vol(B)

BCI BcI
€
< vol(B) = ¢.
~ vol(I) Z (B)
BclI
Esto muestra que f es integrable, y concluye la demostracion. O]

2. Integracién en dominios generales

Estudiemos ahora como definir la integral de una funcion f: X — R,
acotada, donde X es un subconjunto acotado arbitrario de R™. La estrategia
para la definicién consiste en considerar un intervalo I que contenga a X, es
decir X C I, y definir una funcién auxiliar f: I — R mediante

7 f(z), sizeX,
o, sizel\X.



estudiando condiciones para que f sea integrable en I, para definir, cuando

f es integrable
[r-]s

Observemos que, aunque f sea continua, en general, f no conserva esta pro-
piedad, por lo que es necesario obtener condiciones mas generales que la
continuidad para obtener la integrabilidad de funciones. Es por eso que in-
troducimos la siguiente nocion.

Definicién 2. Un conjunto D C R™ tiene medida (de Jordan) nula, cuando,
para cada € > 0 existe una cubrimiento numerable Iy, Is, ... de intervalos en

R™ tales que
DclJn, D vol(I) <e.
i=1 i=1

Observacion. Cabe observar que, si bien en la definiciéon se consideran in-
tervalos cerrados en R™, un subconjunto de R™ tiene medida nula cuando
verifica la misma defincién con intervalos abiertos en R™.

Ejemplo 1. Dada g: [a,b] — R continua, el grafico de g, es decir, el conjunto
G={(z,y) ER*: z € [a,b],y = g(x)},

tiene medida de Jordan nula en R2. Para verificarlo, consideremos € > 0
arbitrario. Como ¢ es continua, y el intervalo [a, b] es compacto, resulta que
g es uniformemente continua, por lo que dado gy < ¢/ (2(b — a)), existe > 0
tal que si |z — y| < & se verifica |f(x) — f(y)| < 9. Consideremos entonces

una particiéon {a = xy < 21 < --- < z,, = b} del intervalo [a, b], que verifica
méx{z; —x;_1:1=1,...,n} <9,y los rectangulos
Ii = [wi—1, i) X [f(zi-1) — €0, f(2i-1) + €0l i=1...,n

La continuidad uniforme nos asegura que G C U}, ;. Por otra parte

n

Z area(l;) = 2¢g Z(ml — ;1) = 2¢0(b—a) <e,
i=1

i=1

probando que G tiene medida nula.



Ejemplo 2. Dada h: X — R continua, con X compacto en R?, el grafico de
h, es decir, el conjunto

G= {(*Tayvz> S R3: (*T?y) S X,Z = h(m,y)},

tiene medida de Jordan nula en R3. Para verificarlo, consideremos ¢ > 0
arbitrario. Como X es compacto en R? existe un rectangulo I tal que X C
I. Como h es continua, y X es compacto, resulta que h es uniformemente
continua, por lo que dado gy < /(2 4rea(])), existe d > 0 tal quesi [|lz — y|| <
d se verifica |f(z) — f(y)| < 0. Consideremos entonces una particién P de I
de forma tal que si dos puntos z,y estan en el mismo bloque B determinado
por I, tenemos ||z — y|| < . Consideremos ahora un punto zp de cada bloque
B C I, y un intervalo (paralelepipedo) en R3, dado por

Jp = B X [f(xp) — €0, f(zB) + €0,

La continuidad uniforme nos asegura que G C UgcrJp. Por otra parte

Z vol(Jp) = 2¢ Z area(B) = 2¢¢ drea(]) < e,

Bcli Bcl

probando que G tiene medida nula.

Teorema 4 (Lebesgue).

Consideremos f: I — R acotada, con I intervalo en R™. Supongamos que
D, el conjunto de los puntos de discontinuidad de f, tiene medida de Jordan
nula. Entonces, f es integrable en I.

Demostracion. Consideremos € > 0 para aplicar la condicién necesaria y
suficiente de integrabilidad (teorema 2), y designemos

K =sup{f(x): x € I} —inf{f(z): x € I}.

La idea es construir una particién cuyos bloques se dividan en dos grupos,
el primero donde la funcién pueda ser discontinua, y el segundo donde la
funcion sea continua.

Como D tiene medida nula existe una sucesién de intervalos I, I, . . .,
que podemos tomar abiertos, tales que



Por otra parte, para cada = € I\ D la funcién es continua, por lo que
existe un intervalo, llamémosle J,, que también elegimos abierto, tal que
Ej, —eg, <e/(2vol(I)).

Si aplicamos el teorema de los cubrimientos finitos, podemos extraer un
conjunto finito Iy,..., I, Joy, ..., Jy, de la familia de todos los intervalos
{L;} U{J,} recién considerados, tales que se verifica

[c[U ] [UJ} (3)
=1

Consideremos ahora la particiéon P formada por todos los puntos que son
vértices de alguno de los intervalos que aparecen a la derecha en (3), junto
con todos los necesarios para que el conjunto resultante sea una particion, y
clasifiquemos los bloques que determina esta particién en dos conjuntos: el
primero contiene aquellos bloques B que esten contenidos en algin I; (i =
1,...,p), vy el segundo, con bloques que designamos C, que contiene todos
los bloques restantes. Tenemos

S(f,P) = s(f.P) =Y (Ep —ep)vol(B) + Y (Ec — ec) vol(C)

BCI ccl

<K ZVOI(B) +— ZVOI(C)
2vol([I)

< K5 vol(I
ZVO 2v01(1) =&

lo que concluye la demostracmn del teorema. O]

Observacion. El teorema anterior admite también un reciproco: toda funcién
integrable en un intervalo es continua salvo, a lo sumo, un conjunto de puntos
de medida nula.

3. Calculo de integrales multiples: Integrales
iteradas

Teorema 5 (Integral iterada) Sea I = [a,b]x[c,d] y f: I — R integrable.
Si para cada x € |a,b] existe f f(z,y)dy, entonces

[[1=[1[ rvas]a



Demostracion. Observemos que, para cada = € [a, b], la funcién de una va-
riable f*(y) = f(z,y) es integrable en |c, d].
Si definimos ¢: [a,b] — R mediante

- / " fw )y,

tenemos que demostrar que ¢ es integrable en [a,b] y que

/abgo(x)dx _ //If

Sean Pp={a=zp<t1< - <x,=blyP={c=y<y1 < -+ <Ynm=
d} particiones de [a,b] y [c,d] respectivamente, y P = P, x P, la particién
de I correspondiente. Designamos B; ; = [x;—1, ;] X [y;—1, y;] los bloques que
determina P en I.

Tenemos
ZZ% —zi) (Y —yi1) = ) [Z —yj—1) | (@i—zio1).
=1 j5=1 =1 j=1

Para cada i fijo y para cada = € [z;_1,x;] fijo también tenemos

ei; = inf{f(x,y): (2,y) € [Timr, x] X [yj—1,y5]} S inf{f(2,9): vy € [yj—1. 93]},

por lo que

m

Zem —y;1) < Zinf{f(%y): v € Wiyl Y —yi) = s(f°, P)

S/ fr(y)dy = o(z).

Entonces, como x € [x;_1, z;], obtenemos que

Zezj —yj—1) < inf{p(z): x € [z;_1, 7]},

J=1

por lo que
Py < S inf{p(@): @ € w1, — 2i1) = s(e, P).
i=1
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Un argumento analogo para las sumas superiores nos permite concluir que
s(f, P) < s(p, 1) < S(p, 1) < S(f, P). (4)

Sea ahora € > 0. Segun el criterio e-P de integrabilidad (teorema 2) aplicado
a f existe P = P, x P, tal que S(f,P) — s(f,P) < ¢, por lo que para Py,
en vista de (4) tenemos S(p, P1) — s(p, P1) < €, y ¢ es integrable en [a, b].
Ademas, de (4) obtenemos también que

b
s(f, P) §/ o(z)dr < S(f, P),

lo que vale para toda particién P, dando como resultado f; e(x)dz = [[, f,
concluyendo la demostracion. O

Observacion. Es claro que si f: I — R es una funcién continua se verfican
las hipétesis del teorema.

Observacion. Un teorema andlogo vale también cuando f: I — R es inte-
grable, y para cada y € [c,d] existe la integral f: f(z,y)dx. En ese caso el

resultado es d b
[ 1= [ 1] seuis]a

Una situacion frecuente de aplicacion del teorema 5 es la situacion si-
guiente.

Ejemplo 3. Consideremos dos funciones continuas ¢q, g2: [a,b] — R. Supon-
gamos que ¢ < g1(z) < go(x) < d para todo = € [a,b]. Sea X un dominio en
el plano de la forma

X ={(x,y) €R*: z € [a,b], 01 (x) <y < ga(2)},

y f: X — R continua. Tenemos X C I = [a,b] X [¢,d], y la funcién auxiliar
f: 1 — R definida como f = fen X,y f =0en I\ X es integrable, dado
que sus puntos de discontinuidad estan contenidos en la unién de los graficos
de g1 v go. Ademas, para cada z la funcién f*(y) = f(x,y) tiene a lo sumo
dos puntos de discontinuidad, por lo que también es integrable. Calculemos
entonces, aplicando el teorema 5:

//Xf—//lf—/ab[/Cdf(ﬂmy)dy]dx—/ab[/::j)f(x,y)dy dz,

dado que si z € [a,b] tenemos f(z,y) = f(x,y) cuando g,(z) <y < go(), v

f(z,y) = 0 en los intervalos [c, g1(z)] vy [g2(x), d].
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En dimension mayores existen resultados analogos, cuyas pruebas son
similares a la presentada, que perimiten, por ejemplo, calcular una integral
triple como la integral doble de una integral simple.

Teorema 6 (Integrales iteradas triples). Consideremos I = [a,b] X
las, bo] X [as,b3] — R y una funcion integrable f: I — R. Si para cada
(x,y) € [a1,b1] X [ag, bs] existe f(f; f(x,y, z)dz, entonces

///f / ://[ahbﬂx[m [ bf (@9, Z>d2]dxdy- (5)

Observacion. En realidad! vale un resultado mas general, para una funcién
f: I x I — Rintegrable. Si las integrales que aparecen estan bien definidas,
y escribimos, f(z,y) con x € I, y € Iy, tenemos

/11><12 = I [ . f(x,y)dy] dz.

Si en la férmula (5) aplicamos para el célculo de la integral doble el
teorema 5 (suponiendo que se verifican las hipé6tesis) obtenemos

///If N /: {/: { a:3 f(%y?Z)dZ} dy}dx.

que es la formula que permite el cédlculo efectivo de integrales triples. Es
frecuente también, para escribir la iteracion de integrales anterior, la notacion

///ff:/: dx/: dy/; dzf(z,y,2).

Observemos aqui que el orden de integracion que elegimos en la presenta-
cién del resultado anterior (primero z, luego y, finalmente z) es arbitrario.
En realidad, cuando las integrales existen, cualquiera de los 3! = 6 6rdenes
posibles de integracién dan como resultado la misma integral triple.

Ejemplo 4. Consideremos dos funciones continuas g1, go: [a1,b1] — R. Su-
pongamos que ay < ¢1(x) < go(x) < by para todo = € [ag, b;]. Sea X un
dominio en el plano de la forma

X={(z,y) eR?:a; <2< by, q1(z) <y < gol)}.

Wer “Andlise Real” Vol 2. Elon Lages Lima, (2004) IMPA, Brazil
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Consideremos ademas otras dos funciones hy, hy: X — R, continuas también,
tales que ag < hy(z,y) < ho(z,y) < bs para todo (z,y) € X.
Estas dos funciones definen un conjunto D C R? dado por

D={(x,y,2): a1 <2 <by,gi(x) <y <gox),h(x,y) < z<hy(x,y)}

Consideremos entonces f: D — R continua. Tenemos D C I = [ay,by] X
[ag, by] X [as, bs], ¥ la funcién auxiliar f: I — R definida como f = f en D,
y f=0en I\ D que (no es dificil verificar) es integrable.

Aplicando los resultados anteriores tenemos

by
/// f :/ [ f(z,y, z)dz] dxdy
D [a1,b1]x[az,b2] a3
bs

:/X[ : f(x,y,z)dz}dxdy

ha(z,y)
:/ |:/ f(agy,z)dz}
X hi(z,y)
= /b1 {/9(2:) [/hhz(%y) f(x,y,z)dz} dy}dm.

ai g 1(z,y)

4. Calculo de integrales multiples: cambio de
variables

Al igual que en integrales simples, el método de sustitucién o cambio de
variables en integrales es una potente herramienta de cédlculo. La demostra-
cién puede verse en el libro Andlise Real” Vol 2. Elon Lages Lima, (2004)
IMPA, Brazil.

Teorema 7. Consideremos un C?-difeomorfismo g: U — V, donde U,V son
abiertos, acotados, en R™ y una funcion f: V — R diferenciable. Entonces

/Vf(x)dx = /Uf(g(x))‘det (Jg(x))‘dx. (6)

Ejemplo 5. Calculemos el volumen de un elipsoide, es decir, del conjunto

2 2 22

z )
E:{(:p,y,z)ERgzg—i—b—z%—c—zgl}
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Utilizamos un cambio de variable, que llamamos coordenadas esféricas afines,
que corresponde a las férmulas:

x =apcosfseny, y=>bpsenfsenyp, 2z =cpcosy,

Es sencillo de ver que el dominio 0 < p < 1,0 < ¢ <271, 0< 0 <7
corresponde a E. Por iltimo para aplicar la férmula, del calculo del jacobiano
obtenemos

det(.J) = —abcp® sen .

Tenemos entonces

1 27 ™ 4
V = /// ldxdydz :/ dp/ d@/ abep? sen pdyp = —mabe.
E 0 0 0 3

En particular, si @ = b = ¢ = r obtenemos una esfera, y la conocida férmula
para su volumen: V = 47r3/3.
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