Introduccién a la probabilidad y estadistica (2001) Practico 12

1. Sea X una cadena de Markov homogénea. Demostrar que
PXpir=7|Xn=1)=P( X =4 | Xo=1)

2. Sea X una cadena de Markov homogénea, y sea p™ = (pI') la distribucién de probabilidades

en tiempo n, dada por p;' = P(X, =i). Sea P" = (p};) la matriz de transicién. Demostrar que
k+1 _ kool

p; = 2P bij-

3. Se considera una cadena de Markov con matriz de transicion

0 1/2 1/2
P=|1/2 0 1/2
1/2 1/2 0

(a) Hallar los valores y vectores propios de P, y la descomposicién P = BDB~!, con D matriz
diagonal y B invertible. (b) Calcular P"™ y determinar el comportamiento asintético de Pl St
n — 00, para cada par de estados 1, J.

4. Discutir la periodicidad de los estados, y determinar p;?k para todo n, j y k. en una cadena de
Markov con matriz de transicion

0 0 01
0 0O 01
P=142 1200
0 0O 1 0

5. Procesos de ramificacion. Una poblacién integrada inicialmente (n = 0) por un individuo
(Xo = 1) se reproduce de acuerdo a la siguiente regla: cada individuo que integre la poblacién en
tiempo n tiene, en tiempo n + 1 una cantidad &k = 0,1,2,... de hijos con probabilidad pj;, donde
pr >0y Y 7oopr = 1,y él desaparece. (Alternativamente, se puede suponer que un objeto se parte
en k pedazos con probabilidad py (k = 1,2,...), o desaparece con probabilidad pg, y luega cada
uno de esos pedazos se parte o desaparece con las mismas probabilidades, y asi sucesivamente).
Sea X, la cantidad de individuos de la poblacién en tiempo n. (a) Demostrar que X, es una
cadena de Markov, identificar su espacio de estados I, hallar la distribucién inicial y la matriz
de transicién. (b) Suponiendo que p; > 0 para todo k = 0,1,..., determinar si hay estados no
esenciales y estados absorbentes.

6. En el ejercicio anterior: (a) Sea ¢ = P(X,, = 0 para algtin n) la probabilidad de extincién de la
poblacién. Encontrar la ecuacién que cumple g. (b) Encontrar la probabilidad de extincién para
la poblacién si pg = p1 = i, p2 = % (Este modelo se utiliza para determinar la probabilidad de
que un cierto apellido desaparezca, contando los varones de una poblacién).

7. Consideremos tiradas de un dado equilibrado. Decimos que en el instante n el sistema esta en
el estado X, = j si el nimero més alto que aparecié en las primeras n tiradas es j. (a) Demostrar
que {X,} es una cadena de Markov homogénea, determinando el espacio de estados, y encontrar

los estados esenciales, (b) Encontrar directamente las probabilidades e (c) Verificar en este caso
la igualdad:
Jr
P =3 il
l

(d) iCuanto vale lim,, . p7;.? (No justifique su respuesta).
8. Demostrar que una cadena irreducible para la cudl un elemento diagonal p;; es positivo no
puede tener estados periédicos.



