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Podemos caracterizar el cuerpo de descomposicién K y el cuerpo de
inercia K' de la siguiente manera:

Teorema 4.1.8. Las subextensiones K y K estdn caracterizadas por
1. KP es la subextension mds grande tal que e(p”|p) = f(pP|p) = 1.

2. KP es la subextension mds chica tal que p es el tnico primo de K
arriba de pP.

3. KT es la subextension mds grande tal que e(pf|p) = 1.

4. KT es la subextension mds chica tal que p es totalmente ramificado
sobre p'.

Corolario 4.1.9. Supongamos que D, < G, y sea L C K. Entonces p de-
scompone completamente en L si y solo si L C KP.

Las siguientes proposiciones permiten hacer razonamientos de induccién
en cuerpos compuestos y clausuras normales, respectivamente.

Proposicién 4.1.10. Sean K y L cuerpos de mumeros, y sea p un primo
racional.

1. S p no ramifica en K ni en L, entonces p no ramifica en el cuerpo
compuesto K L.

2. Si p descompone completamente en K y en L, entonces p descompone
completamente en el cuerpo compuesto K L.
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Proposicién 4.1.11. Sea K un cuerpo de niumeros, y sea L su clausura
normal.

1. Sip no ramifica en K, entonces p no ramifica en L.

2. Sip descompone completamente en K, entonces p descompone comple-
tamente en L.

4.2 Raices d-ésimas y reciprocidad

Sea p un primo impar, y consideremos el cuerpo ciclotémico QI[(,], cuyo
grupo de Galois Gal(Q[(,]/Q) es ciclico de orden p — 1. Se sigue que para
todo d | p — 1 existe una tnica subextensién F; C Q[¢,] de grado d sobre Q.
Ademas, Fy, C Fy, & dy | do.

Teorema 4.2.1. Sea q # p primo impar, y sea d | p— 1. Entonces q es una
potencia d-ésima modulo p sit g descompone completamente en F.

Demostracion. Sabemos que g descompone en Q[(,] como producto de g
primos distintos de grado f, donde f es el orden de ¢ médulo p. Por otra
parte, como (Z/p)* es ciclico de orden p — 1, las potencias d-ésimas médulo
p son exactamente aquellos elementos cuyo orden es un divisor de (p —1)/d.
Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

g es potencia d-ésima modulo p,
p—1

1=

d|yg,

F, CF,.

Pero Fj es la tinica subextension de Q[(,]/Q de grado g, asi que es el cuerpo
de descomposicién de g, y por 4.1.9 la dltima afirmacion es equivalente a que
q descomponga completamente en Fy. O

Corolario 4.2.2 (Ley de Reciprocidad Cuadrética). Sean q¢ # p primos
racionales impares. Entonces

q (g) sip=1 (mod4)osig=1 (mod4),

(5)2 —(g) sip=q=3 (mod4)a.
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Demostracion. (%) —1 & g descompone completamente en Fy = Q[v/p*]

LN <§) =1, etc. O

4.3 Cuerpos finitos

Sea F un cuerpo finito (en 2.5.7 vimos que todo dominio integral finito es
un cuerpo). El subcuerpo primo de F, es necesariamente F,, := Z/p donde p
es el menor entero positivo tal que 1 +1+...4+ 1= 0. Es claro que p tiene

~~

p veces
que ser primo, pues F no tiene divisores de cero. Se sigue que F tiene p’
elementos, donde f = [F : F,].

El grupo multiplicativo F* es ciclico, pues lo es cualquier subgrupo finito
del grupo multiplicativo de un cuerpo. A saber, sea d el exponente de F*
(el menor d > 0 tal que ¢ = 1 para todo ). Como X% —1 = 0 es un
polinomio de grado d, tiene a lo sumo d raices; se sigue que F* es ciclico de
orden d = p/ — 1.

Todo elemento de F es raiz del polinomio xr X , que es separable
(su derivada es —1), y como F tiene p/ elementos se sigue que xr X
descompone totalmente en F. Es decir que F es el cuerpo de descomposicién
de X?' — X sobre F », por lo tanto I es el tnico cuerpo de orden p! salvo
isomorfismo, y ademés es Galois sobre [F),.

El automorfismo de Frobenius de F es un automorfismo 7 dado por 7(z) =
2P, Hay que verificar que 7 es un automorfismo, utilizando el teorema del
binomio (ver que 7 es uno a uno, por lo tanto también sobreyectivo).

Observar que, como F* es ciclico de orden p/ — 1, se sigue que 7/ es la
identidad pero ninguna otra potencia de 7 lo es. En otras palabras, 7 genera
un grupo ciclico de orden f. En particular F tiene al menos f automorfismos
diferentes, pero [F : F,| = f; entonces F/FF, es Galois, con grupo de Galois
ciclico generado por 7. Una consecuencia de esto es que para cada d | f
existe un dnico subcuerpo de grado d sobre ).

4.4 El simbolo de Artin

Como antes, sea K una cuerpo de nimeros normal sobre Q, y supongamos
que p es un primo racional no ramificado, y sea p | p. Por 4.1.4 tenemos un
isomorfismo canénico D, — G, donde G = Gal(k,/F,) es el grupo de Galois
de una extensién de grado f de cuerpos finitos; luego G es ciclico de orden
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f, con el automorfismo de Frobenius como generador canénico. Entonces
tenemos

Proposicién 4.4.1. Existe un unico automorfismo o = o, € G tal que
o(a) =a” (mod p),
para todo « € Of.

El automorfismo o, del lema se llama automorfismo de Frobenius en p.
Es un generador canoénico del grupo de descomposicion D, y lo denotaremos

]
o |-
Proposicién 4.4.2. Sea op otro primo arriba de p. Entonces

K K
D,, = aDpa_l, Y [%p@} =0 [#} ol

Concluimos que, si bien el automorfismo de Frobenius varia con p, su
clase de conjugacién no.

Definicién 4.4.3. El simbolo de Artin

(=)

es la clase de conjugacion de [KT/Q] para cualquier p | p.

La clase de conjugacién (KT{Q> tiene una gran relacién con la forma de
la descomposicién de p en K. Por ejemplo, si K es un cuerpo cuadratico, ya
hemos visto que (KT/Q> es trivial si p descompone y no trivial si p es inerte.

Mas en general
Proposicién 4.4.4. Sea K/Q normal, y sea p un primo racional. Entonces

p descompone completamente en K sii (KT/@> =1.

Demostracion. (KT{@) =1 es equivalente a D, = 1 para todo p | p; en otras

palabras K” = K y por lo tanto p descompone completamente en K. O
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En los ejercicios 51, 52 se estudia la relacion entre (%

) y la descom-

posicién de p en cuerpos cubicos, y en los ejercicios 53, 56, 57, es necesario
entender dicha relacién en el caso de cuerpos de grado 4 y 5, dependiendo
del grupo de Galois de la clausura normal.
Uno de los temas centrales en la Teoria de Cuerpos de Clases es entender
el mapa
{ideales primos no ramificados} — G

dado por el simbolo de Artin, llamado mapa de reciprocidad de Artin. En
particular se trata de entender su imagen y nicleo, y encontrar extensiones
especiales (cuerpos de clases) donde dicho mapa tenga propiedades particu-
larmente importantes que permitan relacionar el grupo de Galois G con el
grupo de clases de ideales, etc.

Como muestra enunciaremos (sin demostracién) un teorema muy impor-
tante que explica la imagen del mapa de reciprocidad de Artin.

Teorema 4.4.5 (Cebotarev). Sea K/Q normal, y sea (o) la clase de con-
Jugacion de o € Gal(K/Q). Entonces (KT{Q) = (o) para infinitos primos

racionales p. Mds aun,

e (59)-0)

entonces S tiene densidad de Dirichlet

# (0)
# Gal(K/Q)

Corolario 4.4.6. La densidad de los primos racionales p que descomponen
completamente en K es 1/[K : Q).

Interpretemos el Teorema de Cebotarev en el caso de cuerpos ciclotémicos.
Si K = K, es el m-ésimo cuerpo ciclotémico, entonces Gal(K,,/Q) =
(Z/m)*, y el simbolo de Artin (K’”T/Q> no es mas que p mod m. Entonces
el Teorema de Cebotarev dice que, dado a € (Z/m)*, los primos racionales
p = a (mod m) son infinitos y tienen densidad 1/p(m). En otras palabras,

el Teorema de Cebotarev es una generalizacién del Teorema de Dirichlet de
primos en progresiones aritméticas.



