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Conjectura de Stark

L/K extensién finita Galois de cuerpos globales, G := Gal(L/K),
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Conjectura de Stark

L/K extensién finita Galois de cuerpos globales, G := Gal(L/K),
S 2 Su(K) U Stam (L/K).

G:= {caracteres complejos irreducibles de G}

ZvesdimC(Ho(Gw Vx))) x#1,

rs(x) 1= ordz—oLs(x,2) = {|5| ) V=1

Daniel Macias Castillo (con D. Burns y S. Seo) Elementos de Stark y elementos de Weil para Gp,
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G:= {caracteres complejos irreducibles de G}

ZvesdimC(Ho(Gw Vx))) x#1,

rs(x) 1= ordz—oLs(x,2) = {|5| ) V=1
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Conjectura de Stark

L/K extensién finita Galois de cuerpos globales, G := Gal(L/K),
S 2 Su(K) U Stam (L/K).

G:= {caracteres complejos irreducibles de G}

ZveSdimC(Ho(Gw Vx))’ x#1,
|5| -1, x =1

rs(x) 1= ordz—oLs(x,2) = {
LE(x,0) = lim,_o(z7"5™) - Lg(x,2)) € C*

Z(C[G]) = P Ce,.

xeG
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Conjectura de Stark

Para a > 0, sea

Gyi={xeG:rs(x) =a-x(1)},
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Conjectura de Stark

Para a > 0, sea

Gyi={xeG:rs(x) =a-x(1)},

07k s(0) == > L5(x,0) - e e Z(R[G])
X€Ga
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Conjectura de Stark

Para a > 0, sea

07k s(0) == > L5(x,0) - e e Z(R[G])
x€G,
_2 Z X(1|)GX|(g) LZ( 0) ] g
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Conjectura de Stark

Para a > 0, sea

07k s(0) == > L5(x,0) - e e Z(R[G])
x€G,
:2 Z X |G| S( 0) 8
geG XGGa

Interesante para r < a < |S|,conr:=|V|, V:={veS: G, =0}
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Conjectura de Stark

L¢i={uel: |ul, =1 paratoda w¢ S}
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Conjectura de Stark

L¢i={uel: |ul, =1 paratoda w¢ S}

0— X, s — (—BZW—>Z—>0

weS;
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Conjectura de Stark

‘s = {uel: |ulw=1paratodaw¢S}

0— X, s — (—BZW—>Z—>0

weS;

Ris:R-Ofs=R-Xys, Rys(u):=— ), logluly-w.

weS;
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Conjectura de Stark

Ols = {uel: |ul, =1 paratoda wé¢S}

0— X, s — (—BZW—>Z—>0

weS;

Ris:R-Ofs=R-Xys, Rys(u):=— ), logluly-w.

weS;

Dada ¢ € HomG((’)ES,XLS) ,

Z(¢) := Nrdgpe)((R- ¢) o R ) € Z(R[G]).
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Conjectura de Stark

Ols = {uel: |ul, =1 paratoda wé¢S}

0— X, s — (—BZW—>Z—>0

weS;

Ris:R-Ofs=R-Xys, Rys(u):=— ), logluly-w.

weS;

Dada ¢ € HomG((’)ES,X/_,S) ,

Z(¢) := Nrdgpe)((R- ¢) o R ) € Z(R[G]).

Conjetura de Stark para L/K

Para todo a y ¢, el producto 9%‘;),( s(0) - Z (o) pertenece a Q[G].

Daniel Macias Castillo (con D. Burns y S. Seo) Elementos de Stark y elementos de Weil para Gp,



i Conjeturas de Integralidad?

Sea T con TnS =, tal que
Lot ={ueO[g: |lu—1], <1paratoda we T}

es libre de torsién.
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i Conjeturas de Integralidad?

Sea T con TnS =, tal que
Lot ={ueO[g: |lu—1], <1paratoda we T}

es libre de torsién. Ponemos

05 (0) = <H Nrdgyey(1 — Nv - Fr;1)> 07 5(0).

Conjetura de Rubin (1996)

Si L/K es abeliana 'y a = r, el producto 9(5’) (0) - Z(¢) pertenece a
Z|G] para todo ¢.
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i Conjeturas de Integralidad?

Sea T con TnS =, tal que
Lot ={ueO[g: |lu—1], <1paratoda we T}

es libre de torsién. Ponemos

05 (0) = <H Nrdgyey(1 — Nv - Fr;1)> 07 5(0).

Conjetura de Rubin (1996)

Si L/K es abeliana 'y a = r, el producto 9(5’) (0) - Z(¢) pertenece a
Z|G] para todo ¢.

La generalizacién obvia no se cumple en el caso no-abeliano.
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i Conjeturas de Integralidad?

Contraejemplo (Nomura)

Sea « raiz de X3 — 11X +7, L := Q(+/—3,4/4001, o),
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i Conjeturas de Integralidad?

Contraejemplo (Nomura)

Sea « raiz de X3 — 11X +7, L := Q(+/—3,4/4001, o),
S ={0,3,4001}, T = {7}, a= 0.

G :=Gal(L/Q) = Z/2Z x S3 = {j,0,T).
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G :=Gal(L/Q) = Z/2Z x S3 = {j,0,T).
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i Conjeturas de Integralidad?

Contraejemplo (Nomura)

Sea « raiz de X3 — 11X +7, L := Q(+/—3,4/4001, o),
S ={0,3,4001}, T = {7}, a= 0.

G :=Gal(L/Q) = Z/2Z x S3 = {j,0,T).

05(0) - Z(¢) = 657(0)

2%(1 —j)(3410 — 1774(0 + 02) +44(T + o + 027')) ¢ Z|G]
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i Conjeturas de Integralidad?

Contraejemplo (Nomura)

Sea « raiz de X3 — 11X +7, L := Q(+/—3,4/4001, o),
S ={0,3,4001}, T = {7}, a= 0.

G :=Gal(L/Q) = Z/2Z x S3 = {j,0,T).

05(0) - Z(¢) = 657(0)

2%(1 —j)(3410 — 1774(0 + 02) +44(T + o + 027')) ¢ Z|G]

En general, para a =0,

con Go = {x 1 e,(C-X.s)=0}.
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Cuerpos de funciones

Burns-Sano han definido, para a = 0 y un G-mddulo M, el a-ésimo
invariante de Fitting (no-conmutativo) FittZ (M) de M.
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Cuerpos de funciones
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Teorema 1

Sean L/K cuerpos de funciones.
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Teorema 1
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Cuerpos de funciones

Burns-Sano han definido, para a = 0 y un G-médulo M, el a-ésimo
invariante de Fitting (no-conmutativo) FittZ (M) de M.

Teorema 1

Sean L/K cuerpos de funciones. Para todo a < |S| hay un
conjunto de ‘denominadores’ Dg + tal que

D7 950(0) - £(¢) € Fittg (CI(L)).

Corolario (a = 0)

Si L/K cuerpos de funciones, 6(5(?)7-(0) pertenece a Fitt% (CL(L)).
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Cuerpos de funciones

Burns-Sano han definido, para a = 0 y un G-médulo M, el a-ésimo
invariante de Fitting (no-conmutativo) FittZ (M) de M.

Teorema 1

Sean L/K cuerpos de funciones. Para todo a < |S| hay un
conjunto de ‘denominadores’ Dg + tal que

D7 950(0) - £(¢) € Fittg (CI(L)).

Corolario (a = 0)

Si L/K cuerpos de funciones, 6(5(?)7-(0) pertenece a Fitt% (CL(L)).

Corolario (Deligne)

Si L/K extensién abeliana de cuerpos de funciones, 0(5(?)T(0)

pertenece a Anng[g] (C1(L)).
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Cuerpos CM

Teorema 2

Sea K totalmente real, sea L CM, p # 2 tal que
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Cuerpos CM

Teorema 2

Sea K totalmente real, sea L CM, p # 2 tal que

@ el p-invariante ciclotémico p-adico de L se anula, y

@ |la Conjetura del Orden de Anulacién de Gross se cumple para
los caracteres p-adicos, impares de G.
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Cuerpos CM

Teorema 2

Sea K totalmente real, sea L CM, p # 2 tal que

@ el p-invariante ciclotémico p-adico de L se anula, y

@ |la Conjetura del Orden de Anulacién de Gross se cumple para
los caracteres p-adicos, impares de G.

Para todo a < |S| hay un conjunto de denominadores D2 + tal que

DL 7 -050(0) - L(0) S (Zp) @z FittZ (C(L))) .
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Cuerpos CM

Teorema 2

Sea K totalmente real, sea L CM, p # 2 tal que

@ el p-invariante ciclotémico p-adico de L se anula, y

@ |la Conjetura del Orden de Anulacién de Gross se cumple para
los caracteres p-adicos, impares de G.

Para todo a < |S| hay un conjunto de denominadores D2 + tal que

DL 7 -050(0) - L(0) S (Zp) @z FittZ (C(L))) .

Sia=0y L/K es abeliana, la afirmacién

03(0) € (Z[;] ®z Fitt%(Cl(L))>

ha sido demostrada (incondicionalmente) por Dasgupta-Kakde.
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Algebra no-conmutativa de Burns-Sano

El ‘orden de Whitehead' £(G) de G es el Z[G]-orden en Z(Q[G])
generado por

{Nrdgg)(M) : M e | | Ma(Z[G])}.
neN

Se tiene £(G) = Z[G] si y sélo si G es abeliano.
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El ‘orden de Whitehead' £(G) de G es el Z[G]-orden en Z(Q[G])
generado por

{Nrdgg)(M) : M e | | Ma(Z[G])}.
neN

Se tiene £(G) = Z[G] si y sélo si G es abeliano.

Hay un “ideal de denominadores’ explicito D(G) tal que

También cumple D(G) = £(G) = Z[G] si G es abeliano.
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Algebra no-conmutativa de Burns-Sano

El ‘orden de Whitehead' £(G) de G es el Z[G]-orden en Z(Q[G])
generado por

{Nrdgg)(M) : M e | | Ma(Z[G])}.
neN

Se tiene £(G) = Z[G] si y sélo si G es abeliano.

Hay un “ideal de denominadores’ explicito D(G) tal que

También cumple D(G) = £(G) = Z[G] si G es abeliano.
Por definicién, todo Fittg (M) es un ideal de £(G), y se tiene

D(G) - Fitt2 (M) C Z|[G],
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Algebra no-conmutativa de Burns-Sano

El ‘orden de Whitehead' £(G) de G es el Z[G]-orden en Z(Q[G])
generado por

{Nrdgg)(M) : M e | | Ma(Z[G])}.
neN

Se tiene £(G) = Z[G] si y sélo si G es abeliano.

Hay un “ideal de denominadores’ explicito D(G) tal que

También cumple D(G) = £(G) = Z[G] si G es abeliano.
Por definicién, todo Fittg (M) es un ideal de £(G), y se tiene

D(G) - Fitt3(M) € Z[G], D(G) - Fittg (M) S Anngg(M).

Daniel Macias Castillo (con D. Burns y S. Seo) Elementos de Stark y elementos de Weil para Gp,



Algebra no-conmutativa de Burns-Sano

Para a > 0, funtor /\é@[G] ‘a-ésima potencia exterior reducida’, de
la cat. de Q[G]-mddulos f. g. a la de Z(Q[G])-méddulos.
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Algebra no-conmutativa de Burns-Sano

Para a > 0, funtor /\ Q[6] ‘a-ésima potencia exterior reducida’, de
la cat. de Q[G]-mddulos f. g. a la de Z(Q[G])-méddulos.
Emparejamiento de dualidad (evaluacién)

/\ M x /\ Homgye) (M, Q[G]) — Z(Q[G]).
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Algebra no-conmutativa de Burns-Sano

Para a > 0, funtor /\é@[G] ‘a-ésima potencia exterior reducida’, de
la cat. de Q[G]-mddulos f. g. a la de Z(Q[G])-méddulos.
Emparejamiento de dualidad (evaluacién)

/\ M x /\ Homgye) (M, Q[G]) — Z(Q[G]).

El ‘a-ésimo reticulo de Rubin reducido’ de un G-médulo N es el
&(G)-médulo

a

(N = {xe A\ @ N): (A0 (x) € £(6)
G Q[¢6]
para todos @1, ..., @, € Homg(N,Z[G])}.
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Algebra no-conmutativa de Burns-Sano

Para a > 0, funtor A\j¢; 'a-ésima potencia exterior reducida’, de
la cat. de Q[G]-mddulos f. g. a la de Z(Q[G])-méddulos.
Emparejamiento de dualidad (evaluacién)

/\ M x /\ Homgye) (M, Q[G]) — Z(Q[G]).

El ‘a-ésimo reticulo de Rubin reducido’ de un G-médulo N es el
&(G)-médulo

(N = {xe A@-N): (AiZ501)(x) € £(G)
G Q[¢6]
para todos @1, ..., @, € Homg(N,Z[G])}.

Conjetura de Rubin (1996)

Si L/K es abeliana, EIZL/SK@T pertenece a (1o Of's +-  (a=r)
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Elementos de Well

Recordamos r := |V| con V :={ve S: G, = 0}.
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Elementos de Well

Recordamos r := |V| con V:={veS: G, =0}. Seavpe S\Vy
U:=S2uVu{w}
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Elementos de Well

Recordamos r := |V| con V:={veS: G, =0}. Seavpe S\Vy
U:=S2uVu{w}

Teorema 3

Hay un £(G)-submddulo ciclico candénico W de (| O ¢ + tal que
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Elementos de Well

Recordamos r := |V| con V:={veS: G, =0}. Seavpe S\Vy
U:=S2uVu{w}

Teorema 3

Hay un £(G)-submddulo ciclico candénico W de (| O ¢ + tal que

x - (AlZipi)(e) € Anngg) (Cly(L))

para todo e € W, o1,..., ¢, € Homg(O[ 5 1, Z[G]) y x € D(G).

4
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Elementos de Well

Recordamos r := |V| con V:={veS: G, =0}. Seavpe S\Vy
U:=S2uVu{w}

Teorema 3

Hay un £(G)-submddulo ciclico candénico W de (| O ¢ + tal que

x - (AlZipi)(e) € Anngg) (Cly(L))

para todo e € W, o1,..., ¢, € Homg(O[ 5 1, Z[G]) y x € D(G).

4

De hecho, el conjunto {(Ai=1p;)(€) : ¢1,..., ¢, €} determina un
invariante de Fitting asociado al ‘grupo de Selmer’ Selg(L).

Daniel Macias Castillo (con D. Burns y S. Seo) Elementos de Stark y elementos de Weil para Gp,



Elementos de Well

Recordamos r := |V| con V:={veS: G, =0}. Seavpe S\Vy
U:=S2uVu{w}

Teorema 3

Hay un £(G)-submddulo ciclico candénico W de (| O ¢ + tal que

x - (AlZipi)(e) € Anngg) (Cly(L))

para todo e € W, o1,..., ¢, € Homg(O[ 5 1, Z[G]) y x € D(G).

4

De hecho, el conjunto {(Ai=1p;)(€) : ¢1,..., ¢, €} determina un
invariante de Fitting asociado al ‘grupo de Selmer’ Selg(L).

0 — Cls(L) — Sels(L) — X s — 0
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Unidades ciclotémicas como elementos de Weil

Proposicion

Si K =Q y L cuerpo abeliano real de conductor m, tomamos
S={w}u{p:p|m}conV={w}yr=1
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Unidades ciclotémicas como elementos de Weil

Proposicion

Si K =Q y L cuerpo abeliano real de conductor m, tomamos
S={w}u{p:p|m}conV={w}yr=1

Entonces W € O/ esta generado sobre {(G) = Z[G] por

1/2

NOI‘mQ(ezﬂ—,‘/m)/L (1 — e27ri/m)
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Unidades ciclotémicas como elementos de Weil

Proposicion

Si K =Q y L cuerpo abeliano real de conductor m, tomamos
S={w}u{p:p|m}conV={w}yr=1

Entonces W € O/ esta generado sobre {(G) = Z[G] por

1/2

NOer(e2Tri/m)/L (1 = e27ri/m)

Corolario (Rubin)
Para cualquier ¢ € Homg (O 5,Z[G]) y g € G el elemento

(-1 ¢ (NQ(eQW"/m)/L(l — &2/ 1/2>

anula CI(L).
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Elementos de Stark

ALst Ariei R Ofs — Arigi R Xis,
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Elementos de Stark

ALS /\f&[G]R . OLX,S SEAIN /\E&[G] R-Xis, Vi={wi,...,w}.
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Elementos de Stark
ALS /\J%[G] R- OLX,S SEAIN /\E&[G] R-Xis, Vi={w,...,w}.

Definicion

El ‘elemento de Rubin-Stark (no-abeliano)’ de L/K, Sy T es
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Elementos de Stark

ALS /\f&[G]R . OLX,S SEAIN /\E&[G] R-Xis, Vi={w,...,w}.

Definicidn
El ‘elemento de Rubin-Stark (no-abeliano)’ de L/K, Sy T es

Bt = A5 (0570 AL Wi = wo)).
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Elementos de Stark
ALS /\J%[G]R /\]R R-Xis, Vi={w,...,w}.

Definicidn
El ‘elemento de Rubin-Stark (no-abeliano)’ de L/K, Sy T es

|

e o1 = AL 15(9( 0(0) - A= (wj — WO))

7

Teorema 4

Si la Conjetura Equivariante de los Nimeros de Tamagawa
(Burns-Flach) es vilida para L/K, entonces
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Elementos de Stark
ALS /\J%[G] /\]R R-Xis, Vi={w,...,w}.
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Elementos de Stark

ALS /\J%[G]R /\]R R-Xis, Vi={w,...,w}.
Definicidn
El ‘elemento de Rubin-Stark (no-abeliano)’ de L/K, Sy T es

|

e o1 = AL 15(9( 0(0) - A= (wj — WO))
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Teorema 4

Si la Conjetura Equivariante de los Nimeros de Tamagawa
(Burns-Flach) es vilida para L/K, entonces

£(G) - 8L/KST =We ﬂOLST

. e RS (.
(Variando L en familias, (aL/K757T)/_ forma un ‘sistema de Euler
no-conmutativo de rango superior’, a la Burns-Sano,)
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Cuerpos totalmente reales

Teorema 5

Sea L totalmente real y sea L/K ramificada. Sea p # 2 tal que
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Cuerpos totalmente reales

Teorema 5

Sea L totalmente real y sea L/K ramificada. Sea p # 2 tal que
@ el p-invariante ciclotémico p-adico de L se anula,
@ toda plaza p-ddica de K tiene ramificacidon suave en L, y

@ la Conjetura de Stark p-ddica en s = 1 se cumple para los
caracteres p-adicos de G.
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Cuerpos totalmente reales

Teorema 5

Sea L totalmente real y sea L/K ramificada. Sea p # 2 tal que
@ el p-invariante ciclotémico p-adico de L se anula,
@ toda plaza p-ddica de K tiene ramificacidon suave en L, y

@ la Conjetura de Stark p-ddica en s = 1 se cumple para los
caracteres p-adicos de G.

Sear:=[K:Q]y ¢1,...,0r € Homg(O[ s 1,Z[G]). Entonces
x-(g—=1)- (M;%)(E{{/SK,S,T) € AnnZ(p)[G] (CI(L)(p))

para cualquier x € D(G), v € 5;am(L/K) y g € G,.
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