
Elementos de Stark y elementos de Weil para Gm
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Conjectura de Stark

L{K extensión finita Galois de cuerpos globales, G :� GalpL{K q,
S � S8pK q Y SrampL{K q.

pG :� tcaracteres complejos irreducibles de Gu

rSpχq :� ordz�0LSpχ, zq �
#°

vPS dimC
�
H0pGv ,Vχq

�
, χ � 1,

|S | � 1, χ � 1

L�Spχ, 0q � limzÑ0

�
z�rS pχq � LSpχ, zq

� P C�

Z pCrG sq � à
χP pG

Ceχ.
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Conjectura de Stark

Para a ¥ 0, sea

pGa :� tχ P pG : rSpχq � a � χp1qu,

θ
paq
L{K ,Sp0q :�

¸
χP pGa

L�Spχ, 0q � eχ P Z pRrG sq

�
¸
gPG

�� ¸
χP pGa

χp1qχpgq
|G | � L�Spχ, 0q

�
� g .

Interesante para r ¤ a ¤ |S |, con r :� |V |, V :� tv P S : Gv � 0u.
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Daniel Maćıas Castillo (con D. Burns y S. Seo) Elementos de Stark y elementos de Weil para Gm



Conjectura de Stark

O�
L,S :� tu P L : |u|w � 1 para toda w R SLu

0 Ñ XL,S ÝÑ
à
wPSL

Zw ÝÑ ZÑ 0

RL,S : R �O�
L,S � R � XL,S , RL,Spuq :� �

¸
wPSL

log|u|w � w .

Dada φ P HomG pO�
L,S ,XL,Sq ,

L pφq :� NrdRrG s
�pR � φq � R�1

L,S

� P Z pRrG sq.

Conjetura de Stark para L{K
Para todo a y φ, el producto θ

paq
L{K ,Sp0q �L pφq pertenece a QrG s.
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Daniel Maćıas Castillo (con D. Burns y S. Seo) Elementos de Stark y elementos de Weil para Gm



Conjectura de Stark

O�
L,S :� tu P L : |u|w � 1 para toda w R SLu

0 Ñ XL,S ÝÑ
à
wPSL

Zw ÝÑ ZÑ 0

RL,S : R �O�
L,S � R � XL,S , RL,Spuq :� �

¸
wPSL

log|u|w � w .

Dada φ P HomG pO�
L,S ,XL,Sq ,

L pφq :� NrdRrG s
�pR � φq � R�1

L,S

� P Z pRrG sq.

Conjetura de Stark para L{K
Para todo a y φ, el producto θ

paq
L{K ,Sp0q �L pφq pertenece a QrG s.
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¿Conjeturas de Integralidad?

Sea T con T X S � H, tal que

O�
L,S ,T :� tu P O�

L,S : |u � 1|w   1 para toda w P TLu

es libre de torsión. Ponemos

θ
paq
S ,T p0q :�

�¹
vPT

NrdQrG sp1 �Nv � Fr�1
v q
�
� θpaqL{K ,Sp0q.

Conjetura de Rubin (1996)

Si L{K es abeliana y a � r , el producto θ
prq
S,T p0q �L pφq pertenece a

ZrG s para todo φ.

La generalización obvia no se cumple en el caso no-abeliano.
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¿Conjeturas de Integralidad?

Contraejemplo (Nomura)

Sea α ráız de X 3 � 11X � 7, L :� Qp?�3,
?

4001, αq,
S � t8, 3, 4001u, T � t7u, a � 0.

G :� GalpL{Qq � Z{2Z� S3 � xj , σ, τy.

θ
p0q
S ,T p0q �L pφq � θ

p0q
S ,T p0q

�1

3
p1 � jq�3410 � 1774pσ � σ2q � 44pτ � στ � σ2τq� R ZrG s

En general, para a � 0,

θ
p0q
S ,T p0q �L pφq �

¸
χP pG0

θ
p0q
S ,T p0q � peχ �L pφqq � θ

p0q
S ,T p0q

con pG0 � tχ : eχpC � XL,Sq � 0u.
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Cuerpos de funciones

Burns-Sano han definido, para a ¥ 0 y un G -módulo M, el a-ésimo
invariante de Fitting (no-conmutativo) FittaG pMq de M.

Teorema 1

Sean L{K cuerpos de funciones. Para todo a   |S | hay un
conjunto de ‘denominadores’ Da

S ,T tal que

Da
S ,T � θpaqS ,T p0q �L pφq � FittaG

�
ClpLq�.

Corolario (a � 0)

Si L{K cuerpos de funciones, θ
p0q
S ,T p0q pertenece a Fitt0

G

�
ClpLq�.

Corolario (Deligne)

Si L{K extensión abeliana de cuerpos de funciones, θ
p0q
S ,T p0q

pertenece a AnnZrG s
�
ClpLq�.
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Cuerpos CM

Teorema 2

Sea K totalmente real, sea L CM, p � 2 tal que

el µ-invariante ciclotómico p-ádico de L se anula, y

la Conjetura del Orden de Anulación de Gross se cumple para
los caracteres p-ádicos, impares de G .

Para todo a   |S | hay un conjunto de denominadores Da
S,T tal que

Da
S ,T � θpaqS ,T p0q �L pφq � �Zppq bZ FittaG

�
ClpLq�� .

Si a � 0 y L{K es abeliana, la afirmación

θ
p0q
S ,T p0q P

�
Zr1

2
s bZ Fitt0

G pClpLqq



ha sido demostrada (incondicionalmente) por Dasgupta-Kakde.
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Álgebra no-conmutativa de Burns-Sano

El ‘orden de Whitehead’ ξpG q de G es el ZrG s-orden en Z pQrG sq
generado por

tNrdQrG spMq : M P
¤
nPN

MnpZrG squ.

Se tiene ξpG q � ZrG s si y sólo si G es abeliano.

Hay un ´ideal de denominadores’ expĺıcito DpG q tal que

DpG q � ξpG q � DpG q � Z pZrG sq.

También cumple DpG q � ξpG q � ZrG s si G es abeliano.

Por definición, todo FittaG pMq es un ideal de ξpG q, y se tiene

DpG q � FittaG pMq � ZrG s, DpG q � Fitt0
G pMq � AnnZrG spMq.
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Álgebra no-conmutativa de Burns-Sano

Para a ¥ 0, funtor
�a

QrG s ‘a-ésima potencia exterior reducida’, de
la cat. de QrG s-módulos f. g. a la de Z pQrG sq-módulos.
Emparejamiento de dualidad (evaluación)

a©
QrG s

M �
a©

QrG s
HomQrG spM,QrG sq ÝÑ Z pQrG sq.

El ‘a-ésimo ret́ıculo de Rubin reducido’ de un G -módulo N es el
ξpG q-módulo

a£
G

N :� tx P
a©

QrG s
pQ � Nq : p^i�a

i�1ϕi qpxq P ξpG q

para todos ϕ1, . . . , ϕa P HomG pN,ZrG squ.

Conjetura de Rubin (1996)

Si L{K es abeliana, εRS
L{K ,S ,T pertenece a

�r
G O�

L,S ,T . (a � r)
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Daniel Maćıas Castillo (con D. Burns y S. Seo) Elementos de Stark y elementos de Weil para Gm
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Elementos de Weil

Recordamos r :� |V | con V :� tv P S : Gv � 0u. Sea v0 P SzV y
U :� S8K Y V Y tv0u.
Teorema 3

Hay un ξpG q-submódulo ćıclico canónico W de
�r

G O�
L,S ,T tal que

x � p^i�r
i�1ϕi qpεq P AnnZrG s pClUpLqq

para todo ε PW, ϕ1, . . . , ϕr P HomG pO�
L,S ,T ,ZrG sq y x P DpG q.

De hecho, el conjunto tp^i�r
i�1ϕi qpεq : ϕ1, . . . , ϕr , εu determina un

invariante de Fitting asociado al ‘grupo de Selmer’ SelSpLq.

0 Ñ ClSpLq ÝÑ SelSpLq ÝÑ XL,S Ñ 0
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Unidades ciclotómicas como elementos de Weil

Proposición

Si K � Q y L cuerpo abeliano real de conductor m, tomamos
S � t8u Y tp : p | mu con V � t8u y r � 1.

Entonces W � O�
L,S está generado sobre ξpG q � ZrG s por

NormQpe2πi{mq{L

�
1 � e2πi{m

	1{2
.

Corolario (Rubin)

Para cualquier ϕ P HomG pO�
L,S ,ZrG sq y g P G el elemento

pg � 1q � ϕ
�
NQpe2πi{mq{L

�
1 � e2πi{m

�1{2
	

anula ClpLq.
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Daniel Maćıas Castillo (con D. Burns y S. Seo) Elementos de Stark y elementos de Weil para Gm
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Elementos de Stark

λL,S :
�r

RrG sR �O�
L,S

�ÝÑ�r
RrG sR � XL,S , VL � tw1, . . . ,wru.

Definición

El ‘elemento de Rubin-Stark (no-abeliano)’ de L{K , S y T es

εRS
L{K ,S,T :� λ�1

L,S

�
θ
prq
S ,T p0q � ^i�r

i�1pwi � w0q
	
.

Teorema 4

Si la Conjetura Equivariante de los Números de Tamagawa
(Burns-Flach) es válida para L{K , entonces

ξpG q � εRS
L{K ,S ,T � W �

r£
G

O�
L,S ,T .

(Variando L en familias, pεRS
L{K ,S,T qL forma un ‘sistema de Euler

no-conmutativo de rango superior’, a la Burns-Sano.)
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(Burns-Flach) es válida para L{K , entonces

ξpG q � εRS
L{K ,S ,T � W �

r£
G

O�
L,S ,T .

(Variando L en familias, pεRS
L{K ,S,T qL forma un ‘sistema de Euler

no-conmutativo de rango superior’, a la Burns-Sano.)
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Daniel Maćıas Castillo (con D. Burns y S. Seo) Elementos de Stark y elementos de Weil para Gm



Elementos de Stark

λL,S :
�r

RrG sR �O�
L,S

�ÝÑ�r
RrG sR � XL,S , VL � tw1, . . . ,wru.

Definición

El ‘elemento de Rubin-Stark (no-abeliano)’ de L{K , S y T es

εRS
L{K ,S,T :� λ�1

L,S

�
θ
prq
S ,T p0q � ^i�r

i�1pwi � w0q
	
.

Teorema 4

Si la Conjetura Equivariante de los Números de Tamagawa
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Cuerpos totalmente reales

Teorema 5

Sea L totalmente real y sea L{K ramificada. Sea p � 2 tal que

el µ-invariante ciclotómico p-ádico de L se anula,

toda plaza p-ádica de K tiene ramificación suave en L, y

la Conjetura de Stark p-ádica en s � 1 se cumple para los
caracteres p-ádicos de G .

Sea r :� rK : Qs y ϕ1, . . . , ϕr P HomG pO�
L,S,T ,ZrG sq. Entonces

x � pg � 1q � p^i�r
i�1ϕi q

�
εRS
L{K ,S ,T

� P AnnZppqrG s

�
ClpLqppq

�
para cualquier x P DpG q, v P SrampL{K q y g P Gv .
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