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Curvas bielipticas

X|k curva lisa y proyectiva definida sobre un campo de niimeros K.
gx género de X

X (K) el conjunto de puntos K-racional

K una clausura algebraica fija de K, y siempre L/K ext. finita L C K.
Por un teorema de Faltings:

| X(K)[=o00=gx <1.
El opuesto es falso : Si g < 1, puede suceder X (K) = 0.

Si [X(K)| >0y gx =0, entonces | X (K)| = oc.
Si | X(K)| >0y gx =1, puede ser | X(K)| < oo.
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Curvas bielipticas

Puntos Cuadraticos
Sea gx > 1, y denotemos

Lo(X, K) := Ui.x1<2 X (L).

Suponemos que X tiene una involucién u definida sobre K que cumple gx, <1
donde X, := X/u (curva hipereliptica o bieliptica sobre K, respectivamente).

Si [ Xy(K)| =00=|I'y(X,K)| = .

El opuesto es cierto (Abramovich-Harris-Silverman).
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Un resultado mas débil es el que sigue

Teorema (Harris-Silverman)

Supongamos gx > 2. Entonces 3L /K extension finita de cuerpos con |T'2(X, L)| = oo
si i solo si C es hipereliptica o bieliptica (i.e., tiene morfismo de grado 2 sobre K

np:X%IP’l; or E

a la recta projectiva o a una curva eliptica)

En general para cuerpos globales k£ tenemos:
Proposicién
Supongamos gx > 2. Entonces,

(i) Xk es hipereliptica sil existe una involucién (hipereliptica) w € Aut(X%), con
2gx + 2 puntos fijos. En particular, si X}, es hipereliptica, entonces w es tnica,
definida sobre una ext. finita puramente inseparable £/k de k, y se le llama la
involucién hipereliptica de Xy,.

(i) Xk es bieliptica sil existe una involucion (bieliptica) w € Aut(X3), con 2gx — 2
puntos fijos. Si Xy es bieliptica y gx > 6, entonces existe una tnica involucién
bieliptica, la cual pertenece al centro de Aut(Xy) y estd definida sobre una ext.
finita puramente inseparable { de k.

— Prdancesc odrs (UAD) | Curvas bielipticas Seminario LaTeN, 25/X1/2021 5 /54



Curvas bielipticas

Proposicién (Accola-Landman,Harris-Silverman)

Si X es bieliptica y f : X — X’ mapeo finito entonces X’ es bieliptica o hipereliptica o
gX’ S 1

Teorema (Schweizer)

Xy, definida sobre un cuerpo global k de char = p > 0, conservativa sobre k.
Supongamos gx > 3 y Jac(Xk Xk E) no tiene no non-cero imagenes homomorficas
definidas sobre Fq—pn, entonces, existe L/k finita cumpliendo |T'2(X, L)| = oo sil X es
bieliptica o hipereliptica.
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s planas no-singulares

Xr una curva no-singular plana de grado d, i.e. Xx x K isomorfa a F(X,Y,Z) =0
con F € K[X,Y, Z] monico de grado d.

(d—1)(d-2)
2

9x =
Suponemos d > 4

X tiene un modelo plano no-singular sobre K si (d,3) = 1.

Fenomeno asimptético

Equaciones de Fermat Xx : XP +YP = ZP con p > 5 primo, donde el tltimo teorema
de Fermat asimptética afirma (con resultados de Siksek, Freitas,...):

@ JBk cumpliendo Vp > By las solucions de la equacion de Fermat sobre K
satisface zyz = 0.

En esta charla, estamos interesados en finitud o no de puntos cuadraticos
gonalidad de Xx @x K esd — 1

Corolario

Xk curva no-singular plana de grado d > 6, entonces no es bieliptica o hipereliptica, en
particular
T2(X,L)] < o0

L/K ext. finita de campos.
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Curvas planas no-singulares

Corolario (Fenémeno Asimptético,Badr-B.)

Xk curva no-singular plana de grado d > 5. Entonces, el nimero de extensiones
cuadrads K C K' C K donde X (K') # X (K) son un nimero finito. En particular,
Fy: X44+Y?%— 7% =0 cond>5 satisface que F4(Q) = F4(Q(v/D) para todo inter
libre de cuadrados D a excepcién de un conjunto finito de valores D.

My espacio de moduli, que representa K-clases de isomorfismo de curvas no-singulares
p/lin/as de género g

MPYG) C My con G grupo finito no-trivial donde sus K-puntos son K-isomorfos a
curvas planas no-singulares X con Aut#(X) = G.

Lercier-Ritzenthaler-Rovetta-Sijsling introdujeron nociones de familias completa, finita y
representativa para los stratas anteriores.N

Una familia C es completa sobre K para M[!(G) si para toda extension L/K y cualquier
L-punto [C]/L en el estrato, existe un modelo plano no-singular para C' definido sobre L
en la familia C. Decimos geometricamente completo si C ®x K es completo.
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Teorema (Badr-B.)

Sea C una cudrtica (K, K)-plana y no-singular. Entonces, C es bieliptica sil
C®x K € MYYG)(K) con
G=17/2,2/2 xZ]2,7]6,53,D4,GAP(16,13),54,GAL(48,33),GAP(96,64) o

PSLy(Fr).
Table: Families geométricamente completas y bielipticas
Aut(Cy) Families Restricciones
7.)27 Z* 4+ Z%La, 7(X,Y) + L4, z(X,Y) L2,z (X,Y) # 0, not below
Z)2T x L)27 | Z* 4+ Z2(bY? + eX?) + (X* + Y + aX?Y?) a#+b#c# +a
7./67 Z* +aZ?Y? 4+ (X3Y + YY) a#0
Ss (X3 +Y*HZ 4+ X?Y%2 +aXYZ? +b2* a#b,ab#0
Dy ZY XY Z? + (X 4+ Y? +aX?Y?) b#£0,+—2e
GAP(16,13) ZH H (X*+Y* +aX?Y?) +a #0,2,6,2v/—3
Sa Z* 4+ aZ?(Y?2 + X2) + (X 4+ Y* + aX?Y?) a#0, 25T
GAP(48, 33) Z* 4+ (X*+Y* + (4¢3 +2)X°Y?) —
GAP(96, 64) Zr (X + Y -
PSLx(F7) XY +Y3Z+ 23X -
— Prdancesc odrs (UAD) | Curvas bielipticas Seminario LaTeN, 25/X1/2021 9 / 54
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Conjetura

—~—

Fijamos un estrato del tipo MY (G), donde todos sus Q-puntos son bielipticos.

Entonces, en MY (G)(Q) hay un conjunto infinito € (resp. D) de clases de
Q-isomorfismo de curvas cuadricas no-singulars sobre Q, cumpliendo que
I';(C,Q) es un conjunto finito (resp. infinito).

Usando la teoria de twist en curvas planas no singulares obtenemos:

Proposicién (Badr-B.)
La conjectura para G =7/6 y G = GAP(15,13) es cierta.
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Curvas planas no-singulares

|deas atacar la conjetura, caso Z/6

Familia representativa
Co: aZ* +Y2(Y?+aZ?) + X?Y =0,

donde a # 0,4, es una familia representativa sobre k para MYY(Z/67Z).

i.e., cualquier cudrtica plana no-singular C sobre k con grupo de automorfismo
isomorfo a Z/6Z tiene un modelo plano no-singular en C, para un dnico a € k,
i.e., existe una extensién finita L/k en k donde C' ® L es L-isomorfo a una dnica
ecuacién aZ* + Y2(Y? + aZ?) + X3Y = 0 para cierto a € k. En particular,
[o(C,L) =Ta(aZ* + Y2(Y? +aZ%) + X3Y =0, L).

Una familia con cociente eliptico de rango positivo

Considerese aZ* + Y?2(Y2 +aZ?) + X3Y =0 cona € Q\ {0,4}.
Entonces C,/{(diag(1,1,—1)) es una curva eliptica de rango positivo sobre Q. En
particular, C, con a € Q\ {0,4} es una familia infinita de curvas bielipticas planas
no singulares sobre Q con grupo automorfismo Z/6Z, y I'2(C,, Q) es un conjunto
infinito. £/Q : 22 = 23 — a®>(1 — a/4) tiene el punto de no-torsion
P, :=(r,2) = (a,a?/2).
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Curvas planas no-singulares

Una familia con cociente eliptico de rango cero

Usando PhD Elisa Lorenzo, sobre twists de cuddricas, consideramos la familia de
todos los twists sobre Q de C,:
la familia A,n,m € k*:

Camm : AM*Z* + mY?Z? + nX3Y +Y* =0,

donde (A,n,m) € k* x k:”‘/k:*3 X k:*/k*2 lo satisface.

Cawyn(tym : AR)M?*Z* + mY?Z% + n(t) X*Y +Y* = 0 donde

A(t) := (108t2 + 1) /4 y n(t) := 4/t(108t> + 1), para t = a/b € Q* con a,b
impares y coprimos.

Q-Isomorfo a:z? = 3 — 27, tiene rango 0 sobre Q.

(A(t),n(t),m) y (At'),n(t"), m’) con A(t) # A(t') no son Q-isomorfas.
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Curvas Modulares

Curvas modulares Classicas

@ Son curvas algebraicas que corresponden a cierto problema de moduli para curvas
elipticas con informacién adicional.

@ Sobre C, Xt ¢ corresponde a una superficie de Riemann definida completando en

las cuspides a
H/T

I' es un subgrupo modular de SL2(R) commensurable con SL3(Z).

Uno de los mas conocidos son T'(N) < T'1(N) < Ta(N) <To(N) < SLa2(Z)
correspondiendo a mapeos naturales
X(N)C — Xl(N)C — XA(N)(C — Xo(N)(C

y cada una de estas curvas modulares son curvas algebraicas definidas sobre (Q con buena
reduccién cuando p{ N.
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Curvas Modulares

Si Xt es bieliptica o hipereliptica, existe una involucién en Aut(Xr).
Siempre Normgp,mI'/T" < Aut(Xr)
Para Xo(NN), con N # 37,63,198:

NO’I“mSL2(]R)F0(N)/F0(N) = Aut(Xo(N)),
donde

To(N) = {( o« ) c SL2(Z)|CEO(modN)}

y para cada d|N con (N, N/d) =1 tenemos wq = % ( ]Céac dbk ) € SLz(R)

involuciones de Atkin-Lehner en Aut(Xo(N)) y

{watan) < Aut(Xo(N)).
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El caso bieliptico modular

Para curvas cldsicas modulares, fueron determinadas la bielipticidad o no a partir del
nivel N en las familias:

e las curvas Xo (V) (B., 1999).

e X1(N) (Jeon-Kim 2004)

e las curvas X (N) (Jeon-Kim, B.-Kontogeorgis-Xarles 2013)
e las curvas intermedias XA (N) (Jeon-Kim-Schweizer 2017).
e las curvas X (N) = Xo(N)/{wn) (Jeon 2018).

En un conjunto de trabajos, estudiamos X'~ (N) = Xo(N)/Wn, donde Wi un
subgrupo no trivial de B(N) el grupo formado por todas las involuciones de
Atkin-Lehner en Xo(N), con Wy # (wn).

Las curvas hiperelipticas XgVN (V) fueron determinados en diferentes trabajos por
Hasegawa y Hashimoto (~ 1997), y Hasegawa (~ 1999).

Después de encontrar las curvas bielipticas (usualmente con poco trabajo), uno puede
determinar los N cumpliendo que [T2(Xy ™~ (N), Q)| = oc.

- Prdancesc odrs (UAD) | Curvas bielipticas Seminario LaTeN, 25/X1/2021 15 / 54



Curvas Modulares

Notacidén

Go = Gal(Q/Q).

B(N) grupo inv. Atkin-Lehner, n = n°® primos p | N, |B(N)| = 2".

X3 (N) = Xo(N)/B(N), X"~ (N) = Xo(N)/Wn con Wy < B(N).

gN, N Y gX,VN género de Xo(N), X5 (N) y X(‘JVN (IN) respectivamente.
Jo(N) = Jac(Xo(N)), J5(N) = Jac(Xg(N)) y Jo' ™™ (N) = Jac(Xy ™ (N)).

new

Newny conjunto de formas nuevas normalidas en Sa2(I'o(IV))
Newy = Newg(m subconjunto de Newy invariante por B(N).
Para f € Newy,

o Ay eslav.a. asociada por Shimura a f,
@ am(f) es el coeficiente m-ésimo de expansion de Fourier f en g,
o Ky el cuerpo de nimeros totalmente real Q({am (f)}m).

1 la funcién de Dedekind.

oo(M) el nimero de divisores positivos de M.

Ay Bv.a. sobre K, A X B denota isogonea sobre K.
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Algunos resultados sobre Xy(N)

Sabemos

e el mapeo S2(T'o(N)) N K[[q]] — Qﬁ(o Ny b= h(q)dg/q es un ~.

o0 (N/M)
o Jo(N) ~ H.M\N]._.[fENewM\GQA ’

e el conjunto Uns |y Usenewy, 1£(¢%): d|N/M?} es una base para Sa2(T'o(N)). En
particular,

gy = > |Newar [oo(N/M).

M|N

e para un primo p{ N y f € Newyy, el polinomio caracteristico del Frob,, actuando en el
médulo de Tate de Ay es (Eichler-Shimura)

H a? —ap(f7)r+p.

o: Kf‘—)@

o for p1 N, [Xo(N)(ype)| = p" +1 - 2277 o, donde
29N
[[e-e)=11 I @ -az+p™™™.
=1

M|N feNew ps
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X§(N), con N libre de cuadrados

Si N libre de cuadrados:
* Q
© J3(N) ~Ilun HfENew;fu \Go Ar
@ Endg(J5 (V) ® Q = Endg(J5 (N)) ® Q ~ [[ Kj,
con K cuerpo de niimeros totalmente real.
o Aut(Xg(N)) = Aute(Xg(N)) = [, K; = Aut(Xg(N)) =~ (Z/22)™.

Sea E/Q c.e. y fg € Newys la forma modular asociada a E. Decimos que el par (N, E)
es bieliptico si F es Q-iségeno a un cociente bieliptico de X (/N). Entonces,

cond(E) = M|N, fr € Newi; y QY n/ d fr(q")dg/q =pullback de Q.

Lemma
Supongamos que (N, E) es bieliptico. Para un primo p { N, tenemos las siguientes

desigualdades:
22|E(IF 2)| =1

v(N) b
on = p—1

(a) , (b) gn <2

p—1

Observese: |E(F,2)| = (p+1)® — ap(fe)® < (p+1)%
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Cribas, N libre de cuadrados

Gracias al lema obtenemos un conjunto finito C de posibles candidatos de N (argumento
de Ogg).

@ Segunda criba (tablas de Cremona): Substituir C por el conjunto P de pares
(N,E), donde N € Cy E/Q es una c.e. con fg € Newy,, for M|N. Aplicamos el
lema con |E(F,2)|.

@ Tercera criba (tablas de Cremona): Si N = M, borrar los pares en P donde la
parametrizacién fuerte de Weil para E no divida 2" "1,

@ Cuarta criba: Para p{ N, ponemos

Py(n) = mod [(_ u(n/d)| X5 (N)(Fpn)|)/n,2]
d|n
donde mod [r,2] € {0,1} (denota modulo 2) y p la funcién Moebius.
Si X§(IN) tiene una involucién u/Q, entonces

k
> @n+1)P(2n+1) <295 +2, VE>0.

n=0
Borramos los pares (N, E) en que falla la desigualdad.
@ Quinta criba: borrar los pares donde

(Fpn)| > 2|E((Fyn)|, para algtin primo p ' N.
mm Curvas blellptlcas Seminario LaTeN, 25/XI1/2021 19 / 54
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Caso hipereliptico, N libre de cuadrados

Hasegawa, Hashimoto

X (N) hipereliptica y N libre de cuadrados < gxn = 2.

Proposicién
Sea N libre de cuadrados y g = 2. La curva X (V) es bieliptica, sil,

Jg (N) B E1 x E> donde E; E3 son cocientes bielipticos. En dicha situacién, si

w; € Q§(6<N)/@’ 1 <4 <2, es el pulback de las diferenciales regulares de E;, las
funciones © = w1 /w2 y y = dx/ws satisfacen la relacion y? = P(z) con P(t) € Q[t] de
grado 6. El grupo de automorfisme corresponde a (z,y) — (+z, ty).

Proposicién

Para N libre de cuadrados y gy = 2. X (V) es bieliptica sil,
N € {106,122,129, 158,166, 215,390}. En estos casos, Aut(Xg(IN)) es el grupo de
Klein.
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Pares no-hiperelipticos, N libre de cuadrados

Después de las cribas, los pares que faltan trabajar (N, E), ordenados por género
sén, (siempre gy > 2):

237 5 79a
402 5 201c
438 5 219a
645 5 129a
215a
714 5 238b
798 5 399a
910 5 9la
455a
690 6 138a
858 6 143a

N gjv E

178 3 89a N 9N E
183 3 6la 202 1 [ 10la
185 3 37a 262 1 | 13la
246 3 | 82a, 123b 354 1 [ 1184
249 3 | 83a, 2490 366 7 61a,
258 3 | 43a, 129a 1224
282 3 141d 370 4 | 185c,
290 3 145a 370a
303 3 101a 399 4 57a
310 3 155¢ 426 4 142b
318 3 53a, 106b 546 4 9la
430 3 | 43a, 215a 570 1| B7a,
455 3 65a 190b,
162 3 | 77a, 154a 285b
510 3 102a

(UAD) |
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Un teorema de Petri

Fijemos una inmersiori de K en C. Denotemos por Kj[z1, - ,xg4] el subespacio de
polinomios homogeneos de K|[z1,- - ,xz4].

Teorema de Petri (i)

Sea X/K una curva no-singular y no-hipereliptica con gx > 2y w1, - ,wy una base de
Qﬁ(/K. La curva X es obtenida como los zeros comunes de los polinomios en el K-e.v.

‘C:{QEKh[xla"' ,ZEQ]Z Q(wlv"' awg)zo}'

Escribid h; = wi/wg € K(X),1<i<g—1.
En particular K(X) = K(hi,--- ,hg—1) y h; satisface Q(h1,--- ,hg—1,1) =0, Q € L.
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Teorema de Petri

Para ¢ > 1, denotad £; = {Q € L: degQ = i}.
Obsérvese dim £; < dim Li41, ya que x;£; C L;41 V5 < g.
Teorema de Petri

Sea X/K curva no-hipereliptica con gx > 2y w1, -+ ,wy una base de QQ/K. X
corresponde a los zeros comunes de los polinomios en el K-espacio vectorial

L= {Q € Kh[l‘l,"' 7Ig]: Q(wh'" 7wg) = 0}
Mas concretamente,

@ Sigx =3,dimLy =dimL3 =0, L4 =K -Q(z1,x2,23) # {0} y, parai >4, L;
sén multiples de Q. Los ceros de £ son los que corresponden a @ (cudrtica plana
no-singular).

@ Sigx >3, dimLs = (9—3)(g—2)/2y los ceros de L son los ceros en L2y L3. Si
X no es trigonal o no es una quintica no-singular, los ceros comunes para todos los
elementos de L son los zeros de Ls.

Si gx =4 y X no hipereliptica, su gonalidad es 3. En dicha situacién dim L2 =1y
dim £3 = 5. Por tant, un modelo para X es dado por un polinomio Q2 € L2 (Q2 #0) y
un polinomic O3 € La que no es miiltiple de Q2.

(OAD] |
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Involuciones no-hiperelipticas

Sea u € Autk(X) (X no hipereliptica con gx > 2), entonces
Qu™(wr), -+, u"(wg)) =0, VQEL.

Si u es una involucién y {w;} es una base de vectores propios, i.e. u*(w;) = g;w; con
€; = £1, entonces
Qerx1, -+ ,eqzg) €L, VQEL. (1)

Conversely, si la condicién (1) se satisface, entonces el mapeo
U wi = Eiw;  of v w; — —giwi, 1 <1t < g, es una involucién de X .

Para X = X§(N), J5(N) 2 [T Ay,. Porqué u actua en cada Ay, por £1d, una base de
Qﬁ(S(N)/@ como union de base de Qi,fi /@ Son eigenvectors para u.

Proposicién

Supongamos X (V) no hipereliptica. Tomemos w1, - - - ;Wgz, Una base de Qﬁ(g(zv)/@
como antes, cumpliendo que w; es la diferencial asociada a la c.e. E. El par (N, E) es
bieliptico sil,

Q(—x175627---,xg}‘vfl,mg}«v)éﬁiVQE£iVi22. (2)
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Involuciones bielipticas

La relacién (2) es caracterizada por una X/Q como sigue:
e Si gx = 3 Yy Ly = <Q4($1,1}2,I3)>2
Q(—z1,22,23) € L,VQ € L & Qa(x1,22,73) = Qa(—71,22,73)

@ Sigx >3
Q(_Ih"“ ,xg) ECQ,VQGEQ
T
Q(x17"' 7"1‘.9):@(7‘%17'” 7$9)7VQ€[’2'
y

Q(—xl,--- ,xg) EEg,VQ € L3

Q(mla"' 71'9)_62(_1’17“' 7$g)€$1'EQ,VQ€£3,
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Curvas bielliptic usando el teorema de Petri

Generalizemos el criterio anterior para determinar cuando una curva no-hipereliptica lisa
X/K es bieliptica sobre K o no.

Proposicién

Sea Jac(X) K Em x A, con E una curva eliptica y A v.a. cumpliendo que no tiene E
como cociente definido sobre K. Sea Ig_.m € My_ ., (K) la matriz identidaad y {w;} una
base de Qﬁ(/K s.t. Wi, ,Wm Y Wmt1, -+ ,wWg son base de los pullbacks de QlEm/K y
Qi‘/K resp. Entonces, el par (X, E) es bieliptico sobre K sil, existe una matriz

A € GL,,(K) que satisface

Q((—x1,m2, - ,24)-B) ELIVQ € Ls y Vi > 2, 3)

donde B es la matriz 'g‘ 7 0 ) € GLy(K) y
g—m

‘C; = {Q(($1,l‘2,' o 7$9) : B)) Q€ El}

Nota: (wi, -+ ,w),) = A (w1, -+ ,wm) es una base por eigenvectores de u en
Q}EM/K, con u(w)) = wi and u(w}) = —wj para j # 1.
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Curva

s bielipticas para X§(V), y puntos cuadraticos, N

libre de cuadrados

Teorema

Sea N > 1 un natural libre de cuadrados. La curva modular X (N) es bieliptica
(g~ > 2) sil, N aparece en la tabla siguiente

N N

2 106, 122, 129, 158, 166, 215, 390
3 | 178, 183, 246, 249, 258, 290, 303, 318, 430, 455, 510
4 370

Para dichos valores de N, Aut(Xg(N)) tiene orden 2 si gy > 2 y es el grup de Klein
cuando gy = 2.

A mais,

I2(X35(N),Q)| = oo sil, N es en la anterior lista o en

{67,73,85,93,103,106, 107,115, 122,129, 133,134, 146, 154, 158, 161,
165, 166,167,170,177,178,183, 186, 191, 205, 206, 209, 213, 215, 221,
230, 246, 249, 255, 258, 266, 285, 286, 287, 290, 299, 303, 318, 330, 357,
370, 390,430, 455,510} .
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N no libre de cuadrados. Pasos preliminares

Lema

Sea p un primo. Si para un entero k > 2, X¢ (p* - M) es bieliptica, entonces
X ("2 - M) es hipereliptica, bieliptica o tiene género < 1.

Corolario

Sea N > 1s.t. gy > 2. Sea M el mayor entero libre de cuadrados s.t. M|N y val,(N)
es impar por cada primo p|M. Si X5 (N) es bieliptico, entonces X (M) es bieliptico o

gm < 2.

Proposicién [Jeon]

Let be N = p”* with p prime, k > 1 and g} > 2. Then, X (N) is bielliptic iff
N =121 =11% or N = 128 = 27 (gfs1 = 2 and gi25 = 3).

Lemma
Sea (N, E) bieliptico sobre Q. Para un primo p{ N, se satisfacen las desigualdades
N 2|E(F -1 . E(F
(a) wé ) <12 "2)1| (o) gi <2/ PE2) ”i)‘
n D — J—
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N no libre de cuadrados, Ji(N)/Q and Q' (X3 (N))

e Una de las principales diferencias con N libre de cuadrados es en la descomposicién de
Jg (N) sobre Q.

Para N general, M|N y f € New,, escribamos Hy = (f(q¢%): d|N/N).
e N libre de cuadrados y Hf(N) # {0} & f € New},. En esta situacién, dimHy =1y

Hy=(> walf(@)=(>_ df(q")

d|N/M d|N/M

e Si N no libre cuadrados y H}B(N) # {0}, puede ocurrir f ¢ Newy, or
ny:=dim Hy > 1.

Por tanto en la descomposicién de Jg (IN),

RS 1IN | G

MI|N feNewy; /Gg

puede aparecer ny > 1. Necesitamos determinar una base de Hy (Vf € New,s and
VYM|N) para determinar una base para Q*(X( (V) (y usar el teorema de Petri), estas
ideas se encuentra en “Hecke operators” Atkin-Lehner paper in Annals.
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N no libre cuadrados, J§(N)/Q and Q'(X;(NV))

For an integer d > 0, B4 denote the operator

Bdi SQ(Fo(M)%S2(FO(Md)7 fo(qd)

Proposicién

Para un primo pf M y i >0, sea f € So(Lo(p’ - M))P™M s, t. w,i(f) =¢- f (¢ =1si
i=0). Para k >, sea Sy el e.v. de S2(To(p” - M)) generado por los k — i+ 1 1. i

{f.Bp(f), -+, BE(f)}. Entonces,

(i) Las formas modulares siguientes son una base de Sy:
k—i—j j . .
95 =0+pBy)" (L —pBy)'f, 0<j<k—i.
y eigenvector para wp: wy(g;) = (—1) eg;.

k
(ii) La dimensién sy del e.v. 5;3(13 M)

k—i+1 . ..
— si k — ¢ es impar,
SITY k—itl4e ,
_— si k — 1 es par.
2
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Curvas Bielipticas, pueden no ser sobre Q.

e La otra gran diferencia cuando N no libre de cuadrados es
Endg(J5 (N)) # Endg(J§ (V).

Lema [Silverman-Harris]
Sea Xi con gx > 6. Si X es bieliptica, entonces existe una tnica involucién bieliptica y

esta definida sobre K.

v

Lema [BGGP=Baker,Gonzélez-Jiménez,Gonzalez,Poonen]
Sea A una v.a. definida sobe Q s.t. A 2 [Ii2, A%/ por algun fi € Newy,, con

Q
Ag, /o Ag; sii# 5. Entonces End(A) = Endg(A) sil, para todo caracter cuadratico de
Dirichlet x, fi ® x # f; para todo o € Gg y para todo i y j.
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curvas bielipticas, pueden no ser sobre Q

Lema [Pyle]

Sea f € Newys sin CM y s.t. dim Ay > 1. Si existe un primo p s.t. ay(f)? ¢ Z,
entonces Ay no tiene un cociente eliptico sobre Q.

Lema [BGGP]

Sea f € Newas y xp el caracter cuadratico asociado a K = Q(+/ D). Existe una
isogenia entre Ay y Afgy,, definida sobre K.
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N no libre de cuadrados. Cribas

e Hay un mapeo X3 (N = ML) — X3 (M) con M libre de cuadrados (y L con ciertas
propiedades) nos reducimos a ciertos valores de V.

e Cuando un par (N, E) es estudiado sobre Q (es el caso general si gy > 6), aplicamos
el lema de desigualdades contando puntos sobre cuerpos finitos y cribas similares al caso
N libre de cuadrados, a excepcion

que los pares (N, E) ahora son fr € Newas y
npy = dim (fr(g?): d|N/MYP) > 1.
Determinamos la lista de N con 2 < gy < 5.

e Para g5 <5, solo aparecen posibles pares (IV, E) con E/Q pero con involucién
definida sobre una extension cuadritica K’ (asociada al caracter de Dirichlet x). En
particular,

e Cuando 8|N o 9||N there hay involuciones provinentes del normalizador de I'g(IN) en
PSL> (R)
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Pares a estudiar, después de cribas con gy <5

gy | N

2 | 88,104, 112,116, 135, 153, 168, 180, 184, 198, 204, 276, 284, 380

3 | 136, 144,152,162, 164, 171, 189, 196, 207, 234, 236, 240, 245, 248, 252,
270,294, 312, 315, 348, 420, 476.
4 | 148,160, 172, 176, 200, 224, 225, 228, 242, 260, 264, 275, 280, 300, 306, 308,
342, 350.
5 | 192,208, 212,216, 316, 364, 376, 378, 396, 414, 440, 444, 495, 572, 630.
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Ejemplo gy < 5: X(160), gieo =4

X (160) no es hipereliptica. La decomposicién de Jj(160) es

J5(160) 2 A% [T, Ay, con Ay, % E20a, Ay, ~ ES0b, Aj, & E160a,

f1 € Newy?, f3 € Newgy, fa € Newigo ¥ f3 = f1 ® x—-1.

Porqué

(1 —2B2)(1+42B2)?> =1+2Bs —4B3 —8B3, (1 —2B,)*=1—-6B> + 12B3 — 8B3,
Una base de Qﬁ(g(wo)/@: w; = hi(q)dg/q, 1 <1< 4 con

hi(q) = filg) +2f1(¢%) — 4f1(q )—8f1(q8)7
ha(q) =  fi(q) — 6f1(¢°) + 12f1(q*) — 8f1(q®),
(q) = f3 —2f3(q2)
(q) = fa(q) -

)

Recordad dim £o = 1, dim £3 = 5.
Calculando Qi(:v,y, Z,t) € L; con Qi(hl, ha, hs3, h4) =0,1=2,3:
Q2 = —48t° + 8tz + 3z — 8ty + 6zy — y* + 36x2 + 12yz — 82°.

Qs = 20t%z—12tz* —32° — 20t2y — 415y2 —I—Swyz — 9x22+6wyz+3y2z+ 16t2% +6z2% — 6yz2
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X;(160) no es bieliptica sobre Q

Los pares (160, E80b) y (160, E160a) necesitan un estudio para saber si pueden ser
bielipticos o no sobre Q.

No lo son porqué Q2 no es par en z, ni tampoco en t.

al b1

El par (160, E20a) podria ser bieliptico sobre Q sil existe A = ( a b ) € GL2(Q)
2 b2

s.t. los polinomios
Ry := Q2(a1x + a2y, b1z + b2y, z,t), Rs = Qs(arz + a2y, biz + by, 2, )

satisfacen

’Rg es par en x‘y’Rg,(m,y,z,t) — R3(—=x,y,2,t) = Az Ra, para \ € Q.‘

Podemos considerar las situacions con a1 = 0y a1 = 1, para concluir
No existe matriz A haciendo Ry par con respeto x.

X (160) no es bieliptica sobre Q.
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X;(160) es bieliptica sobre Q

Un par (160, E) puede ser bieliptica sobre K’ = Q(3), con E X E20a.

al b1 C1
Esto sucede sil existe A = | a2 b2 c2 | € GL3(K) s.t.
as b3 C3

Ry := Q2(a1z + a2y + aszz, b1z + bay + b3z, c1z + cay + ¢32, t)

Rs3 := Qs(a1x + a2y + asz, bix + bay + b3z, c1x + coy + c32,t)
R; es par en z y Ro|(Rs(z,y,2,t) — R3(—=z,y, 2,t)).

i i1
Tomamos A=| 1 -3 0 |,y obtenemos
0 —4i 1
Ry = 6% + (2 — 6i)x? — 4ty + 3y? — ditz + 6iyz — (1 — 6i)22,

R3z = 4t2? + 10t%y + (6 — 61)2%y — 6ty* + 3y® + 10it’2 + (6 + 64)z>2
—12ityz + 9iy*z 4+ 10t2% — (3 — 6i)yz® — (6 — 34)23,

Ahora Rz y R3 son pares en x, por tanto X (160) es bieliptica sobre Q(7).
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Pares que se debe estudiar (N, E), con gy > 5

E)

244 61a), (272, 34a), (332, 83a), (332, 166a), (336, 42a), (336, 112a),
564,94a), (620, 62a), (780, 65a), (780, 130c)

), ( ) (
), ( ) (
320, 32a), (324, 27a), (360, 20a), (360, 30a), (450, 15a), (450, 75b),
456, 57a), (456, 76a), (456, 152a), (492, 123b), (504, 21a), (504, 36a),
), ( ) (5

504, 42a), (550, 55a), (550, 275a), (550, 550a), (558, 558a), (636, 53a),

660, 110b), (924, 77a), (924, 462a)

480, 80b), (480, 160a), (540, 45a), (540, 54b), (990, 66a), (990, 99a),
1020, 102a)

560, 56a), (560, 70a), (560, 280a), (1140, 190b), (1140, 285b)

10

(
840, 20a), (840, 140b), (340, 210d), (1050, 175b)

11

672,112¢), (672, 224a)

13

(N

(

(

(

(

E s
(408 102a) (4687 26b)7 (4687 234b), (468, 2346)7 (4807 20a), (480, 24a)7
( )
(

(

(

(

(

1260, 21a), (1260, 70a), (1260, 90b), (1260, 210d)
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Ejemplo gi > 5: X5(558), giss =7

X5 (558) no es hipereliptica, no trigonal y dim £2 = 10. La descomposicién J; (558)/Q:

[, Ay x Ap,, Aj, 2186c, Ap, & E558a f1 € New (9 | £, € Newiss
f3€NeW93,dlmAfd =2 f5€New dlmAf =3,

g1 = f1, g2 = f2. {93,94} v {95, 96, g7} bases de (f§: o € Go) NZ[[q]] y
(fs : 0 € Gg) N Z[[q]] resp.

Tomemos (1 + 2B2)(1+£3Bs) =1+ 2B, + Bs + 6B,
una base de Qﬁ((}‘(%g)/@: w; = hi(q)dg/q, 1 <1 <7 con

hi(q) = fila) = 3f1(¢°),
h2(q) = 2( )7
hs(q) =  gs(q) +293(¢°) + 3gs(q®) + 6gs(¢®) ,
ha(q) = ga(q) + 294(q°) + 394(q®) + 69a(q°) ,
hs(q) =  gs(q) + 295(q°) — 3g5(q°) — 6gs(q°),
he(q) = g6(q) + 296 (qz) - 396(613) - 696(616) ,
h7(q) = g7(q) + 297(¢°) — 3g7(q*) — 697(¢°) ..
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Ejemplo gi > 5: X5(558), giss =7

Sea Q € Qulz1,- - ,x7] de grado 2 (28 coeficientes):

a123 + a2x3 + asx3 + asxi + asxd + asxg + ara? + asT1T2 + aoT1T3+
a10T1T4 + A11201T5 + Q122126 + A13T1T7 + A14T2T3 + A15T2T4+

a16X2x5 + A17T2T6 + A18T2T7 + A19T3T4 + A20X3%5 + A21T3T6+

a22X3T7 + A23T4T5 + A24%4T6 + A25T4T7 + A26XT5T6 + A27T5T7 + A28T6T7

Q(h1,--- ,h7) =0, obtenemos a1, - ,azs como combinacién lineal de (recordad
L2 =10) a1, a2, a3, a4, as, as, a7, a9, 10, A11-

Mas concretamente uno obtiene, ag = a14 = a15 = a16 = a17 = a18 = 0.
Por tanto, Q(w1,--- ,7) es par en la variable z2 VQ € L,.

X (558) es bieliptica sobre Q y la clase de Q-isogenia de cociente bieliptico es E558a.
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Resultados, N no libre de cuadrados

Teorema[B-Gonzélez]
Sea N > 1 entero no libre de cuadrados con g3 > 2. Entonces,

@ La curva X (V) es bieliptica sobre Q < N aparece en la tabla siguiente

N N
2 88,112, 116, 121, 153, 180, 184, 198, 204, 276, 284, 380
3 128,144, 152, 164, 189, 196, 207, 234, 236, 240, 245, 248, 252,

294,312, 315, 348, 420, 476
4 | 148,172,200, 224, 225, 228, 242, 260, 264, 275, 280, 300, 306, 342
5 364, 444, 495
7 558

La curva X§(N) es bieliptica sobre @, pero no sobre Q < N = 160.
@ I';3(XJ(N),Q) = 0o & N aparece en la lista siguiente

88,104, 112,116,117,121, 125, 128, 135, 136, 147, 148, 152, 153, 164
168,171,172, 176,180, 184, 198, 204, 207, 224, 225, 228, 234, 236, 240
248,252, 260, 264, 276, 279, 280, 284, 312, 315, 342, 348, 364, 380, 420
444,476,495, 558.
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Resultados, XgVN(N), N libre de cuadrados

Teorema [B.-Gonzalez-Kamel]

Sea N > 1 entero libre de cuadrados. Supongamos que el género de Xo(N)/Wx es > 2
para un subgrupo no trivial Wy de B(N) diferente de (wn). La curva Xo(N)/Whn es
bieliptica sil, existe v € B(N) \ Wxn cumpliendo que el género de Xo(N)/(Wn,v) es
uno, excepto por las siguientes curvas bielipticas modulares cocientes de género 4:
X0(154)/<w2, w77>, X0(285)/<w3, w95> Yy X0(286)/(w2, w143>.

Endg(Jy ™ (N)) = Endg(Jg"™ (N).
Jo(N)WN ~ AT# x ... con n; > 2.
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Resultados, XgVN(N), N no libre de cuadrados

Teorema[B-Kamel-Schweizer]

Sea N > 1 entero no libre de cuadrados. Donde el género de Xo(N)/Wnx es > 2 para
un subgrupo no trivial Wx de B(N) diferente de (wn). La curva Xo(N)/Wy, denotada
por el pareo (N, Wy) es bieliptica sil aparece a continuacién:

@ Es un par (N,Wx) con |[Wn| =2y N es el conjunto
{40, 48, 52,63, 68,72, 75, 76, 80, 96, 98, 99, 100, 108, 124, 188},
o es un par (N,Wy) con |[Wn| =4y N en el conjunto
{84, 90,120, 126, 132, 140, 150, 156, 220.},

Todo estas curvas cocientes modulares son bielipticas sobre Q con un cociente
eliptica dado por X (IN) de género 1,

@ o es uno de los siguientes 29 pares, ordenados por género
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(wr)), (168, (w3, wss))

]|~

<w63>)’ (168’ <w87 w7>)’

—

>)’ (1847 <w23>)7 (2527 <w47 w63>)

(104, (ws)), (168, (ws, ws))

(120, <w24>), (136, <w8)), (252, <U)9, w7>)
(126, {(wo)), (171, (wg)), (252, (wy, wg))

(176, <’U)16>)
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Curvas Modulares

Sobre la demostracién caso X' () bieliptico

Algunos “steps” para la demostracion
@ Consideramos morfismo XXVN — X (N), reduce lista N donde bieliptica,
hipereliptica o de género < 1 de X (V).
Calculo de género de X'~ (N) para su estudio.
Estudio diferenciado para N producto de 2,3 o 4 primos.

Modificacién del caso X¢(NN) para descomposicién de la Jacobiana en X'~ (N).

Cribas via estudio de puntos fijos de involuciones no Atkin-Lehner para N no libre
de cuadrados.
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Cribas adicionales

Castellnuovo, Criterio no-ramificado

Sea ¢ : X — Y un mapeo de curvas de grado d. Si X posee una involucién

bieliptica v, entonces
g(X) <dg(Y)+d+1

o el morfismo ¢ factoriza a traves de X/v.

En particular: Una curva hipereliptica de género g > 4 no és bieliptica. Una curva

trigonal de con género > 4 no es bieliptica. Una curva de género g > 6 tiene

como mucho un involucién bieliptica.

Sea w una involucién de X com mds de 8 puntos fijos. Entonces, o bién w es una

involucién bieliptica o bién X no es bieliptica

Sea X una curva de género g con una involucién bieliptica v y sea G un subgrupo

de Aut(X) tal que la curva Y = X/G tenga género h > 2.

(a) Si el mapeo ¢ : X — Y es ramificado, i.e. sig—1> |G|(h—1),y g > 6,
entonces Y ha de ser hipereliptica y v induce la involucién hipereliptica en Y.

(b) (criterio de recubrimiento no-ramificado) Si Y no es hipereliptica, entondes
debe ser bieliptica y el mapeo ¢ : X — Y debe ser no-ramificado, i.e.
g—1=|G|(h—1).
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Computo de puntos fijos de involuciones

Buscando involuciones bielipticas

Sea G un subgrupo de Aut(Xo(N)) donde todo elemento no-trivial es una involucién.
Entonces los puntos fijos de estas involucions sén disjuntas y el género de Xo(N)/G se
obtiene por

|G1(29(Xo(N)/G) = 2) + Y #(w, Xo(N)) = 29(Xo(N)) — 2.

weG
Sea N =2%M con o > 2y M impar.

(a) Entonces S2 es una involucién de Xo(V), definida sobre Q, y conmuta con todas
las involuciones AL w, con r impar. También, V2 = Sawz S5 es una involucién de
Xo(N), definida sobre Q, y conmuta con toda w, con r||M.

(b) Si a > 3, entonces V, también conmuta con wza. Por tanto, Vowze es una
involucién, y Sawse tiene orden 4. Realmente, (Sa, woa) = Dy.

(c) Si =2, entonces (S2,w4) es no-abeliano de orden 6 con Vo = SowaS2 = waSowa
siendo la tercera involucién y Sews y waS2 con orden 3.
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Involuciones

Si N =2%M con a > 2y M impar, entonces
Xo(N)/leaSQwQa = XQ(N/Q)

Sean u y v dos involuciones que conmutan en una curva X. Entonces uv es una
involucién y

#(uwv, X) = 2#(u, X/v) — #(u, X).
Sea N =2°M con o > 2y M impar. Y sea r||M.

(a) #(V2,Xo(N)) = #(w2e, Xo(N)) y
#(Vawr, Xo(N)) = #(wz2ewr, Xo(N)).

(b) #(S2, Xo(N)) = #(wa2e Sawaer, Xo(N)) = (29(Xo(N)) —2) —2(29(X0(N/2)) - 2).
(c) #(S2wr, Xo(N)) = #(wae Sawzewr, Xo(N)) =

2#(wr, Xo(N/2)) — #(wr, Xo(N)).
(d) Si « > 3, entonces

#(Vawze, Xo(N)) = 24(S2, Xo(N/2)) — #(S2, Xo(N)) y
#(Vﬂuzawm XO(N)) = 2#(Sng,X0(N/2)) - #(52wr: XO(N))~
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Involuciones

SeaQHNySa:( (1] 1{3 )

(@)

(b)

S3 normaliza I'g (N) e induce un automorphism en X (V) de orden 3 definido sobre Q(+/—3). Su conjugado Galois es S%. A mids, Sg
commuta con las involuciones de Atkin-Lehner wy. con » = 1 mod 3, mientras para 7 = 2 mod 3 tenemos que wyS3 = S% W
and wg S3 has order 3.
V3 = Szwg Sg es una involuciori en X 5 (V). Con respeto las involuciones de Atkin-Lehner tenemos

Vawp if r=1 mod 3orr=29and
V3wgwy if = 2 mod 3
Amés, sir = 2 mod 3 entonces (V3, wy) & Dy y V3w, tiene orden 4 con (V31_u7<)2 = wg.
V3 como involucién en X (V) esta definida sobre Q(1/—3). Su conjugado Gal(Q(+/—=3)/Q) es V3wg. En particular, V3 y V3 wg
tienen el mismo nimero de puntos fijos en X (N).

wp V3 =

Mas generalmente, tenemos
#(Vawg, Xo(N)) = #(Vs, Xo(N)) = #(wg, Xo(N))

yparar = 1 mod 3 también
#(Vawgwr, Xg(N)) = #(Vawr, Xg(N)) = #(wgwr, Xog(N)).

V3 como involucién en X (N') /W es definida sobre Q sil wg € W.
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Involuciones

Supon 4||[N y N =4M. Sea W' un subgrupo de B(N) generado por wy,
Winy s -+, Wiy, con my||M. Entonces

s

Xo(N)/W/ = Xo(N)/<SQU)4SQ,wm1, e ,wms> = Xo(N)/<’LU4SQw4,wm1, e

Xo(2M)/{wWpmy s« -y W)

Por tanto, si A € GLy(R) es una involucién bieliptica de

Xo(2M) /(W - .- s Wm,), entonces Sz ASs normaliza en (I'g(N), W’) e induce

una involucién bielipica en Xo(N)/W'.

Sea 9||[N. Y W’ un subgrupo de B(N) generado por wy,,, ..., Wy, (n:||N) y sea

.....

m/9= 1 mod 3,ye(m)=1en caso opuesto. Entonces V3 induce un
isomorfismo
Xo(N)/W' =2 Xo(N)/W”.

7wm
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TW N, W) (w, B) Q — Jacobiandecomp.
6 (104, (wg)) (Vowioa, E26a) (E26a)Z x E26b X E52a X Af 104
(156, (wyg, w13)) (w3, E26b = X (156)) (E26b)2 x A%m
(168, (wg, w3)) (Vowigg, Elda) (Bl14a)2 x E42a x E56b x E84b X E168b
(220, (wg, waq)) (wy, B110b = X (220)) Ella x E20a x Ay x 110b x 110c
(220, (w11, wag)) (wyg, E110b) E44a x E55a X B110b X Ay X E220a
7 (120, (wayq)) (Vawyg, E15a) (E15a)Z x (E20a)2 x E30a X E40a x E120a
(124, (wy)) (w31, B62a = X (124) (Ag, 31)% X E62a x Afy 62
(136, (wg)) (Vowy3g, E17a) (E17a)? x E34a x Ag, 64 X Afy 136
(252, (wg, wy)) (Vawry, E36a) (E21a)3 x E36a x (E42a)2 x E84b
8 (220, (wy, ws)) (w11, E110b = X (220)) (E11a)? x A? x E110b x E110c
9 (126, (wg)) (Vawry, Elda) (E14a)% x (E21a)? x E42a x (Af g3)°
(171, (wg)) (Vawy7y, E19a) (E19a)? X E57a X E5Tb X E5Tc X Ag 171, dim(Ap) =4
(252, (wg, wy)) (Vgwy, Elda) (E14a)? x (E21a)? x E42a x (Ag g3)°
10 (176, (w1g)) (Vawi7e, Ella) (Ella)3 X E44a X E88a X Afl»SS X E176a X Af2,176
11 (188, (wy)) (wq7, X3 (188) = E94a) A%l X E94a X Ag,, dim(Ag ) =4
Tabla, IW N > 6 Bieliptico
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Curvas bielipticas cocientes no definidas sobre Q

Ningtn morfismo de grado 2 a la c.e. definido sobre Q

(252, <w4,w63>) (V3,El4a)
(‘/EJ,’LU77 E14CL>
(126, {wes)) | (Va, E14a)
(Vswg, El4a)

Curvas bielipticas cocientes, con cociente bieliptico no sobre Q

(63(wo)), género 3. Jg'V ~q X (63) x Ay gz, con dim(Afe3) =2y

Apes ~o(y=3) B
con
E:Y?=—(26+46V-3)X>—27X%46V/-3X +1

Donde (w7, X§(63) = E21a) es un par bieliptico sobre Q
pero tenemos dos involuciones bielipticas mas no definidas sobre Q con cociente
eliptico E (una conjugacién de la otra).

v
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